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V— der 
Mechanik, 
zugleich 
mit den dazu noͤthigen Lehren 
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J der 
höhern Analyſis und der höhern Geometrie. 


J 


Elementar vorgetragen | 
und mit fehr vielen Beifpielen ber Anwendung verfehen 


bom 


Profeffior Dr. Martin Ohm, 
an der Köntgl. Fr. W. Univerfität, an der Königl. Allgemeinen Krieges: Schde und 
an der Königl. vereinigten Artillerie und Ingenieur: Schule zu Berlin; der Kaiſ. Ruſſ. 
Alademie der Will. zu St. Peterburg, der Könige. Bayeriſchen Akademie d. Wiſſ. zu 
Münden, fo wie mehrerer andern gelehrten Geſellſchaften korrespond. Mitglied. 


Erſter Band. 
Mechanik des Atoms. 


Mit einer Figuren-Tafel. 





Berlin, 1836. - 
Bei Theod. Chr. Friedr. Ensslin. 
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Borrede 


— — — 


Der Verfaſſer übergiebt hiermit dem mathematiſchen 
Publiko ein „Lehrbuch der Mechanik“ in drei Bänden, 
welched er zunäcft für feine Zuhörer, dann’ aber. in’ 
Defondere auch für Selbftlernende audgearbeitet hat, 
Der erfte Band enthält neben den nöthigften Lehren der 
„Differenzial; und Integral⸗Rechnung“ und der „höhern 
Geometrie‘ noch die gefammte „Mechanik des Atomd;“ 
der zweite Band die gefammte „Statik feſter Körper,“ 
und der dritte die gefammte ‚Dynamik fefter Körper” 
und dad Wiſſenswürdigſte aus der „Hydroſtatik“ und 
„Hydraulik.“ Dad Ganze fließt fih an die eben; 
falld in drei Bänden erfchienene ‚Elementar: Mathema: 
tik“ an. | 
In fo ferne der Verfaffer im Vortrage oft dad Wort 
„Atom“ gebraucht, muß er hier in der Borrede die ato⸗ 
- miſtiſche Anfiht der Natur ausdrücklich ald eine ſolche 
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bezeichnen, der er ſelbſt nicht zugethan iſt. Es hat den 
Verfaſſer bloß bequem geſchienen: 1) dad, was mar 
häufig einen angegriffenen oder bewegten Punkt nennt 
nit dem Namen „Atom“ zu belegen, und 2) in ber 
Anwendungen der Mathematit auf Phyſik Calfo aud 
auf Technik) die Materie ald ein Aggregat folder 
Atome fih zu denken. Dieſe Einrihtung wird dem 
Atomiften genügen und findet hoffentlih aud bei dem 
Dynamifer feinen Anftoß, da fie nicht daran hindert, 
die Materie ald ftetig und den Atom noch beliebig ſich 
zu denken. Ueberdied wird von Zeit zu Zeit (wie z. B. 
in der vorliegenden Abtheilung „Mechanik des Atoms“ 
im vierten Kapitel) noch befonderd nachgewieſen, wie 
‚diefelben Refultate, welche durch anfcheinend atomiftifche 
Betrachtungen erhalten worden find, auch auf anderen 
Wegen erhalten werden, bei denen felbft nicht die ent⸗ 
ferntefte Spur von Atomiſtik zu bemerken ift. 
Derfelde Zweck, nämlich die größte Bequemlichkeit 
im Bortrage zu erreichen ohne die Gründlichkeit fahren 
Iaffen zu müffen, ift auch die Urfache gewefen, daß der 
Berfaffer zugleih mit dem Worte „Atom“ das Wort 
„Unendlich⸗kleiner Zuwachs“ gebrauht, und fogar- im 
zweiten Kapitel der Abtheilung „Analyſis“ die „Lehre von 
den unendlich: Heinen Zuwachſen“ befonder® vorgetragen 
bat, So viele Lefer er vielleicht dadurch befriedigen 
mag, eben fo viele, und darunter der Verfaſſer felber, 
würden über dieſe (fcheinbare) „Rückkehr zur Barbarei 
einer veralteten. Philofophie, die am Erftarrten und Leb⸗ 
loſen ihre Freude hatte,“ mit einigem Rechte ſich erei⸗ 
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fern, — men ee eben nicht bloß fo fihiene,- federn 
wirklich fo wäre. 

"Der zweite Band wird zur näaͤchſten Oftermeife die 
Preffe verlaffen. Der Verfaffer hat in ihm den- Lehren 
der geſammten Statik feiter Körper Poinſot's ſchöne 
„theorie des couples“ zu Grunde ‚gelegt; dadurch aber 
gewiſſermaaßen fih mit Poiffon in Gegenſatz geftellt, 
welcher auch in der neuen Auflage feiner „Mecanique“ 
biefe einfache Lehre Feines Blikkes würdigt, ſondern ben 
Altern :fchleppenbern Bang beibehält. Poinſot's Lehre 
wird in Deutichlend: buld allgemeinern. Eingang finden, 
während fie in Frankreich. feit dreißig Jahren fait nur 
durch ihren Urheber allein gehalten zu werden fheint. 

Unter den übrigen Gegenſtänden, welche dem Leſer 
gefallen oder mißfallen werden, bebt der Verfaffer nur 
noch den Beweis des ‚Prinzips der virtuellen Geſchwin⸗ 
digfeiten” hervor, der dem Verfaffer eben fo einfach als 
allgemein zu feyn ſcheint, und ſich über feſte, lofe, flüſ⸗ 
fige und luftförmige Körper gleichmäßig bündig erſtrekkt. 
Der ganze Vortrag ſtützt fi) dabei auf die drei Ariome 
(I. Th. Med. 5. 10.), wo man zwei Kräfte 1) in einer 
und derſelben Richtung, 2) in genau entgegengeſetzter, 
und 3).in Richtungen, welche auf einander ſenkrecht ſte⸗ 
ben, gleichzeitig wirken läßt, und dabei die Reſultate po⸗ 
fiulirt. — Daß die Natur: Kräfte dieſen Poſtulaten 
genügen, muß phyſikaliſch bewieſen werden, nam: 
ih fo: 

In einem mathematifchen Vortrage it ed 3 erlaubt, 
Definitionen feflzuftellen, welche, genau genommen, 


vi, Vorrede. 


abſtrahirte Natur-Geſetze find. Der Verfaſſer hat es 
unter andern auch mit dem Begriff der „Maſſe“ ſo ge⸗ 


macht. An den Anwendungen der daraus gefolger⸗ 


ten Lehren auf die Natur, muß die Uebereinſtimmung 
aller Refultate mit den Beobachtungen und Erfahrun⸗ 
gen, den phyſikaliſchen Beweis liefern, daß die Na; 
tur diefer Definition folgt, d. h. daß die Deftnition wird 
lich ein richtiged Natur-Geſetz ausfpricht. ‚Gerade durch 
dieſes Berfahren leiftet die Mathematik der Phyſik und 
der. Natur: Dhilofophie (wenn letztere fo befcheiden wer: 
den will, um Davon Gebrauch zu machen), bie wichtig: 
ſten Dienfte,, deren Unentbehrlichfeit nachgernde, in der 
Phyſik wenigſtens, immer r mehr und allgemeiner aner⸗ 
kannt wird. 

Wenn der Verfaſſer bei manchen Anwendungen in 
ger: verweilt, fo möge ber geneigte Leſer, dem dieſes 
mißfallen follte, bevenfen, daß ein ſolches ‚Lehrbuch 
ſo manche Pflichten auf ſich hat, an die der Verfaſſer 
als Lehrer mehr erinnert wird, als vielleicht gerade der 
Leſer. Das Lehrbuch ſoll Vielen nützlich ſeyn, dem 
im Kalkul weniger Geübten, wie dem Geübtern, Dem 
Architekten wie dem Soldaten, dem Phyſiker wie dem 
Aftronomen; ja es foll dem Ungeübtern Gelegenheit ges 
ben, fih: in den frühern Lehren zu erfräftigen und zu 
ſtärken; es foll’ das augenblidliche Bedürfniß befriedigen, 
und zu ‚den tiefern und tiefften Studien vorbereiten. 
Seder Anfänger kann zunächft unter den verfchiedenen 
Anwendungen eine Auswahl treffen; Viele werben fich 
vielleiht an ‚allen. verfuchen und ergößen. . 
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Bei den Anwendungen auf Rollen, RolleyZüge und 
Slafhen- Züge, u; dgl, wird man, hie und, Da einen von dein 
gewöhnlichen etwas abweichenden Mang. und vielleicht auch 
etwas abweichende Reſultate finden. Der Unterſchied in 
Ziffern⸗Rechnungen iſt meiſt ſehr gering; die. Vormeln 
ſelbſt aber hat der Verfaſſer fo ſtellen müſſen, um richt 
mit Vorbergegangenem in Wiperfprud.äu. ‚gerathen, | 

Enndlich entſchuldigt fi der Berfafler im Voraus, 
wenn der Eine oder der Andere feiner geneigten Lefer 
das befondere Sach, welches für ihn gerade Intereſſe 


bat, nicht erfchöpfend genug behandelt findet, namentlich 


menn der Artillerift Feine Balliſtik, fondern nur balliſti⸗ 
fhe Aufgaben, der Aftronom feine Mechanif des Him: 
meld, fondern nur Die wichtigften und einfachiten Auf: 
gaben Daraus, ber Phyſiker Feine vollftändige mathema⸗ 


tifche Theorie der Wärme und des Lichts, auch Feine ſpe⸗ 
ziellen Unterfuchungen über die Eriftenz oder Nicht: Eri:, 


ftenz einer fpezififhden Schwere, fonbern nur da: 
bin einfchlagende allgemeine Lehren, 3. B, die allge 
meine Bewegungd:Xehre, wonach ji auch Licht und 


Wärme richten, oder eine vollftändigere allgemeine Theo⸗ 


rie des Pendel u. dgl. m. vorfindet. — Wer bloß nad 


allgemeiner Bildung firebt, der wird, fo hofft der Ber: 


faffer mit einiger Zuverficht, hier feine Befriedigung fin; 
den; wer aber mehr will, der muß fih an Monogra: 
phien halten, welche dann ihrerfeits wieder den größ- 
ten Theil der hier entwilfelten Lehren vorausſetzen, da: 
ber unfer „Lehrbuch der Mechanik‘ nicht überflüffig 
machen. 
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Die Mängel endlich überhaupt, welche jedes ſolche 
Werk audı ‚hei. ber größten Gewiſſenhaftigkeit und Gorg- 
falt immer haben wird, werben  wenigftend Diejenigen 
Leſer freundlich, und gerne entſchuldigen, welche die ents 
gegenftehenden Schwierigkeiten mehr oder weniger aus 
eigener Erfahrung kennen gelernt haben. | 

Berlin, im April 1836. 


M. Ohm. 





— des erſten Bandes. 





A Höhere Anatpfie. . 


ihre Kapitel. Gefege und allgemeiner Zweck des Differen⸗ 
zirens (S. 1. — 8. 19.). 

6.1. Veränderliche. Konſtante. 

5. 2. Erplicite, implicite Funktion. - 

6.3. Entwikkelt, verwikkelt gegebene Zunktion. . 

$. 4. .Hat man „Gleichungen zwiſchen m Buchſtaben, fo find. je. u ber . 
m Buchftaben Zunktionen der m— „ übrigen. 

65.5.6. Beseihnung der Funktionen, und defien, was aus ihnen wird, 

wenn ſtatt der Veränderlichen andere Werthe gefetst werden. 

6.7. (©) Der Taplor’fche Lehrſatz. DifferensialsKaeffisienten. 

u 
Die Differenpial ⸗ Koeffiienten der einfachfien Sunftionen anöges 


" yerthet 

$. 9. Gormeln, durch welche die Differengial s Koeffirienten der aus 9 Ur 
und (nad) x) Eonflanten A, B durch die 4 erfieren (elementaren) Dpes 
rationen zuſammengeſetzten Funktionen, auf die der einfachern Funk⸗ 
tionen 9,, 9, ſelbſt gurückgeführt werden. 

6. 10. Der Taplor' ſche Lehrfag für 2 Veränderliche (O, für 3 Verän⸗ 
derliche (Z) und für mehr Veränderliche. Bezeichnung der dazu nö⸗ 
thigen DifferensialsKoeffiienten, welche auch Parzial⸗Differenzial⸗ 
Koeffizienten genannt werden. 

6. 11. Allgemeinere Formeln, in welchen die des ($. 9.) 'als beſondere 
Säle ſtekken, durch welche bie Differensials Koeffisienten der beliebig 
uſammengeſetzteren Funktionen auf bie DifferensialsKoeffijienten ihrer 
(einfachern) Beftandtheile zurückgebracht werben. 

6.12. Neue, neben ($. 9.) exiſtirende fpezielle Fälle. 

6.13. Einige Relationen aus ber Analyſis des Endlichen. Darunter die 

1 1 14 
Definitisnen son a u KM 

6. 14. Die Difterensials Koeffisienten ber trigonometrifchen. Sunktionen. 

6. 15. Auffindung der Differensials Koeffiiienten verwikkelt gegebener Funk⸗ 
tionen. Differenzials Oleichungen. Totale, parsiale Gleichungen. 


x Inhalts⸗Verzeichniß. 


5. 16. Das Uebertragen der Unabhängigkeit von einem Veränderlichen auf 
einen andern, in gegebenen Differenzial-Ausdrücken. 

F. 17. Elimination eines Veränderlichen, veof feinen Difierenzial» Koef⸗ 
fiiienten. 

6. 18. Diefelbe, wenn von dem zu eliminirenden sBeränberlichen feine 

- Differengials Koeffisienten vorlommen, fondern alle vorfonmenden Difs 
ferenzial» Koeffisienten nad ihm genommen find. 

6. 19. Der Maelaurin'ſche Lehrfag. 


Zweites Kapitel. Vom Unendlich: Kleinen und von den’ Vers 
hältniffen der unendlich: Efeinen Zuwachſe zweier oder mehrerer 
von einander abhängigen Veraͤnderlichen (8. 20. — 8§. 26.). 


$. 20. Begriffe des Größern und Kleinern, des Unendlich⸗Kleinen, und 
Solgerungen daraus. 

6. 21. Beftimmung des DBerhältniffes der Zumachfe dx und de 

$. 22. Beſtimmung des Verhältniffes der Zumachfe dx, 7 di; Parnial⸗ 
Zuwachſe; Parsials Differenzial⸗Koeffitienten. 

$. 23. Wenn f eine Funktion dreier Beränderlichen ift. 

6. 24. Erfie, zweite, dritte Differenzialien; T. wenn dx eonfant if: IE 
menn dx felbft ‘wieder vetänberlich ift; M. Erklärung biefer- Rebens⸗ 
arten. 

6.25. Daſſelbe, wenn f Funktion zweier Veränderlichen iſt. 

26. Vergleichung ber verſchiedenen Zeichen. Der Taylor’ ſche gi 
for in den Zeichen der Infinitelimal;- Rechnung. 


Drittes Kapitel. Integrats Rechnung. Quadratuven bee ter 
‘  gration der entroiffelt gegebenen Zunftionen $- 27. —8. 33). 


§. 27. Begriff des Integrals. 1. Aldi), =: 1. Sy) dry,” 
$. 28. Allgemeine Sntegrals Formel durch die Taylor ſche oder Mae⸗ 
laurin’fche Reihe. 

6. 29. Beſonderes, allgemeines Jůtehtal. 
$. 30. Allgenteine Integral Formeln für 1. Arpzs I. ‚Px y,; II. ER 
und IV. [p,-dx = fp,-dx,.dı. 

6. 31. Drei und zwanzig ſpezielle Integral⸗Formeln. 
$. 32. Integration I. der ganzen, IL ber gebrochenen rationalen, III. der ir⸗ 

rationalen Sunfktionen, A) wenn Va-H-bx-r-cx? vorfommt; B) wenn 


n ur . . D, . 2 
 " Varbx vorfommt; ©) wenn VC+=) vorkommt; D) wenn zei 


ſolche Wurzeln Ya-r-bx-+cx? und tat vorlommen. Eis 
- "Liptifhe Tranfcendenten. 
IV. Leichte Zurücführungen auf die Form SL,- Ayzıdx —** 
V. Integration der trigonometriſchen Funktionen durch Zerlegung, 
VI Theilweiſe Integration gegebener Zunktionen 'L,, indem man ſie 
als ein, Produkt 1-E, ſich dent. on 





⸗ 


Inhalts ⸗ Verzeichniß. 'xr 


. VO. Rebuktions⸗Formeln, weiche man durch theilmeife Integration 
erhält. 
$. 33 integration durch unendliche Reihen. 
Anhang. Zerlegung ber ächt gebrochenen Funktionen in ihre Par- 


sials Brüche. | 
Viertes Kapitel. Fortſetzung der Jtegral Rechnung. Bon 
:den beftimmten Sntegralen ($- 34. — 8. 41.). . 


>$. 34. Wann fängt das Integral mitx=.a an, wann hört e8 mit x—=b 


auf? Beſtimmtes integral. 
$. 35. Jedes beſtimmte Integral von y, nach x, it eine Summe von 


unendlich vielen, unendlich Fleinen Produften von. der Form y-dx, 
ober — 


$. 36. Näherungs- Berechnung beſtimmter Integrale. 

$. 37. Theilweiſe Integration, und Integration durch Subſtitutidn unter 
der Vorausſetzung, daß die Werthe der Weränderlichen, mit denen die 
Integrale anfangen follen, gegeben find. 

$. 38. Differenzüiren unter deni Integral Zeichen. 

$. 39. Werthe von dreißig beflimmten Integralen. 

$. 40. Einige allgemeine Säge von befiimmten Integralen. 

$. 41. Der Taylor’fche und der Maclaurin’fce Lehrſatz mit den Cr 
‚ gänzungs Bliedern. 


Sünftes Kapitel. Fortfegung der Integral: Rechnung. . Sintes 
gration. der Differenzial; Sunktionen ı und der Differenglal: Glei⸗ 
chungen ($. 42.— 8. 53.). 

6. 42. Begriff der Differenzials Funktion. 


. 
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.6. 43. Integration einer Differenzial -Zunftion. 


44. Bedingungss Gleichungen der Iutegrabilität. 
45. Integrirender Faktor. 


chung. Bartikuläres (beſonderes) Integral. 

47. Was ein ſingulärer Werth iſt. > 

48. Allgemeine Sntegrationd s Formeln für Difereinial- Gleichungen von 
beliebiger Ordnung. 

49. A. Direkte integration einer Differenzials Gleichung. B. Wenn. 
die Veränderlichen getrennt find. C. integration mittelſt des inte: 
grirenden Faktors. 


$. 
$. 
6. 46. Definition des allgemeinen Integrals einer Differenzinls Glei- 
$. 
$. 
$. 


. $. 50. integration der lineären Gleichungen. 


$. 51. Einführung neuer Veränderlichen, um verwikkeltere Gleichungen 
in einfachere und folche zu verwandeln, deren integration man durch⸗ 
ſetzen kann‘ 

$. 52. Einführung neuer Veränderlicher in der Abſicht, die gegebene Dif 
ferenzials Gleichung in zwei Gleichungen zu serfällen, deren jede für 
fich integrirt werden Tann. 


m 
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6. 53. Integration mehrerer Differemial⸗ Gleichungen milden mehreren 
unbelannten Funktionen. 


Schfes Kapitel. Variations⸗ Rechnung ($- 54. 5 56.). 


6. 54. Bezeichnung und Benennung. 

$. 55. Beſtimmung ber erſten und zweiten Wariations Koelfuienten öf, 
of für gegebene Fälle. 

$.56. Vom Größten und Kleinfen. 


B., Hdh ere Geometrie. 


Erſtes Kapitel. Von den Projektionen, Koordinaten und von 
der Verwandlung dieſer letztern ($. 1. — 8. 3.). 


6.1. Bon den Projektionen eines Punktes, oder einer Linie auf eine 
Linie und Ebene (.— IL); von den Koordinaten Werthen in der 
Ebene und im Raume; Ausdrud der Winkel, welche eine gerade Li⸗ 
nie mit den Aren macht, in die Koordinatens Werthe zweier Punkte 
Diefer Geraden (IV. — V.); Ausdruc der Entfernung zweier Punkte, 
und des Winkels 3, welchen zwei Linien unter fich machen, in die 
Winkel, welche diefe beiden Linien mit den Aren machen (VL—VIL.): 

6..2. Projektionen einer Zigur auf eine Ebene (I. IL); Sätze diefer Pros 
jettionen ebener Figuren (II. — IV.). 

6.3. Verwandlung der Koordinaten in “andere rechtwinkliche (IL. —IV) 
und in PolarsKoordinaten, in der Ebene und im Raume (V.—VII.). 


Zweites Kapttel. - Wie Linien in einer Ebene durch Gfeichungen 
zwiſchen den Koorbinatens Werthen eines beliebigen chrer Punkte 
ausgedruͤckt werden (8S. 4. — 8. 9.) 


6. 4. Von den geraden Linien (I. II.); Parallele, ſenkrechte Linien qu. ); 
Durchſchnitts⸗Punkt, Winkel zweier Geraden (IV.); Länge eines Los 
thes (V.); Gleichung der Geraden in Polar Koordinaten (VI). 

$. 5. Bon den krummen Linien im Allgemeinen. 

$. 6. Rektifikation und Quadratur der ebenen Kurven. - 

$. 7. Berührungen und Dfenlationen ber ebenen Kurven: (1). Gerablinige 
Tangenten und Normale (II.); Krümmungs Kreis cin. )5 berührende 
Kreiſe (IV.). 

$. 8. Bon den Kegelſchnitten in's Beſondere. 

$. 9. Bon den Cyeloiden. 

Anhang. Don den Evolvenden und den Evoluten. 


Drittes Kapitel. Wie Flächen und Linien im Raume durch Gleis 
chungen ausgedruͤckt werden ($. 10. — 8. 17.). 
6. 10. Eintheilung der Flächen; Grundſchnitte derſelben. 
§. 11. Gleichung der Ebene; parallele Ebenen. ' 
$. 12. Gleichungen der geraden Linie im Naume; wenn fie fenkrecht ſteht 
auf einer Ebene; parallele Linien; Beſtimmung ber Winel— unter de⸗ 
nen ſie ſich ſchneiden. 
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6. 13. Gleichung der Kugel, des Kreiſes im Raume. 
$. 14. Gleichungen ber berührenden Ebene, ber berũhrenden Kugel, der 
Normale. 
$. 15. Inhalt der krummen Flache; bes durch ſie ie begrenzten Körpers. 
$. 16. Bon den Linien doppelter Ktümmung. 
§. 17. Ron den Slächen der zweiten Orbnung. 


C. Mechanit, oder Statif und Dynamik. 


Erſter Theil. 
Von der Bewegung und dem Gleichgewicht eines Atoms. 


Erſtes Kapitel. Von der Bewegung eines Atoms in ihrer Er⸗ 
ſcheinung (S. 1.—$.5.). 

6. 1. Bewegung. Ruhe. Zeit. Bahn, Weg oder Raum. Gleichförmige oder 
tonftante Bewegung. Weränderliche Bewegung. 

$. 2. Zeit t, dt, Raum s, ds find unbenannte Zahlen, welche fh bezüg⸗ 
lich auf die Sekunde und den Fuß als Einheiten beziehen; dt, de 
find unendlich⸗klein und fangen an, unmittelbar wenn t und s auf 

. hören. 

6.3. Der in der Zeit dt befchriebene Raum ds, in einer Bewegung, de 
en Gefeg durch eine Gleichung zwiſchen s und t gegeben iſt, wird aus 
der Gleichung ds = ds,-dt gefunden, wo ds, der Differensials Koeffis 
jient von s nach t ift, und nach befiehenden Regeln gefunden mirb. 


8. 4. Diefer Koeffisient ds,, ober der Werth von ze de 5 bekimmt die Ge⸗ 


ſchwindigkeit. 
Anmerk. Die Geſchwindigkeit == zeigt Ruhe an. 

6. 5. Wenn eine Gleichung zwiſchen der Zeit. t, der Geſchwindigkeit v und 
dem Raume a gegeben ift, oder eine Gleichung swifchen zweien dieſer 
3 Größen, fo ift dadurch das Gefek der Bewegung gegeben, indem 
man flatt v feinen Werth ds, in s fett, und die gegebene Gleichung 
(smifchen =, ds, und t) integrirt, zuletzt aber die Konfante dem zu ir⸗ 
gend einer befiimmten Zeit t gehörigen beftimmten und bekannten Werth 
son s gemäß befiimmt. Spezielle Zälle: A. konſtante Bewegung, 
B. gleihförmig beſchle unigte oder gleichförmig verzögerte 
Bewegung. 

Anmerk. 1. Alles in dieſem Kapitel (3. — 8.9.) entwiftelte gilt, 
die Bewegung mag geradlinig oder krummlinig fepn. 
Anmerk. 2. Die Räume s müffen nicht mit t zugleich anfangen. _ 


Zweites Kapitel. Bon den Urfachen der Bewegung eines Atoms. 
Zufammenfeßung und Zerlegung dee Kräfte ($. 6: — 8. 17.b.). 
6. Kraft definirt. 


8. 
6.7. Richtung, Größe der Kroft definirt. | 
$. 8. Wenn mehrere Kräfte in entferntern Zeiträumen. nach einander auf 


— 
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den Atom wirken, fo ensfeht ein Aggregat eintelner geradliniger Be⸗ 

wegungen, deren Geſammtbahn eine einzige gerade Linie, auch eine 

gebrochene Linie ſeyn kann, und wo die einzelnen Bewegungen noth⸗ 
wendig konſtant ſind. | 

6.9. Wenn Kräfte fertig (ohne mertliche Zwifchenzeit) hinter einander 

auf den Atom wirfen, fo entfieht geradlinige veränderliche, oder krumm⸗ 

linige Tonftante, oder Erummlinige veränderliche Bewegung. — Diefe 
ſtetig wirkenden Kräfte beißen befchleunigende Kräfte zum Unters 
fchied von den nur augenblidlich wirkenden. 

$. 10. Bon den Kräften wird pofulirr: 

L Wirken a und b gleichzeitig in derfelben Richtung, fo if ihre Wir- 
fung identifh mit der Wirkung der Kraft a+-b. | 

II. Wirken diefelben gleichzeitig in gerade entgegengefegter Richtung, 
fo if ihre Wirkung identifch mit der Kraft a—b. 

TIL Wirfen diefelben a und b gleichzeitig in Richtungen, die auf eins 
ander ſenkrecht ſtehen, fo if ihre Wirkung in Bezug auf Entfers 
nung des Atoms von diefen Nichtungen biefelbe, mie wenn jebe eins 
zeln wirkte, ohne Mitwirkung der andern. 

6. 11. J. U. Einführung der Begriffe von negativer Geſchwindigkeit 
und negativer Kraft, um die Fälle (I. und IL des $. 10.) unter 
eine und diefelbe Sorm der Rechnung zu bringen. TIL. Die Bewegung 
in (III. des $. 10.) if konſtant und geradlinig, wie wenn eine einzige 
Kraft gewirkt hätte, der Größe und Richtung nach die Diagonale des 
Rechtecks, von welchem a und b die Seiten find. IV. Zerlegung einer 
Kraft in diefe (rechtwinklicht auf einander fichenden) Seitens Kräfte. 

. 12. Zwei unter beliebigem Winkel gleichzeitig auf einen Atom wirkende 
Kräfte in eine einzige vereinigt. 

‚13%. Kräften: Parallelogramm. Zufammenfegung, Zerlegung der Kräfte. 

. 14. Eine beliebige Zahl n son Kräften, deren Richtungen in einer und 
derfelben Ebene liegen und die einen Atom O gleichzeitig angreifen, 

"in eine einzige Kraft vereinigt. 

‚15. I. Drei Kräfte, welche im Raume in brei auf einander ſenkrech⸗ 
ten Richtungen einen Atom O gleichzeitig angreifen, in eine einzige 
gereinigt. II. Die umgefehrte Aufgabe. 

$. 16. - Drei. auf einander fenkrecht wirkende Kräfte in drei andere umges 

wandelt, die wieder auf einander fenfrecht fiehen. 

$. 17. Beliebig viel Kräfte im Raume, welche einen Atom O gleichzeitig 

angreifen, in eine einzige Kraft vereinigt. 

$. 17.b. Kräften» Parallelepipedum. 

Drittes Kapitel. Vom Gleichgewicht der Kräfte, welche einen 

Atom angreifen. 

Erfie Abtheilung. Bedingungs⸗ Gleichungen des Gleichgewichts eines 

Atoms ($. 18. — $. 24.). | 

6. 18. Begriff des Gleichgewichts. 

6. 19. Gleichgewicht: 1. zwiſchen 2, II. wiſchen 3; II. zwiſchen n Kräften 

im Allgemeinen. 
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6: 20. Bleichgewicht iſt zwiſchen m Kräften, wenn 1) Z(P-coie) = 6; 
2) Z(P-cosß) =0; 3) Z(P-eosy) = 0. 

$. 21. Diefe Gleichungen reduziren fich auf 1) Z(Prcose)=0, 2) Z{P-cosg)=0, 
‚wenn die Kräfte alle in einer Ebene liegen, und in diefer Ebene bie 
Axen OX, OY. 

$: 22. Gleichgewicht zwiſchen n Kräften und einer Fläche L=b, auf 
welcher der Atom zu bleiben gezwungen iſt. 

$. 23. Gleichgewicht eines Atome, der auf der duch L= 0 und L’=0 
gegebenen Linie zu bleiben gesungen ift. 

$. 24. Recapitulation der ($$. 20. —23.). 


Zweite Abtheilung Won den Umformungen der dggpu /ber 
chungen des Gleichgewichts eines Aroma ($. 25. — 6. 30 


$. 25. Es if um Gleichgewicht eines Atoms nofhmendig and ausreis 
chend, wenn Z(P-cos«) = 0, Z(P.cosa’) = 0 und .Z(P-cosa’’) = 0, 
109 a, a’, a’ auf 3 beliebige (nicht. gerade auf einander fenfrechte) 
Linien ſich besiehen. 

6.26. Daſſelbe, wenn bie Kräfte alle in einer und berfelben Ebedte liegen. 

6. 27. Prineip der virruellen Gefchwindigfeiten für einen angegriffenen 
Atom, geometriſch. 

$. 28. Daſſelbe in Differenzial⸗Rechnungsform. 

§. 29. Daſſelbe durch Variations⸗Rechnung, ohne Zuziehung des Unend⸗ 

lich⸗Kleinen. 

& 30. Statiſches Moment. Momenten⸗Gleichungen für das Gleichgewicht. 


Viertes Kapitel. Theorie der freien geradlinigen Bewegung ei⸗ 
nes Atoms (8. 31.— 8. 34.). 


$. 31. Jede fletig wirkende Kraft, wenn fie in einer endlichen Zeit eine 
endliche Sefchwindigkeit bervorbringt, ift unendlich» lein und mit de. 
proportional; und wenn folche durch p-dt ausgedrikft wird, fo if @ 
die Gefchwindigkeit, welche in einer Sekunde durch ſtetig wiederholte 

- Wirkung derſelben Kraft erzeugt wird. 

$. 32. Eine Kraft p-dt, wenn » eine Funktion von t ober konſtant if, 
bringt nady t Sekunden fortgeſetzter ſtetiger Wirkung, die Geſchwin⸗ 
digkeit v = Sp dt hervor. 

- 6.33. Die beiden Gleichungen der gerablinigen Bewegungen find daher » 
I. 8, =v; IL &3,= 9, und fie‘ bilden die vollftändige Theorie der 
geradlinigen Bewegung: 

Beifpiel. Anmerk. Freier Fall. Zur Fallhöhe h gehörige Gefchwindigkeit. 
$. 34. Klaffififation der Beiſpiele nach den anzuwendenden Integrations⸗ 
Methoden. 
Anhang. Dieſelbe Theorie der freien geradlinigen Bewegung ohne * 
Susiehung des Unendlich Kleinen (NN. J. — V.). 


Zünftes Kapitel. Krummlinige Bewegung eines Atoms. 


Erſter Abfchnitt. Allgemeine Gefege für die brei Haupt Arten ber 
Frummlinigen Bewegung ($. 35. — $. 39.). oo 


T 
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63. 1 Bugelchnungen. I. Geiten⸗ Geſchwindigkeiten. HL Die ſetig 
wirkenden Kräfte find X-dt, Y-dt, Z. dit. 

6. 36. 3x, By, de find.die Seitens Befchwinbigfeiten; de = v} analys 
tifche Formeln für Kurven. 

6..37. Die drei Gleichungen der frummlinigen Bewegung. (L); im Sale 
der freien Bewegung (II.); der Bewegung auf einer Flache (UL); der 
Bewegung in einer gegebenen Kurve (IV.); Gemeinfchaftliches in allen 
3 Sällen (V.). . 

$. 38. Gemeinfchaftliches Integral in allen 3 Kälen: ' 
v’= 2. (X-ds+-Y-dy-+2d2).dti. Gemeinfchaftliche Differ 
renzials Gleichung B?s == p = X -cosa-tY -cosß-+ Arcosy. 

$. 39. Solgerungen aus biefem gemeinfchaftlichen Integral. 

Zweiter Abfchnitt. Freie krumml. Beweg. in's Befondere ($.40,—$.44.). 

$. 40. Die drei Integrale „-&x—x-y—=fNX-y—Y-x).di, x. 18. 

8. 41. Der einfachere Fall in einer Ebene. “Integrale. Umformung diefer 
letztern mittelſt Polar⸗Koordinaten. WinkelsGefchwindigkeit (IV). Das 
eine diefer Integrale giebt den zu dt gehörigen Bogen; das andere den 


Sektor. 
$. 42. Central⸗Bewegung in der Ebene (L); im im Förperlichen Raume bes 


trachtet (ML). - 
$. 43. Gpesielle Eentrals Bewegung, wo die Kraft eine Funktion bloß ber 


Entfernung r vom Centro der Bewegung if. 
$. 44. Gleichungen der freien Bewegung, wenn ber Anfangs- Punkt der 
Koordinaten felber in Bewegung if. 
Dritter Abfchnitt. Bewegung auf einer gegebenen Fläche und in bes 
ſtimmt vorgefchriebener Bahn ($. 45.— 9.48). 
5.45. Bewegung in einer Fläche. Beſtimmung des Druckes der Fläche. 
Bewegung auf einer Ebene. 
6. 46. Bewegung in einer Linie. Beſtimmung des Druces der Größe und 
Richtung nad). 
6. 47. Bewegung in einer ebenen Kurve. 
6. 48. Bon der Eentrifugals Kraft. 
. Vierter Abfchnite. DVerfchiedene Vchungs-Ainfgaben zur Lehre der rum 
linigen Bewegung ($. 49. — $. 51.). 
$. 49. Zur Bewegung der Himmelskörger. 
$. 50. Zur Ballikik. 
$. 51. Pendels Bewegung. 
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Böen Analyfis 


Erſtes Kapitel. 
Befege und allgemeinfter Zwea des Differeniirens. 


.. . %,- . 1. . 8 21 ‘ N b) 


Men Ausbruͤcke a,x,b,y,:c. noch feine. SeRimmter Zifern⸗ 
Werthe angenommen haben, ſondern noch ganz unbeſtimmt (all⸗ 
gemein) gedacht find, fo, werden ſlerveraͤnderliche (variable) 
genannt. — Beftändige, unveraͤnderliche (Eonflante) hei⸗ 
fen fie, fo.Iange man ſich bei ihnen einen völlig beſtimmten 
Werth denkt, ber unoeränbert derſelbe bleiben: tl 


6. 2. 

Menn der Werth eines Ausdrucks f von den veränberlichen 
Werthen der- Ausdrücke a,x,b,y,2C. abhängig ift, fo. wird. & eine 
Funktion dieſer letztern Veraͤnderlichen genannt, und dieſer 
Ausdruck f ift (in der Regel) dann ſelbſt ein Veraͤnderlicher. 
— Beſteht dieſe Abhängigfeit des. Ausdrucks f von a,x,b.y,:c. 
darin, daß f unmittelbar aus a,x,b,y,2c. zufammengefegt ift, ſo 
fagt man: „dieſe leßtern Weränderlichen ax,b,y,2c. fommen in 
dem Ausdruck f erplicit (unmittelbar) vor,’ und £ felbft 
wird dann eine erplicite (unmittelbare) Funktion von 
a,x;b,y‚2c. genant. — Iſt aber f bloß eine unmittelbare Zu⸗ 
fammenfegung, z. B. aus b,y,z,:c. allein, ohne a oder x zu 
enthalten, während jedoch z. B. y,22C. felber wieder Sunftionen 

[1*] 
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von a und x vorftellen, fo fagt man: „a und x fommen in 
f implicit (mittelbar) *) vor, und f heißt dann zmär 
immer noch eine erplicite Zunftion von b,y,z,2c., aber eine 
implicite (mittelbare) Funktion von a und x. 

Eben fo fann £ die Veränderlichen a und x erpl ici£ und 
implicit zugleich enthalten, wenn nämlich f eine explicite 
Zunftion von a,x,b,y‚z,. iſt, und b,y,z,:c. felber wieder Funk⸗ 
tionen von a und x vorſtellen. r 

Enthält aber f einen Veränderlichen x gar nicht, weder ex⸗ 
plicit noch implicit, fo fagt man: „f ſey nad) x konſtant. u 

Fr 3. * 

Eine explicite Funktion — der Ver duderũchen a,2,b,y,2,2c. kann 
entwifkelt, d. h. ſchon voͤllig hergeſtellt, oder verwikkelt, 
d. h. mittelſt einer Gleichung zwiſchen L,a,x,;b,y,z,2c. gegeben ſeyn, 
welche Ießtere erft noch nach f aufgelöft werden muß, um zuletzt 
f entwilleke gegehru zu haben. — Im erſtern Falle ſchreibt man 

-D): or, Keufanbysiıe. 
mo das Zeichen: zur’ Rechten ben, auf ax,b,yz,x. unfommenge- 
ſetzten Ausdruck vorſtellt, Der (ſelber nicht f enthält,- fondern) 
durch den einzigen Buchftaben: f. (mie -folcher zur Linken zu ſehen 
iſt) bloß bezeichnetimird. — Im andern Falle ſchreibt man, in: 
dem man ſich die Gleichung auf O gebracht denkt, z. B. 

2) TIe by;z,2c. *0, 
wo das Zeichen zur Linken einen durch 17 bejeichnieten Ausdruck 
vorſtellt, der’ aus La,x,b,y;z,2c. auf eine gegebene Weiſe explicit 
zuſammengeſetzt iſt (und der natürlich nicht noch 77 enthält). 

In beiden Faͤllen aber kann man die Gleichung (1.) ober 

(2.) zwiſchen ben Veraͤnderlichen ſ.a x,P,y, ⁊, sc, nach, jedem die: 
fer Derändertichen aufgeldſt ſi ſi ch benken/ und ans dieſem Ge⸗ 
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x*x) Wir gebrauchen hier PR Wort implieit im eineriandern Bedeu⸗ 
tung als die, gewöhnliche. — Gemöhnlich fagt man: eine Funktion f wäre 
implieit gegeben, wenn hier, wie im (8. 3.), geſagt wird, fie wäre ver⸗ 
wikkelt gegeben. Eben ſo wird oft erplieit oebraucht, — wo mir vo ent⸗ 
wittelt frac oa 


! ‘ 


x 


$. 4:5. 6. Geſetze des Differenzürens. | 5 
fichtäpunfte erfcheint dann jeber biefer Veränderlichen als eine ' 


(ermittelt gegebene, abet) erplicite Junktion der uͤbrigen. 


$. 4. 

Sind aber zwiſchen m folchen Veraͤnderlichen, m ſolche Glei⸗ 
chungen gegeben, fo erfcheinen je u von biefen m Veränderlichen 
alg (in der Kegel verwikkelt gegebene, aber) elle Funltionen 
der m—u übrigen Veraͤnderlichen. 


$. 5. 

Iſt f eine explicite Funktion mehrerer Beränderlichen 
a,x,b,y,2,2c., und ift fie deshalb durch faxn,y.z, 20. bezeichnet, fo 
iſt fie natürlich auch eine erplicite Funktion eined einzigen a, 
oder x, oder ıc. dieſer Veränderlichen, und in fo ferne wird bies 
felbe dann auch. bloß fo: 

fa, oder fx, oder ꝛc. 
geſchrieben. — Sie iſt aber dann auch zugleich eine explicite 
Sunftion von je zweien dieſer Veranderlichen, und in ſo ferne 
wird fie dann auch durch “ Ä 
fax; fd, xy, fays fh,y; IC. 
bezeichnet. U. ſ. we f. — Diefelbe Zunftion f fann a ober x, 
implicit oder erplicit und implicit zugleich enthalten, und dann 
wird fie, um Dies anzudeuten, fo gefchrieben: 
fa), oder fin). 
Und enthalt fie a und x zugleich bloß implicit, oder explicit und 
auch implicit, fo wird fie, will man Dies ſichtbar machen, ſo 
geſchrieben: 
| f(as), ‚oder: auch fü: 1606) 
U. ſ. w. f. J 
§. 6. 

Wird in einer Funktion ix flat x irgend etwas anderes ge: 
ſetzt, z. B. & oder x-+h, fo wird bag, was herauskommt, durch 
[f], oder. — 
bezeichnet; ſo oft aber keine Zweideutigkeit zu befuͤrchten u bloß 

durch 
3 oder Kun 


! 
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Desgleichen: Wird in einer Funktion fz,, flatt x etwas ans 
bered, 5. DB. @, ober x-+-h, und gu gleicher Zeit auch flatt y 
etwas anderes, 5. B. A, ober y-Hh gefeßt, fo bezeichnen wir, 
dag, was nun herauskommt, durch 

[orig oder durch erlernte 
So oft aber feine Zweideutigkeit zu befürchten iſt, ſchreiben wir 
auch bloß dafuͤr: 
fu,g Oder —. 
U. ſ. w.f. | 


. 7. 

I. Verſtehen wir unter f etwa bloß die Potenz x”, fo wird 
fzın bie Potenz (x-+-h)” vorftellen. Dan bat alfo unter die: 
fer Vorausfegung nicht bloß 

1) =", fondern quch «pa = (x-+h)", 
“ alfo nad) dem binomifchen Eehrfage: 
2) Gummi. a, J— 
m(m—1]1)(m— 2), 
1-2°.3 
oder, wenn wir anders fchreiben *): 


—R . 


. h- 2 
3) Kam pm". phmem — yet 


1 > 3 
nam dr... . 


. Beobachten wir biefen Ausdruck zur Rechten aufmerffamer, fo 
finden wir: „jeder folgende Koeffizient der verfchiebenen Poten- 
„zen von h (mit denen wir ihre Nenner innigft verbunden an 
„fehen) wird gefunden, wenn wir ben nächfivorhergehenden 
nKoeffigienten mit dem Erponenten der Potenz von x multipli- 
„ziren und dann 1 vom Erponenten fubtrahiren, mährend dag 
„allererfte Glied x" die Sunftion fx ſelbſt iſt.“ 


*) Wir ſchreiben allemal n! flatt des Produkts 1.2.3...n, fo daß 
4! das Produkt 1-2-3-4, eben fo 2! das Produkt 1-2 bedeutet, während 
man, der Gleichförmigkeit wegen, unter 1} bloß 1 verfieht. 


/ 
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:Begeichnen wir num das, was mit jebem dieſer Koeffizienten 
(nach vorſtehender Regel) vorgenommen werden ſoll, um den 
naͤchſtfolgenden Koeffizienten zu geben, dadurch, daß wir dieſem 
vorhergehenden Koeffizienten ein (rundes) d vorſetzen, fo wird 
derfelbe binomifche kLehrſatz (3.) auch noch dieſe Form 


'4) .n= f, -+-Hf, Bi. * -+-9°%, te 
annehmen, wenn wir, ber Bequmilihte wegen, noch 

6) OR ſtatt I) 

6) def. ſtatt DO) 


u. f to. f. ſchreiben. 

1. Verſtehen wie unter fx bie Summe - folcher Potenp 
Ausdruͤcke. AxB · x 0. ee, 
fo finden wir farm durch denſelben binomiſchen Lehrſatz. Und 
mittelft der analogen Betrachtung finden wir noch, daß bie 
Gleichung (I. 4.) auch jet noch gilt, wenn wir nur mit dem 
(runden) 8 (dem fx oder irgend einem der übrigen Roeffizien⸗ 
ten vorgeſetzt) das Verfahren bezeichnen, welches mit dem aller⸗ 
erften Gliede fx vorgenommen werden muß, um ben Koeffisien- 
ten. von h! (der für fxrn gefundenen Entwiffelung) z& geben; 
welches Verfahren jet darin befteht, daB man jedes Potenz 
glied mit feinem Erponenten multiplisirt, und dann 1 vom Ex⸗ 
ponenten fubtrahirt. — 

IH. - Man kommt, dieſen Betrachtungen zu Folge, auf die 
Bermuthung, daß wohl immer, welche Sunftion von x auch 
unter fx verftanden werben möge, bie Gleichung (I. 4.) gelten 
werde, wo das dem allererften Glied % (und dann jedem fol: 
genden Koeffisienten) vorgeſetzte d eine und dieſelbe praktiſche 
Regel andeutet, und zwar jedesmal diejenige, vermoͤge welcher 
aus f. der Koeffizient von h! (der für Ln zu entwilkelnden 
Reihe) abgeleitet wird. 

Um dieſe Vermuthung zur Gewißheit zu erheben, giebt man 
fi) die allgemeine Aufgabe: ‚Man fol, wie auch die Funktion 
fx gedacht ſeyn mag; frn in eine nach ganzen Potenzen von 
uh fortlaufende Reihe vertvandeln. 


8.0. af, Rap. $.7. IL 


Man fucht diefe Aufgabe mittelſt der Methode der unbe⸗ 
ſtimmten Koeffizienten zw löfen, her daher 
1) fo = Ar + Al Allen —** HAT ehe 
und fucht nun biefe unbeftimmten Koeffizienten Az, Al,, Al,, 
All, AN, .00 (welche offenbar Zunftionen von x ſeyn ters 
den) zu beflimmen. 
Seßt man aber O ſtatt h, fo erhält man- aus (1.) fogleich 
2) fx, = A. 
Subtrahirt man dieſe Gleichung (2.) von der (1.), und’ di- 
pidirt man die entftehende Gleichung durch h, fo findet man 
3) Sub — Al, -HAl, + Alu, + AV. ehe. 
Set man hier, nachdem links wirklich durch hmweg- 
dividirt ift, damit nicht O im Renner erfcheine, O flatt h, 
fo findet fich 
) —— = (für b=0) = Al, 
Bezeichnet man nun a6 bier in der Gleichung (4.) links vor: 


zunehmende Gefchäft dadurch, daß man dem fx (woraus fxyn, 


ua 


dann em — fx, endlich gebildet wird, um zuletzt, nach» 





dem vorher mit Ih wirklich Desbibir ift, O ſtatt h gu feßen) 
ein ( rundes) 9 vorſetzt / ſo kann man die Gleichung (4.) ſo 
ſchreiben: 
5) df. —= Al, 
Verfieht man alfo, wenn p, irgend eine beliebige Sunftion 





von x ift, unter dp, dad, mas aug — Px wird wenn 


man zuvor durch h mirklich wegdividirt, und dann O ſtatt h 
fegt, — fo hat man big jegt gefunden nach (1. 4. und 5.) 
h die noch unbekannten übrigen 

6) Knm=f-räh it Glieder mit den wboͤheren Po⸗ 
, tenzen von h; 


\ 
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aber deshalb auch, weil bies für jede Funktion von x gilt, 
bie noch unbekannten übri- 
2 A, =A, + Ast gen Glieder mit den hös 
bern Potenzen von k; 
u ’ bie noch unbekannten übri- 
8) AA BA. αÔ gen Glieder mit den hoͤ⸗ 
| bern Botenzen von k; | 
u. ſ. w. f. 
Setzt man aber in die Gleichung (1.) zuerſt überall x-+-k 


ftatt x, während man flatt Alzız, Allyır, ıc. fogleich die Aus⸗ 


drüce rechts in (7. 8.) fubftituirt; feget man ferner in (1.) 
überall h-rk ftatt h, während man rechts ftatt (h-+-k)?, 
(h-+k)’, zc. fogleich die Glieder der Binomial⸗Entwikkelung 
fubftituirt; und vergleicht man diefe letztern beiden Nefultate 
(welche beide ein und baffelbe, nämlich frynı« vorftellen) mit 
einander —, vergleicht man namentlich bie in beiden vorkom⸗ 
menden mit k! affiirten Glieder, fo ergiebt fich: ſogleich als 
Reſultat dieſer Vergleichung 


AU, =dA,, Al, dA, AN BMA,, 2c. 
Alfo ift nach unferer Bezeichnung in (J. 5. 6.), und weil 


oben in (5.) Au—df, iſt, auch noch 


Au, =dH,, Al, =df,, AY, Od, ıc. 
Folglich gilt die Gleichung (I. 4.), nämlich 


h? h® 
(O)«- Kın=f-röf, ch-+-8? f, » Zr at 


für jede’ beliebige Funktion fx, fobald man nur unter Ip, für 


Pr — . 
h 


jede Sunftion p, das verfteht, was aus wird, wenn 


man zuerft burch h mirflich wegdividirt, und dann O, flatt h 
feßt; oder mit andern Worten, fobald man dp, (tie auch Y, 
gedacht feyn mag) dadurch findet, daß man 9 u in eine nach 
ganzen Potenzen von h fortlaufende Reihe entwiffelt, und den 


\ 


⸗ 
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Koeffigienten von h! diefer Reihe nimmt, während hier unter , 
zuerft fx, dann Of, dann 82f., dann 8°%,, 2c. gedacht wird. 

Diefer Sag (I. 4. oder II. D) in ber jegigen Allgemein» 
heit aufgefaßt, wirb ber Taylor’fche Lehrfag genannt. Die 
Koeffisienten Of, 82f., 8°%x, sc. beißen der Ife, 2te, Ste, ꝛc. 
Differenzial-Koeffizient von fx, auch die Ableitungen 
von fx nach x; und das Gefchäft: aus jedem berfelben ben 
folgenden zu finden, welches immer und unverändert ein und 
baffelbe bleibt und durch ein vorgeſetztes (rundes) 9 bezeichnet 
wird, kann man das Differenziiren ber Funktion fx nach x 
nennen. — Das (runde) 8 ift demnach ein Operationg- 
Zeichen für eine völig beſtimmt vorgefchriebene Operation, 
oder für eine Reihe von Operationen, 

. 8. 

Denkt man ſich nun nach und nach unter fe bie einfachften 

Sunftionen 
- A, ar, logx, 
wo logx den natürlichen Logarithmen bedeutet, deffen Bafis 
e=14+1+4+3+3+7 ++ in unf. 
= 2,71828128 .-- iſt; 

und entwikkelt man in jebem ber 3 Fälle ba bireft (nad) ben 
Elementen der Analyfis des Endlichen *)) in Reihen (ohne je 
doch mehr ald dag mit h! affizirte Glied herzuftellen), fo findet 





5 


*) Ald Definition der allgemeinen Potenz ax hat man die Reihe 
1) a=1+x: log a + U Ur), | 
"Mas ih folgt (für ame) 

2) e=14r+1+2 +7 nn 


217 91 
Und daraus findet fich 
3) IgllHr)=x— It 
Diefe 3 Refultate werden hier als bekannt vorausgeſetzt. 


5. 9. Geſetze des Differenzürens. 11 


man augenblicklich die Differenzial⸗Koefſtzienten dieſer 3 einfache 
fin Funktionen von x, nämlich: 
1). &(A-x") = m-A- xml, 
2) Ka) == a”.loga, 
3) &Xlogx) = 


Und fegt man ig (1.) 1m und m], fo erhält man 
noch) 4) x =|]|, 
fo wie aus (2.) für ae, weil log e=1 iſt, 
5) Ke) = er. 


§. 9. 
Nimmt man die beiden Slecchurgen 


he 
Fa” — 940g, $2°5 — p,° zuh* 


VV Troy, + wer z at, 


und addiert man fie beide gu einander, fubtrahirt man fie beide 
bon einander, multiplizirt und dividirt man fie endlich mit oder 
durch einander, fo erhält man zur Nechten Reihen, die nach 
Potenzen von h fortlaufen, und welche bezüglich den Nefultaten 
zur Linken, nämlich 
Pr 
[. h’ [9% — Yon [9x ° v.), +h und 4] e 
x x+ 
gleich find. Nimmt man nun in jeber der erhaltenen Reihen 
rechts, den Koeffizienten des mit h' affizirten Gliedes, fo hat 
man die Differenzial» Koeffizienten dieſer 4 vorftehenden Sunftio- 


nn , p—Yy, pw und * und ſo findet man 


1) Ay,Fy)=8p,E,; 
2) d(yp,-%,) — 9, dy, ty, 09,5 
| .do._— op. dp :@_+d 
3) (#) _ VedP; Pr Op, __ Pr Par? 
v. V. Y% 


x 
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Diefer Refultate bedient man fich aber, um bie Differenstal: 
Koeffisienten der aus p, und Y, zufammengefegten Funktionen 
links, auf die Differenzial- Koeffigienten der einfachern Beftand- 
theile p, und v. ſelbſt zurückzuführen. 

Ganz auf demfelben Wege aber noch leichter, findet man 

5) D(A-p,) =A-&p,; 
6) Ay, +B)—=A:dp,; 

alfo, wenn B gar Fein x enthält (nach) x Fonftant iſt), 
7) &ıB) =U. 

Anmerkung. Mittel diefer Formeln des ($. 9.) in Ver: 
bindung mit denen des ($. 8.) kann man bie Differenzial: 
Koeffizienten finden von allen Sunftionen von x, welche aus, 
den einfachften Funktionen irgendwie zufammengefeßt find, wenn 
nur in ihnen. nicht zwei Funktionen von x mit einander potens 
zirt, oder eine Funktion von x mit einem (nach x) Eonftanten: 
Ausdruck potenzirt, radizirt ober logarithmirt, und auch nicht 
ein folcher Eonftanter Ausdruck mit einer Funftion von x Pos 
tenzirt erfcheint, in welchen letztern Faͤllen dieſe Formeln nicht 
ausreichen würden. — Um daher bie Differenzial- Koeffisienten 
aller Sunftionen von x finden zu fönnen, muß man noch neue 
Detrachtungen anftellen. 


Beiſpiele. Nach dem bis jetzt Angegebenen findet man aber bereits 
&a-xm) = ma-xm—1; Olma-xm—1) = m(m—1)a-xm—2; 


Ha-xt-+b-x!—c-r)=%- x 3 +4b: x —berxt; 


(z)=t b»2(-)=b Ba)=—b- J— 


en 
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x? 
b b 2b _.» 2b 
rs) 3) H=-7- Ii—— 3 
32 gx · Vxꝰ 
a _ ) = 7 «x}) == 10b 44 10b 
9x» yx? 27x2. Vxꝰ 


— — — —— — — — — ——* — 
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(EN 4x-3(37°—1) - (2-1). dr) | 





> 
aber Ir — )= = 6x; 4x) = 4; 1 
alfo | ) 
EC = 12244 +1, 
e) 16x u ’ 


0) Bee 3 Be) = RR), 


aber KBeHD- x) = 80H) 


1 





und ar +, ee, 
alfo 
32? 1 
2: a / =, on 20. | 
Weil man übrigens ſtatt Ft auch 3x —ix-1 fchreiben Fonnte, 
8x? +1 


und auch 3 ml.x—2 ſtatt — ſo hätte man die beiden letztern Re⸗ 
ſultate (0. imd A) noch viel leichter gefunden. 

J 6. 1. | 
Derſelbe Uusdruc f, der als eine Zunftion von x gebacht 
wird, kann zugleich auch ‚eine. Funktion von y ſeyn, und dann 
fann man den Differenzial⸗ Koeffizienten von -f nach x, aber auch 
den von f nad) y. finden wollen, und man muß beide,‘ die fehr 

von einander gerföhieben find, auch durch die Bejʒeichnung | 
I, a 
ſigflici bi von. inander unterſcheiden. — Ünd weil If und df, 
felber, wieder Funktionen von x und y ſeyn werben, fo fann 
man von ‚jeder derfelben noch) einmal den Differenzial- Kochfizien: 
ten nehimen⸗ dies giebt außer den ſchon bekannten Zeichen IF; 
und 8°, auch noch die. Zeichen 860.), und -BKÖf,),, ‚wo 
Ad), den DifferenzialsKoeffiztenten. nach y bedeutet von ber 
"Sunftion 9x, in fo ferne Ießtere y enthalt und daher ‘eine 
Zunftion ‚von y ifl. Gerade ſo bedeutet &Kdf,), den Differenz 
zial⸗Koeffizienten nach x, von der Sunftion Ofy, in fo.ferne letz⸗ 
tere auch noch x enthält, demnach auch eine Funktion von x ifl. . 
. SH t-aber feine folche erplicite. Funktion von x und y, und 
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Diefer Nefultate bedient man fich aber, um bie. Differenztal- 
Koeffizienten der aus p, und w,. zufammengefegten Funktionen 
links, auf die Differenzial: Koeffisiensen der einfachern Veſtand⸗ 
theile p, und V, ſelbſt zuruͤckzufuͤhren. 

Ganz auf demſelben Wege aber noch leichter, findet man 

5) B804,) ⸗ Adꝙ,; 
6) (Ay, +B)=A:dp,; 

alfo, wenn B gar Fein x enthält (nad) x konſtant iſt), 
7) %XB) =O—. 

Anmerkung. Mittelft dieſer Formeln des ($. 9.) in Ver⸗ 
bindung mit denen des ($. 8.) kann man bie Differenzial- 
Koeffizienten finden von allen Funktionen von x, welche aus 
den einfachften Funktionen irgendwie zufammengefegt find, wenn 
nur in ihnen.nicht zwei Funktionen von x mit einander potens 
zirt, oder eine Funftion von x mit einem (nach x) konſtanten 
Ausdruck potenzirt, radisirt oder logarithmirt, und auch nicht 
ein folcher Eonftanter Ausdruck mit einer Zunftion von x po⸗ 
tengirt erfcheint, in welchen leßtern Faͤllen diefe Formeln nicht 
ausreichen wuͤrden. — Um daher die Differenzial« Koeffizienten 
aller Sunftionen von.x finden zu fünnen, muß man noch neue . 
Betrachtungen anftellen. 


Beiſpiele. Nach dem bis jest Angegebenen findet man ‚aber bereits 
Ola ‚xm) = ma-xm—; (ma. xm—1) — m(m—1)a exm—2; 


Kat+b-r  c-2) = rsbr dert; 

—* — bö(2)=b-öc-)=—b- =); 
W 

,(-)=-b.69)=-9=5; 





&byz) —=b.d(x}) 1b. b 
3 








yx’ 
b b | 2b _; 2b 
( 3 ed "Im 33 
32 9x-Yx? 
2b 2b 10b 10b 
(-—.,,)7 8% Hz —; 
9x. yYx’ 27x?.yYx? 
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(= )= 4x-d(3°—1) — (Sr’—1)- "Ar. 
6x? 
aber Ar? — )= —=6x; (4x) = 4; 1 
alfo 
3e—1 122°-+4 32-1, 
e) Ic — * A * . 4x? ’ 


rer =2(ee+1-2)=2(Br+.52), 


aber (Be+D- .x- )=x-.088 ++ HT). a2) 7 





r 





und =, Aa)=- ar 2, | 
alſo | 
3’--I\_ 1 
2 z Erg — 2* = 
Weil Ivan übrigend Ratt „2 U ud 2x —Ix—1 ſchreiben konnte, 


* 
und auch 41] · xſtatt * ‚ fo hätte man die beiden letztern Re⸗ 


ſultate (2 amd 9) noch viel leichter gefunden. 


1. 


Derfeibe Ausdruck f, der als eine Sunftion von x gedacht 
wird, kann zugleich auch eine. Funktion von y feyn, und dann 
kann inan den Differenzial⸗ ‚Koeffizienten von f nach x, 'aber auch 
den von f nad) y, finden wollen, und man muß beide,‘ die fehr 
von einander waſchiden find, auch durch ‚Die Bezeichnung | 
Of, of, | 
förgfättig 6 von einander unterſcheiden. — Und weil fr und äh, 
ſelber wieder Funktionen von x und y ſeyn werden, fo kann 
man von jeder derſelben noch einmal den Differenzial- Kocffisien: 
ten nehinen; 5 dies giebt außer ‚den ſchon bekannten Zeichen or 
md SR,,: auch ‘noch die. Zeichen Söfz), und :DOR;), : 10 
800f.), den Differenzial⸗Koeffizlenten nach y bebeutet von * 
-Funktion 9x, in fo ferne letztere y enthält und daher eine 
Zunftion von y if. Gerade fo bedeutet XOf,), den Differen⸗ 
zial⸗Koeffizienten nach x, von ber Sunftion by; in fo.ferne letz⸗ 
tere auch noch x enthält, demnach auch eine Funktion von x if. . 

AIſtaber £ eine folche erplicite. Funktion von x imd.y; und 


v 
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ſetzt man- in ihr zuerſt x--h ſtatt x, ſo daß man hat, nach 
dem Taylor’fchen Lehrſatze, 
.n—=k+öf-h-+8, —X Bu | 

fo fann man jeßt links und rechte überall ſtatt y wiederum 
y-+k feßen, und man erhält dann, wenn man bag, was aus 
f,, I, 9, 9%, + wird (in fo ferne fie Sunftionen von 
y find), wenn y-rk ſtatt y gefeßt wird, nach demſelben 
Taylor’fchen Lehrfage in Reihen verwandelt, die nach. Potens 
zen von k fortlaufen, das Nefultat 


2 
Kha,nzh,-+d;.h+ Of, Fi of, « Pr he. 
+df,.k-+8(86),- +00 AR 25 ur ... 
4 def, + BON, te 
| J ks 
F + O°%f, zarte 


- Nimmt man aber ben umgefehrten Gang, und ſetzt man in 
f zuerfi y-+-k flatt y, fo daß man zuerft bat 


uhr —R rn. 


und fegt man dann erft hier xt+-h flatt x, fo erhält man für 
. ganz dieſelbe Doppelreihe von kurz vorher, nur daß 
ber Koeffiient von hk jet d(öf,),, die Koeffizienten bon h?k 
und hk? jegt bezüglich 8°C), und d(d”f,), {werben ; u. f w. f. 
+": Daraus folgt aber, weil beide Nefultate identiſch ſeyn müffen, 
:) on AOL), = KON). ; 
2) . &Kaf,), = 8°(01,),5 \ 
u. ſ. w. f.; d. 5. man befommt immer ein und baffelbe Nefuls 
tat, im Sale von f,, binter-einander Differenzial : Koeffizienten 
bald nach x, bald nach y, gefunden werden follen, wenn mar 
diefe Operationen in beliebiger Ordnung auf einander folgen läßt. 


ur 
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wird, und num bedenkt, daß im Falle der (L): . W 
4 = 
im alle ber (H.) dagegen: 
a 
und im Falle ber (IT): ' 
a = ch 
wird. — Entwillelt man nun nach den Laplor’fchen Bchrfäten (©) 
des ($. 7.) oder CC und 9) des ($. 10.) So oder ——* oder 
PTR FERN in die Neihen nach h, oder nach h und k, oder nach h, k 
und 1; — und fubfituire man zuletzt ſtatt b,k,t ihre Werthe (welche Rei⸗ 
hen nach g ſind), fo bekommt man in allen 3 Fallen fnı,, in eine Reihe 
nach g geordnet; und nimmt man dann jedesmal den Koeffiienten von g', 
welcher durch f.., beieichnet wird, fo. witd man für ihm im jebem Sale 
genau den Ausdmuck finden, mie ſolcher in ben Sormeln (L u oder UL) 
zur Nechten hingeſchrieben worden iſt. 

Weil aber in der Formel (IL) v jede belichige Sunktion von x ſeyn 
Tann, fo kann mon auch —1x ſetʒzen; dann wird ———— 1, 
und die Sormel (IL) geht in bie (IV.) über. . 

Und nimmt man in der Sormel (UL) z=x, fo geht ſolche in bie 
(V.) über . 


Anmerkung. Get man in ber Formel (U) f= peu, 
oder f=y-w, ober f= 2 o erhält man fogleich wieder bie 


Formeln (1. _3.) bes & 9.) — Set: man’ aber in (1.) 
f=A-g oder f=A-p-+B, fo ergeben ſich fogleich die For⸗ 
meln (5. 6.) des s 9.). 

§. 12. 


Segt man in 1% 11. I.) ſtatt £ nad) und nad) p" a 
er! logp, fü erhält man augenblicklich | 


1) Kg) m gtdg,; 
2): HN), = ar-loga- Op.3 ; 
3) Kr) =: dp; ; 
un . 3, 
. 4) Klbg pP), = 07. = 775 
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& II. 

ME eine explicite Funktion von 9, ohne noch x explicit 

zu enthalten, und iſt ꝙ wieder eine Funktion von x, alſo f eine 


implicite Funktion von x, Die jedoch x nicht noch erplici ent 
bält,. fo ift allemal i 


L I g—df,+dp,, alfo a > oder auch diy * 





ft aber feine explicite Funktion von p und , ohne x 
erplicit zu enthalten; find ‘jedoch ꝙ und  felber wieber Funk⸗ 





tionen von x, fo daß f den Veränderlichen x implicit in p und , | 


in w, aber erplicit gar nicht enthält, fo ift noch 
I. U = ddp, rl, dy,. 
Iſt ferner E eine erplicite Funktion von 9, w, x, ohne x, 
und find 9, V, x felber wieder Funktionen von x, fo iſt noch, 
HM. = fg dp,röh,- dp db, dr, 
Und diefe Säße laſſen fich beliebig erweitern. 
Sollte aber f den Veränderlichen x nicht bloß implicit in 
$. fondern auch noch explicit enthalten, ſo haͤtte man 
Iv. da) = dhc+Öfg -dp,- 
Enthielte ferner bie Funktion f den Veränderlichen x impli- 
cit in ꝙ und y, und außerdem noch erplicit, fp wäre 
Vv.. Mey = DH Btg: dp, + öhy-dp,. 
uf. w. f. | 


Diele eige (1. II. IL) ergeben fih, wenn man in ben Reihen zur 
Rechten ber Gleichungen | 


Parts 7 Pet pr gr St 
BEE 
Be J Very + By ee 
zu 
. ut — Kt dr + 
die Summe aller mit 8. 87, Be affizirten Glieder bezüglich dur h, k,i 
bericht, ſo dos 
* == yrk, 
i Xx}+g = or] 
wirh, 
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wirb, und nun bedenkt, nd im Sale der (1.): F 
40 * 
im Falle der (IL) Dagegen: 
a a ye 
und im Galle der (IL): 
fr Tec 
wird. — Entmwillelt man nun nach den. Zaplor’fchen Echrfähen (©) 
des ($. 7.) oder (C und Z) des ($. 10.) Igayn, Oder num, oder 
Sry In die Reihen nach h, ober nach h und k, ober nach h, k 
und 1; — und fubftituirt man zuletzt ſtatt h,k,t ihre Werthe (welche Rei⸗ 
hen nach g ſind), ſo bekommt man in allen 3 ziien 0) in eine Reihe 
nach g geordnet; und nimmt man dann jedesmal den Koeffnienten von g', 
welcher durch Of... beieichnet wird, fo. witd man für ihn in jebem Kalle 
genau den Ausdruck finden, wie folder in ben Formeln (I. u. oder DL) 
zur Rechten hingefchrieben worden il. - 

Weil aber in der Formel (IL) jede belichige Senken von x ſeyn 
kann, fo Fonn man auch y=1-x!=x fegen; dann wirb Oy. 0x, =, 
und die Sormel (IL) geht in bie (IV.) über. . 

Und nimmt man in der Sormel (UL) x—x, fo geht ſolche in bie 
(V.) über. . 


Anmerfung. er man in der Formel (U) f= gu, 
ober ip, ober f= y fo erhaͤlt man ſogleich wieder die 


Formeln (1. _3,) des & 9.) — Sc man’ aber in (1.) 
f=A go sber f=A-p-H-B, fo ergeben fich ſogleich die For⸗ 
meln (5. 6.) des A 9.). 

§. 12 


Setzt man in ($ 11. 1.) ftatt £ nad und nach 7 9* a9, 
'eP, I0gP, fe erhält man augenblicklich 


1) — 76) = m g"1.89,5 
2)- KK), mar loga-dp,;5 
3) le?) 2) = eP: 9px5 

| 89, 
4 ) log 90 = 7 0, = 9 
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Beiſpiele. Demnach): fiber ſich: Pe ER Zu 
ED D————— 
Ä HR —1)? 





x 2 x?’ +3 , 

ie 5 ) = 5 

— 1)? I 

N an =p log a. Be 2 u ge 
Kt, = Ar er 








Her), - g =. " —bx?, J J 5 r 
ug0+29) — ... 
J >) xi' + Are 
Ö — — 
„lee — Br 
CIE Tu EEE "ee 
6 ug (eFH/TF: 9)= — 
140 vw: 
1: 
log (x-VI+ A)=- ur 
D— — 
' $. 13. . . 


I. Aus Ser Definition ber allgemeinen Poten und ber Lo⸗ 
garithmen ſteht feſt: | u 
2 3 
» X. en, a SION ge 


2) e=1+- +5 I + een; 


21 7.31. 
3) ——— len, 
wo unter log ein für allemal der natürliche Rogarithme ver: 
ftanden wird, defien Baſis e aus (2.) hervorgeht, wenn da⸗ 
ſelbſt 1 ſtatt x geſetzt wird. 
Ferner iſt durch Definitionen feſtgeſtelt, wenn der gurze 
wegen VI durch i bezeichnet wird. 


e - ei 8 Hz - 
4) gıanıX — —n TE m trans 

j eiremi Be Ce 
5) CcOs X = gr = 1-17 = ots 


! 


⸗ 


$.18.H.HI. Geſetze SR Differianikiens, 
X: io coux, 
J 7* eig = — in 


0, 18 sin 
u t, — — 
6) 5x COS X 


—W —— 
4 ...... . on. 


8) secx = 





7 
; 9). cosecx = = —3; 
c08x’ .. sin x 


10) sinversx = 1 — cosx; 11) (cosverss isn; 


und Weir fegen. dabei als, (chen bewieſen voraus, daß man 


allemal aus diefen Formeln bie Länge der in ber 


 Glementer-Trigonometrie unter denſelben Namen 


im reife (für den Rabius 1) befannten Linien er- 
hält, ſo oft flatt x die Länge des, dem Winkel zugehörigen 
Bogens gefegt wird, legterer in demfelben Kreife alfo ebenfalls 
für den Rabind + genommen. or zu 

HU. Ron den Gleichungen 


, .. ‘ 7 . a .. yo 
sin—=ı, x5 —2 008 x=oarceinz 
\ sin 


drücke‘ che ein und daffelbe aus, nur in verſchiedenen Zeichen. 
Desgleichen ſind gleichbedeutend die Gleichungen 











7 .. ’ 
cosx=1, x oder x = arccosz; 
7.008 
gx=7T, ı= re ober xmareigz;- 
eot 2 BE 1 z. oder xmarccolgz; 
ei x Jf = EL, = 





secx—=1, ı= z oder x=arcsez, 


se 
1“ 


z ober x=arccosecz*). 





cosecx=72, X= 
.cosec 


Iſt von einem Bogen x, der Sinus durch 2, aus⸗ 


*) Genau genommen iſt doch zwiſchen den 2 Gleichungen in jeder 
diefer Zeilen noch ein Feiner Unterfchied. Es hat nämlich sinx für jeden 
beſtimmten Werth von x nur einen einzigen Werth; dagegen hat —* 


ober wie man auch ſchreibt arcsinz, allemal unendlich viele Werthe, 
weil unendlich viele Bogen einen und denfelben Sinus haben können. 


L2*] 


- 


2e Ba Kap. I. .% 13. IV. 
gedruͤckt, fe iſt fein Koſinus = V I—z?, feine Tangente 


vi-2 u 
= ——0 ſeine Kotangente = = ı ui Dieſe Betrach⸗ 





tung techttertiget bie Gleichungen 


» arcsinz= ayrccus. Nm arcig rl 


und nie Beratungen vechtfertigen bie ea 


> ———— arcsin Nil-2’= weig: 8 





—— 
* arct z= Larecotg 1 BAER arc.coa — 
8 Z VT, Vi 
4) arecok 1= arcı I =arcsin 1 =arccos—. =) 
ey 
IV. Loͤßt man die beiden Gleichungen (I. 4 und 5.). ‚nach 

ei und en algebraiſch auf, ſo erhaͤlt man 


J 





1) ei = cosı-Hi-sinz — Vin tin 
nr - — e0sx-+i-V 1— cosx?; 

2) ewimosx-isn— VI san — ie: 
| = cosx—i-V 1—- cos”. 


Dividirt man biefe beiden Gleichungen durch einander,. fo er 
giebt fich | 
3) ei — — cos xi· sSin x — —— 

co8sx—i-sinx * l--irsigx 
Nimmt man nun bi kogarithmen ı fo findet ſich aus (1.) 
oder (2.) . ur 


*) Wir werden in der Folge von nım an allemal 
1.014 1 1 


——x ——ı ——x ——xX 
sin ’ cos.” gg ’ .cdg 


ſtatt begüglich 
. arcsinx, arccosx, arcigx, arccoigx ſchreiben. 
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1 het ey: —0 ER: 
machen, ſo 11 dieſer Vorausfetzung zu Folge EEE EEE er 3; 
2) fo= 0, demnach auch 3) fon — 0, Be 
alfo auch nach dem Taylor’ (hen kehrſate / J J = F 


h? 8 
4) Ko Obi Bilig 2! are rt 3! st 0 


für jeden Werth von-h; mithin noch. \ NEE 
5) Hyy=0; "Hg (0; Ho 0; uf £ 
Died laͤßt fich aber noch beliebig ausbehwen auf Faͤlle oT 
noch mehrere ſolcher Veraͤnderlichen x, y, z, Volt, erplieit enthaͤlt. 
II. Hat man alſo zwiſchen x und y bie Gleichins 
1) f*0 un ber nd 
seachen, fo ift ſowohl y eine folche Sunttion vontx, — 
fx, zu Null macht, aber auch x’ eine ſolche Funktion von y, 
welche fur zu Null macht; und es iſt daher noch, wenn:y ale 
Funktion von. x angefehen wird, .,. ao. J 
Pr Aa), dd. AH D-2y, =. 25 5 


aber auch noch, wenn x als Funktion von y gedacht wi. X 

3) Ind, b. h. ie 
Die Gleichung (2.) giebt nun, in Verbindung mit der (1.) 
yund dy, als die dur. ſ.On gegebenen Funktionen: von 7 
Die Gleichung (3.) giebt dagegen in Verbindung mit ber (1.) 
die Funktionen x: und ‚dx, als die durch Die Gleichung F = 
gegebenen Sunftionen von 7 * 


on 


Anwendungen: der Sornd 4$..11. 1.) und der Zu „Kur, Linken zunächſt fer 
henden Zormeln 
9) Hat man z. B. 
ꝛinx — 5. oder y—sinx = 0, .. 

und benft man fih x als. eine. durch diefe Gleichung gegebene "Funktion 
von J ſo ‚erhält men, wenn man biefe Gleichung md allem. J herein 
(mie. in (3.) geſchehen iu >... eo 

dy, — Ösinx), = 0, vo 


[ ’ 1 .. }. te . 5 





x 


9 Ayalyfls. Kap. I 


$. 14. 15.1. 


thung ber Ausdruͤcke in Ziffern wuͤnſchenswerth und nothwen⸗ 


dig iſt. 


414. 


Wendet man aher die vorgetragenen Lehren des Differenzii⸗ 
rens auf dieſe ſogenannten trigonometriſchen Funktionen an, ſo 


erhaͤlt man fogleich *) 
1) &sinx), 


== c08X, 











2) King), = oe gps 





3) ‚&(coss), = —sinzz.. 4) Keep) en | 
5) ss X). = 6) &s Pe | — 
— * 2 
m Beate), = 33 8) Beni —* "eng 
9) Ölsecx), = * | 10) secy) . — 3 
2 | cosꝙ · dp 
11) ö(cosecx), = — — 12) oanse 2) — * 
Ferner noch 
14 —E dp, 
1 oͥã 5 — — —* VI 
1 (I — dp, 
19 Eee — 16).8 cos? () -yi-g® 
1 1. A) Ip, 
1) (2 )- Im > u 187 @ —Irg® 
1\_-1, 20 Du un x 
19) [er 2), ı1rx??. colg P a » 
| g. 15. 


I. Denft man fih in einer Sunftion f von “den (explicit 
enthaltenen) Veraͤnderlichen x,y,z, unter y und z felber wieder 
folche Funktionen von x, welche 


*) Die sur Linken ſtehenden Formeln find Beifpiele. u ( 1) und 
u ($. 9.). — Die zur Rechten ſtehenden Gleichungen aber find alle. bloß 
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Ayo er 
machen, Pr f diefer Vorausfetzung zu Folge ee 

2) fo) =0, demnach auch 3) Fakn =0, | 
alfo auch nach dem Taylor” [chen er u Ze 


ha H ir wo; 
4) NP RO VER tert La REDET 


x 
e 1 8 
eu Io chila 


für jeden Werth von h; mithin noch u . Bu 

5) Of, = = 0; ke = 0; Hg =—0; u ſ. er 

Died Idßt fich aber och beliebig. ausbehmen auf Kalle, mot 
no meer folcher Veränderlichen Sy ZYnt, erplicit enthaͤlt. 

. Sat man alſo zwiſchen x und y die Glechins 

1) fi, =.0 ante nd md 
zegeben, ſo iſt ſowohl y eine folche Sunftion vonx, "nel 
Sy zu Null macht, aber auch ‘x’ eine folche Funktion von y, 
welche fx, zu Null macht; und. eg iſt daher ‚noch, wenn: y als 
Funktion von, x angefehen wird, si det 
2). Aa), „de h· ‚Oz = Ann 


aber auch noch, wenn x als Sunftion. von. y gedacht wi. Er 
3) An—0d, dh Ir, ee ri 
Die Gleichung (2.) giebt: nun, in Verbindung mit bet (1.) 
yund dy, .alß die. durch ſ5Of gegebenen Zunktionen: von ;a: 
Die Gleichung (3.) giebt Dagegen in Berbindung mit ber (L.) 
bie Funktionen x und ‚dx, als die durch bie Gleichung F *9 
gegebenen Funltionen von 9 


r 
‘ . P 
⁊ 


Anwendungen ber Fonnel 4$..11. 1.) und der Ne ‚Siaken. zunöchſt fer 
henden Formeln. 

» Hat man z. B. 

einx *) oder y—sinz 0, . 

und denkt man ſich x als eine. durch dieſe Gleichung gegebene Funltion 

von J ſo erhalt man, wenn man diefe eg ma. allem y ‚3. diſrenuirt 

(wie in (3.) gefchehen if), > nt 

dy,— Ksinx), = = 0, win 


[1 
N 'r 7 Yen 7 2 


24 Aunalyſis. Kap. I. $. 15. LIE 
Betrachtet man aber x und y als folche Sunktionen von t, 
welche Fu, der Null gleich machen; ſo jſt fur, mit. fen zugleich 
Null, folglich iſt auch jeder einzelne. Koeffigient von der . für 
fur) nach dem Taplor’fchen Lehrſatze erhaltenen, nach Po⸗ 
tenzen von h fortlaufenden Reihe, der Null gleich, d. h. 
1) Hoi‘ Hy=0; ie a; 6 
alfo namentlid Of = 0, d. » .. FE 
2) , 0; Or Art-O &,=0; en 
und le — giebt nach Belieben den Quotienten 
De welcher nach (5. 11. i.) = du Er 
s ap. tn, .. . " en 
ober den Duotienten rn, 
Bye wu u ne er 5* 
3er Weider nach (11. L) = dy, ie, 
TIL Hat man zwiſchen x; I 7. kan Bien 
1) bLu=0 m 2) Uu.=0l 
fo find durch fie x 8 y und z 'ale ſolche Funktionen von x 
gegeben, welche L und L' zu Ru machen; aſo hat man ug 
(I.) nod) bie Gleichungen 
,3):dL.e = 0, 8 al, te Bl, say ah, =; 
mb 4). dL'y:= 0,8: h. DL! +BLt By d 0: 


> T 
dl RF 





b. h. l . . . 1- cosx-&x, =0, , | ’ 434 
v0 I. 0 


1 . 
ſolguich ic Au" Se — 
wahrend, der Gleichung inx — y zu Folge, Key iſt. 
So findet ſich alſo die Formel (13.), und natürlich finden fi ö auch 
die übrigen (15. — 19.) des ($. 14.) auf diefem Wege noch einfacher. 


*) Hat man nämlich x und y in t ausgedrückt, fo bat man zwei 
Gleichungen zwiſchen x, y und t. Denkt man fich num aus diefen beiden 
Gleichungen + eliminirt, fo erhält man eine Sleichung zwiſchen x und y, 
und dieſe giebt y als eine Funktion von x aber auch x als eine Zunktion 
von J. | 


N . 











⸗ 
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Denkt men fich aber x, y, = als Funktienen vonn c wriche 
hen a Gleichungen L=6 un L’.== 0: genügen, fo hat man noch: 
Eee = 6, d. h. öl, :&x,+öb,- -d7;FöE, vör, u 

6) 3/ = 0, d. h. Old, Br ‚dy,-Föbl, ‚En, =0: 


— Gleichungen (3. u. 4) ‚geben in Berbinbung mit den 
a. u. 2.) y dy, und de als Funktionen von x;. bie Glel⸗ 


dy. 
chungen (5. u. 6.) dagegen geben die Nuotienten FR un 


* weiche nach (6. it. I.) nichts aiber AN dy, und de „Ind. 


- Dies alles läßt fich aber beliebig noch erweitern. 

IV. Enblich heißen alle Gleichungen, in denen auffer 3, y,!. 
auch noch Differenzial: Koeffizienten vorkommen, | Diff erenzial⸗ 
Gleichungen, und alle in der Algebra und Analyſis de Ends 
lichen vorkommenden Gleichungen (d. h. alle vor ben Difft⸗ 
renzial⸗Gleichungen betrachteten Gleichungen) Kan man un 
Sleichungen nennen. 

Diefe Differenzial⸗Gleichungen werden no totale —* 
wenn in ihnen bloß Differenzial⸗Koeffizienten nach einem einzi⸗ 
gen DVeränderlichen genommen, erfcheinen.. — Sie werden aber 
Parzial⸗Gleichungen genannt, wenn fie verfchiedene Diffes 
renzlal: Koeffisienten nach verfchiebenen Veränderlichen genommen 
(4 B. dy,, dy,; °y,, 8'y,. 8°y,, u. dergl.) enthalten. 

j { 


$. 16. 
Hat man einen Differenzial- Ausdrud, z. 2. 
(1-+3y,29 yr 
L = "7 m oder A, 


der beliebig aus x und y (als Funktion von x gedacht) und 
deren Differenzial⸗Koeffizienten Oy_, dꝛy, zuſammengeſetzt iſt, 
ſo erſcheint es oft als wuͤnſchenswerth und nothwendig, dieſen 
Ausdruck dem Werthe nach zwar unveraͤndert, aber der Form 
nach fo veraͤndert zu haben, daß er ſtatt ber Differenzial⸗Koeffi· 


= | el. Kap. I. 61, 


Herten vvnnze nach x,: Reber: bie. Differenzial⸗Krefftzienten von 
x web: y: mh it genommen; euthalte, im Kalle ndmlich x ſelbiſt 
wicher, und deihalb dann guch. y, als Buaftionen von t. gebacht 
feyn. ſollten. — Und eben fo mag .man oft auch den. gegebegen 
Ausdrud A in einen andern, ihm gleichen, verwandeln, welcher 
fratt der Ableitungen (Differenztal:  Koeffigienten) von y, nach x, 
fieber Ableltungen von x nad) y- enthält, da in’ dem” Augen⸗ 
blicke, wo y. als eine Funktion von x gedacht if, auch. » x. als 
eine Funktion von y gedacht werden kann. 

Zum Behufe der Loͤſung dieſer Aufgaben hat man bie, Stel. 
chungen I 

1) dy, =>y, an | 

-2)° = „x? + EM dex; u 

3), ty, = — as «dx, 0%, J— 2; u 
wtf; a 
von denen die ( 1.). feine. andere. ik als bie pr & 11. 1 ); 
bie übrigen dagegen aus einander hervorgehen ea: man nie 
* rechts pad) allem t bdifferenziirt. . 

Loͤbt man diefe Gleichungen nach Dy, unb: dey ee 
u fo ehält man dieſe GSleichaugen: | u 


- 1. 


: ay;. 
3) m 55 u 
t ! 
x d°ty — Ay, -O°x 
9 u _ eye Zum u; D 
t 
wem f. | 


Diefe aber gehen, wenn man t=y nimmt, wo m = 
dy. * %Y,=1l,. %y,= di J,= 
wird, über in folgende: 


5) 9 1 | — 
) gi | 
2 
md 6) day, 
y 


I f.3 


® 
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.  Diferemgiiet:man aber Me Sleichann (1:% Unfs. uohıredes muh.r 
(um and ihr die Gleihung ‚(2.) zu erhalten), fo wi an, fi “ erinnern 
daß nach derſelben (1:) ober (5. II. L) 


.D.. %8y,), = (2), = 8. &, Bo N‘ 


if. — Aehnliche Kückfichten muß. man ‚nehmen, en. diefe. Blei ichung (2.) 
noch einmal nach t differenzüirt wird, um die (3.) iu "erhalten; u. ſ. m. f. 
Man Tann auch die Formel (4.) unmittelbar aus der“(3.) erhilten, 
entweder ˖ wenn manıbiefe (3.) links und techts ‚nach‘ Verniirt/ und 
die (7.) bedenkt; vu ‚eben man disfe (3.) Unks‘,unbrreshek; nach x uf 


ferenzürt, rechts aber. = durch 'w bejeichnet, und aut nit bei 


nach derſeiben gormel (3.) ober ($ 11. . 
'yöy, — 
8 rn ‚ u oo j : 
dex aA) Fed ehe 
iR... 


Subfiituirt man. aber ice Berthe · aus (8, u. 4.). ſtatt 
dy, und de y, in den Ausdruck A, fo. erhält map: Kon 


(day ee 


u Ä a , x. vr, 
Subftituict man jebod) "die Werthe aus (5. ü. 6) far dy. 
und Dy, in ben Ausdruck A, ſo ergiebt ſich n 

_&x, PD y 
ul, . A My. Z, RE 


wo man im Nothfalle das (—) Zeichen noch weglaſſen kann, 
weil die Potenz im Zaͤhler doch zweideutig if, fo daß A immer 
(++) und (—) zugleich vor fich fichen hat. 

Subftituirt man in den Ausdruck (II.) für A, ſtatt dy. 


und 8°y, wiederum bie Werthe aus (1. u. 2.), Io heben ſich 
öx, und dex, von ſelber weg, und man erhaͤlt den Ausdruck 
(1.) wieder. — Hätte man. aber einen beliebig, gegebenen Auge 
druck B, welcher x,y, dx, Oy,, 9°x,, 9°y, entbielte; ſubſti⸗ 
tuirte:, mon. in benfelben ‚Rast. dy,. und 9°y, die Werthe aus 
(1. u. 2.), und fiele dann einer ber beiden Differenzial« Koeffi- 


u Amalyſts. Kap. J. 6. 17. 


zienten Orr“ ober derx. nicht zuglelch von ſelber aus B mit weg, 
ſp wäre dies ein Beweis, dag es nicht möglich if, den Aus; 
druck B fo umyuformen, daß in ihm y bloß als eine Funktion 
von x angefehen werben koͤnnte, fo nämlich, daß in ihm (außer 
x und y) Bloß: Differenzials Koeffizienten von y nach x vorkaͤ⸗ 
zien, und von tgar nicht mehr bie Rede wäre. 

Es vexrſteht fich übrigens wieder von ſeibſt, daß man (wenn 
die (2.) odir die (4.) noch einmal nach t differenziirt wird, 
ober die (4.) noch einmal, nach x) ‚auch Zey, in Differenzial⸗ 
Koeffizienten von x und y nad) t ausbrüden kann; u. f. w. f. 

Man nennt aber die Löfung dieſer und ähnlicher Aufgaben 
„bas Hebertragen der Unabhängigkeit eines Verän: 
berlichen (x) auf einen andern (y ober t)". 


$ 17. 

Hat män zwei Differengial⸗ Gleichungen zwiſchen t,x,y und 
den Differengial- Koeffizienten von x und y’nach t, von irgend 
einer Ordnung, ſo kann es wuͤnſchenswerth erfcheinen, aus bier 
fen beiden Gleichungen einen ber Veränderlichen, 5. ®. x, aber 
auch alle feine Differenzial⸗Koeffizienten dxi, 8°, 2c. auf ein- 
mal zu eliminiren, fo daß eine Gleichung entfteht, welche bloß 
noch t,y und Ableitungen ( Differenjal Koeffisienten) von y 
nach t enthält. — 

Es ſeyen z. B. gegeben bie beiden Gleichungen: 
DD img; 2 
2) vu y— rm dx 


und x ſowohl als auch alle feine Differenzial: Koeffigienten Ox, 
9°’x,, 2. zu eliminiren. — Man hat zu eliminiren x, dx, 8°x,, 
zu welchem Behufe man 4 Gleichungen braucht. Da man ſich 
aber aus den gegebenen beiden Gleichungen beliebig viel neue 
Gleichungen verſchaffen kann, wenn man die gegebenen beliebig 
vft (nach t) differenziirt, fo differenziiren wir zunaͤchſt noch jede 
ber beiden Gleichungen (1. u. 2.) einmal nach t, und erhalten: 


| 





5. 17. Geſege des Differenzirens. m 
Bin. Im). 11: 7m, A GE Er 
Wenn wir aber jegt zwei Gleichungen mehr haben, als vor: 
‚her, fo haben wir doc) auch einen Ausdruck (dx) mehr be: 
fommen, der wieder eliminiert werben muß. Differenziiet man 
num diefe beiten Gleichungen nocheinmal nach t, fo erhaͤlt m man. 

5) ‚dx, = —m-öy; | 

6) | dey ‚= —g-d%,—m- dx... ' oo. 

Nun baben wir 6 Gleichungen. und Fönnen-bie .& von. x 
abhängigen Ausbräde x, dx, x, 8’x,, d'x,- welche darin 
vorkommen; ohne ‚weiteres algebraifch eliminiven. Auch iſt das⸗ 
mal die Gleichung (5. ) gang überflüffig, da fie wiederum einen 
neuen zu eliminirenden Ausdruck (8°) einfuͤhrt. — Man eli; 
minire daher bloß aus den Gleichungen (1. 2. 3.4 u. 6.) 
die 4 Ausdrücke x, dx, dex. unb dx; und ba die Gleichung 
(2.) allein nur x felbft enthält, fo nimmt man bloß die Gleis 
Hungen (1. 3. 4. u. 6:) und eliminiet aus ihnen die 5 Aus; 
druͤcke däx., 8%, und SPxı;. und man erhält zalett: ee 

öy, = gm-dy, tm? Ay, a 
welche Gleichung weder x noch Differenzial⸗Koeffizienten von 
x enthaͤlt. 

Dieſes Beiſpiel laͤßt ſehen, daß dieſe Elimination allemal 
möglich iſt, ba jede neue Differenziirung nach t allemal zwei 
neue Gleichungen und nut einen neuen von x abhaͤngigen Aus⸗ 
Druck liefert, fo daß, wenn man diefe Differenziirungen nach‘ t 
fortſetzt, zuletzt nothwendig ein Ueberfchuß von Gleichungen, ge 
gen die Zahl der zu eliminirenden, von x abhängigen Ausdrücke. 
(Differenzial: Koeffizienten) hervorgehen muß. 

Als ein noch zuſammengeſetzteres Beiſpiel ſeyen gegeben die 
4 Gleichungen: 

1) 3%,=y5; 2) y, =x; 
3) x = Trcosv; ) = T-sinv; .. 


DREH rue a2 ⸗ +.’ 4 ’ . / 5. v 


und aus dieſen 4 Gleichungen ſollen x unb y, aber auch alle 
Differenzial: Koeffienten von x.und-y (nat) eliminirt wer⸗ 
ben, fo daß zwei Gleichungen. bloß zreifchen..r,..v..und.t übrig 
bleiben. 
| Da bie, Differengiatipn ber. Gleichungen da. u. 2) nach 
allemal eben ſo viele neue, wieder zu eliminirende Ausdruͤcke ein⸗ 
fuͤhren wuͤrde, als man dadurch neue Gleichungen erhielte, ſo 
werden wir dasmal bloß die Gleichungen (3. u. 4.) hinter ein 
ander nad) t bifferenzliren, und wir erhalten jundchft: 
"5: Sie hält sinv dr Org cosv;' 
BD) "By Tee08V. dv Or sinv, - 
und dieſe, noch einmal‘ nach- t differenzũrt, geben: Ba 
55 Si: = — re coev.Ön = %sinvdn- dv | 
J dar· cos -x· sinv· Div; 
8) aty,: = Zr sin dytcZoosv. dr, — W 
| Rn ‚dt: sinv-Hr>cosv- O’v;. 
ug den, 6: Gleichungen (I. —- 4. u. 7. 8.) kann man nun 
die 4 Ausdruͤcke x, y, 8°x, und-d°y, eliminiven; ‚und man er- 
hält ale Endrefultat die beiden. Gleichungen: 
rꝰ · coſy = —re cha v.dni? — 2 8iny dt: De - 
, Bros v —r- einv- deviʒ 
 Pesiny’ r · sinv-dv’-+-2cosv dr OvcH - 
Dre sin vchr-conv- dt; 
welche durchaus nichts mehr enthalten, was an das Daſeyn 
von x oder y wwinnern fönnte ) 


*) Wäre vorausgeſetzt geweſen, daß r kein t enthält, wäre alfo r nach 

t Fonftant, fo wären diefe beiden End» Gleichungen viel einfacher geworden, 

weil jet dr, = 0 und Zr, —=0 if. Man hätte dann bloß erhalten, weil 

man nun in den Gleichungen (5. — 8.) alle die Glieder nicht bekommen 
hätte, welche von der Veränderlichkeit des r herrühren, . 
j rcosvꝰ = —cosv-dv, — sinv-ö’v, 
Tesinv? = —sinv- dr d-t-cosv- dr. 


Aus diefen beiden Gleichungen könnte man dann leicht noch r algebraifch 
eliminixen, und fo eine Gleichung bloß zwifchen v und t übrig behalten. 
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Diefed Eliminiren wird aber allemal mothiwendbig, fo Oft man 
eine gdep mehrere Differenzial⸗Gleichungen bat. zwiſchen den Ders 
aͤnderlichen dh 3, y ꝛc. und nun. neue Veraͤnderliche r,. 7, 26 ,gänfühs 
ren will, ſtatt der alten xy! — Es find in diefem Falle ‚alle 
mal Gleichungen ‚gegeben, wie b B. die vorliegenden Gleichun⸗ 


"gan (3. u. 4.), wodurch die neuen, Veraͤnderlichen r und y ein 


geführt werben, und es muͤſſen daher. nun aus all en vorhan⸗ 
denen Gleichungen alle g, y, x. und ihre Differengigls ‚Kosffisiene 


| ten eliminirt werden. 


W u g 18. , oa : Au 
Es tann aber die Aufgabe —* Aus. zweien Din 
„terhiai—- Gleichungen, z. D. aus re nn; ge 


1) I, u hr dr, VO. 

2) dy= g— med bon ry? 
den Veränberlichen t zu eliminiren, "benfelben, nach welcheni 
‚die Differenzial : Koeffisienten genommen find, fo daß man bloß 
eine Gleichung zwiſchen x und y erhält; alfo entweder zugleich 
mit den Differenzial⸗Koeffizienten Ay,, dꝰy,, ’y,, 267: ober 
bafür lieber mit den Differenzial : Koeffizienten Ox,, 8°x,, 8°x,, ıc.. 

Um dieſe und aͤhnliche Aufgaben zu loͤſen, muß man zuerſt 
nach ($. 16.) die Unabhängigkeit des Beränderlichen t auf einen 
andern · ber Veränderlichen, ‚3. BD. auf x, ‚Übertragen. — Man 
nimmt daher ri ($ 16.) m am ur. zer 

: = Ay. x :Bx,, ... 

9 == Ö’y, 0%, -dy,+d? X. 
und ſubſtituirt dieſe Werthe für öy, und yı- in bie gegebenen 
Sleichungen (1. u. 2.); und man erhält 

3) ds, = —m· dx⸗· VIA | 
und Dy,-dx24-dy, 8%, —g—n.dy,-32:-V IFy2, 
welche letztere Gleichung jedoch, wenn man. flatt Pk. ſogleich 
feinen Werth aus (3.) fubftitwirt, viel einfacher fo: Ä 


a Ai Aup. I. 6: 18 
) WARE By une Du 
geſchrieben werben kann. — Aus dieſen Gleichnngen (3. n. 4.) 
muß men nun die Differetjial;Roeffhienten von x’ nach t noch 
eiminisen FE 

Zu dem Ende differenglirt man diefe GSlachungen dem 17.) 
gemäß, nad) t, beachtet jedoch dabei, daß y, dy, y,, sc als 
Sunftionen bon x, dadurch nach f differenziirt werden, daß man 
die Formel ($. 11. L) anwenbet, nach welcher” BE 


7 


9%, = — Op," 0x, 


alſo — = dr; &y,), = ö'y,-öL; x. 
iſt· Geſchleht dies bier lunachn Stoß bei der Sleichuns 
ſo erhaͤlt man 

dey, — B „dx, ‚9° x. =0- 
oder 5) 0° „d2420°y, Or=( | 
und biefe Gleichung reicht dasmal ſchon aus, um ans (3, 4. 
u. 5.), fowohl x, ale 35 eliminicen zu tzunen. Man erhaͤlt 
zuletzt als End⸗ ⸗Reſultat 


ı 6).' Hy, —2um- By. VirS:. =.0, 


welche End Gleichung nicht mehr t und auch nicht mehr Diffe: 
retzial: Koeffizienten nad t, alſo vom Veraͤnderlichen t gar feine 
Spur mehr enthält. 

Das Verfahren im Allgemeinen leuchtet aus diefem Beifpiel 
genugfam hervor. Man fubftituirt nach ($. 16.) zuerſt bie 
Werthe für dy,, °y,, °’y,, 2.5 man bifferenzürt dann Die 
Gleichungen nach allem t, indem man jedoch). 


&(2y,), = 9? „dx, &(dy,), — 8». „O8, &. 


berückfichtige; man eliminirt zuletzt wenn man durch fortgeſetz⸗ 
tes Differenziiren genug Gleichungen bekommen hat, fowohl t 
felbft (was in dem vorliegenden Beifpiel gar nicht vorfam), als 
auch bie “u ‚vorbandenen Differ emial Roeffginten Axı, Aꝛx., 
Ö’z, T rd 


Det 


L 
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Daß man aber durch fortgeſetztes Differenzliren ſich allemal 
genug Gleichungen verſchaffen koͤnne, geht daraus hervor, dag 
jede neue Differenziation zwei Gleichungen liefert, waͤhrend 
hoͤchſtens ein neuer Ausdruck (naͤmlich ein neuer Differenzial⸗ 
Koeffizient von x nad) t) eingeht, der wieder eliminirt wer⸗ 
den muß. 

Endlich begreift man leicht, wie das Verfahren auf Ag Eli. 
mination eines folchen Veränderlichen aus mehr als 2 gegehe 
nen Gleichungen, ausgedehnt werden kann. Die hier gegebenen 
Prinzipien, durch bie hieſi igin Beiſpiele exlaͤutert werden in jedem 
Falle das Roͤthige a an die VDand geben. — 


un IT Ber, BE I ennh 
Pe Zwek der in den Boten bi 1. — s ei 
lelten Lehven, iſt; ri es 
1) bequem in eine ach ganzen eileen son hr th 
laufende Reihe entwiffeln zu können, dadurch, Bag: man ·Gefetze 
und; kehren” hat, tie Die Koeffizienten. Lieſer: Reihe bequem - aus 
einander. und der erfie: aus fx: felhfl, hergeholt werben. — Das 
Reſultat dieſa Enswiffelung ninunt I in: Becher ſp aus: vo 
Ba TA E Re ER E Te 
and bie Gleichung wurde ($. 7. O.) ber ‚Taplor'fäie Leht⸗ 
fat genannt. (TEEN na unt 
a) Mittelſt Siife: "Süßes kann. man aber noch fehr bequem 
in ya Oder Bey wæ in Reihen vertdaitbeln, welche 
nach, Potenzen von h und k, ober von? ki Künbd IL; u ſeiw. 
forfaufen;. und; blefre: letztern: Amfandeb: Balder, Reihen bet ar, 
der ten, c. Orbnung gennimt werdenten ui Co. 
Dieſe Saͤtze nehmen fich. id Zeichen Jeſchriſben fo: EIN * 
folhe ($. 10. C u. J.) zu. ſehen fi find. .. — Han 
3) Man kann aber auch mittelft veſſelben Käylorfsen 
Satzes eine bloße Funlktion ſ. in eine Neihe verwanidelin/welche 
nach: Potenzen von x—«, oder nach Potenzen von x. forekäuft. 
—. Bet: man nämlich im der Formel HI -e flätt x; und!in 
L [3] 


— 
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ber dadurch entſtehenden &leichung welche fein x mehr ver 
wieder x—0 Ratt h, fo erhält man: ° 
a)? : 


1. £= 1% „r[öß], ee L. I; 


[eL],- 


und wird hier. noch © flatt a gefett, io geht * Gleſchung 
über in 


IM. K— =r [u + DE, 1 —E —ãX Feb: 


Der Sag (III.) wird häufig der Maclaurin sche Lehrfag 
genannt; ben Sa (II.) dagegen kann man ben allgemeinern 
Maclanrin’scher Lehrſatz nennen. —_ Die möglich bequeme 
Entwiffelung dieſer 3 Reihen (I. IL u. III.) betrachten wir aber 
As den Hauptzweck, ja als ben einzioee Zweck ber. bier bis jetzt 
entwikkelten Lehren. 

Anmerfung:l. Da fon auch als eine. bloße aultien 
von h angefehen werden kann, fo folgt von ſelbſt, daß wenn 

man dieſe, als ſolche, nach dem Maclaurin' ſchen Leheſatze 
(III.) in eine nach Potenzen von h fortlaufende Reihe. verwan⸗ 
belt, man nochwendig wieder die Taylor’fche Reihe ve 
halten muͤſſe. . 

Daß aus au) der Sa as wieder hervorgehi, en 
xmae=h, alo x=e-rh. gefegt wird, und wenn man in 
der entftehenden neuen Gleichung: wiederum x ſtatt v ſchreibt, 
verſteht ſi ſi ch ohne dies von ſelbſt. 

Anmerkung. 2. Hat fx: fuͤr irgend. einen beſtimenten Werth 
« von x, noch einen beflimmasen Werth, nimmt aber. einer ber 
 Dilferenial ⸗Koeffigienten x, Of, x. für benfelben Wert « 


von x die Form 4 an, ſo exiſtirt für biefen Werth a von x 


nicht mehr eine nach bloß -ganzen Potengen von h, fortlaufende 
Reihe, welhe = fun (für:biefen Werth & von x) waͤre; — 
fondern Die nach pofitiven Potenzen von h fortlaufende. Reihe 


q 


— 





— — nV —— — — 


\ —. 10. Geſete mE Differenpirens. 8 


für Sum enthaͤlt dann auch ˖ gebrochene Potenzen vo’, und 

ber Taylor' ſche Lehrſatz iſt für dieſen beſondern Werth von a 

nicht mehr geeignet, dieſe num eriflirende Reihe zu‘ geben. 
Wenn aber in der dann fuͤr farb. ekiftirenden, nach pofitiven 


und fteigenden Potenzen von’h geordnete Reihe, M-h* die erſte 


ı ber, gebrochenen Potenzen in ihr iſt, und, m zwiſchen m und 


m+-1 ‚liegt, fo haben die m ‚Differenzial »Koeffisienten _ 

rn Or 0 , Ka dt ke, oe 8° 
für x =. noch voͤllig beſtimmte Werthe und die Taylor⸗ 
ſche Reihe giebt auch jetzt noch die erſten m1 Glieder der 
nun exiſtirenden Reihe, bis zu beni init he affizirten Gliede ein⸗ 
ſchließlich. Dagegen nehmen bie Differenzial FT 


o=t1f,, Het, RE, ıc ran 5 


alle fuͤr =. die Form . an, und ſowohl der Rocfient, 


M des Gliedes M-h*, als die uͤbrigen Gheder ber‘ Reihe 
muͤſſen dann auf andern Wegen vollends dazu. Befunden Babe, | 


[ht 
Der Beweis biefer Behauptung ergiebt fich aus der Somiel 


(2) (92), = sr), = [892], AU 
welche aus ($. 11.1.) augenblicklich herporgeht, wenn man x-+-h = x fett. 
— Iſt nun für x=a, wie wir vorausgeſetzt haben, 

an = SrArch+Arb HA ne HA." Mech nee, 


fo findet fih, wenn man links und Ä nach h bifferenzüirt, links aber 
Die Sormel (9) anwendet: 


== AH2AschH öde hend — 
PER y 
und wenn man noch eimmal und wiederholt fo bifferenzüirt, 
[5], ;, == 24,+3-.2-Ay hr. +m(m—1)A, "+ j 
’ elu—)M-hH eo, 
[8%], „” BA, -Hn(m-—1)(m—2)A, bh"? 
u(u—l)(u—2)M . pen. °.., 


[3*] 


[%], 4 


u. ſ. wef.; zuletzt 


DS 


% En ta 2u.;l | PS 19 [N 


Br, ® ee 
rt), = ya An re ee 


ats a 44494 


nt. 7 eg man, aber in biefen gieichunen uüberall Rull —* h, io 
eebäie.men, . mA A An, an: amd 


— > = — Beil jedoch‘ bie Erpoitnteh nal), .uU— —(m+2), | 
an ꝛe. —*8* werben, fo nehmen“ von jest an für h=0, die 
Reihen aur Rechten Glieder von ber som 7 L auf; und ſo beweiſet ſich 

irder Teil Ber, geinacten ehenptung x, “ 
M dehen —— 1. ſo bat fon ör, fie ı=a die Form 
—, Wabern > bo fie 2 en: vainmir Werth won 


2 rm +» 
“.ı 


3 für x=e. 
Beendan] ———— DR J Th ywmmi 4 RR 


X). Stellt die Formel {P) dem. (6. 2) voran (mad man wohl 
Slichfenien fan), ſo iſt das geöenwärtige Verfahren ſehr geeignet, um den 
union (den · Lehrſatz im Allgemeinen zu beweifen und 'qugleich die 
hier hinzugefügte fpesielle Betrachtung mit anzuftellen. 


a 2 
se [I ' 
1% _ ‚fr v v pi , " y 
} X | I. \ \ Fi BER?) 2 ‘ 3 
- ” * 

2* ”». LM 4 . 

bunt fan. “ ec A 
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d. . es wäre dan auch = in Siffern angebbar, alſo nicht unendlich» Elein; 
was gegen die Vorausſetzung wäre. — Und da offenbar r-2?<r-z if, fo 
ift r-2? mit r+z zugleich noch unendlich = Elein; u. f. w. f. 


6) Bon zweien Zahlen a und b, die endlich oder unendlich» - 


Klein feyn mögen, nennen wir bie zweite b unendlich - Flein 
gegen die erftere a, und die erftere a dann unendlich; 
groß gegen die iweite b, wenn der Quotient (das Ver⸗ 


Im 
haͤltniß) p 


5 
eine folche fo eben (in 4.) definirte unendlich⸗kleine Zahl iſt. 
7) &ind k, p, q, r, 5, 2. irgend telche, ganz beliebige, 
aber beſtimmte Zahlen, und nicht Null, fo if, wenn 2 unend⸗ 
lich⸗klein gedacht wird, 
p-z unendlich⸗klein gegen k, alfo k unendlich groß gegen p-z; 
q.zꝰ unendlich-Klein gegen p+z, alfo p-z unenblich-groß gegen q-2?; 
r+z° unendlich-Elein gegen q-z?, alfo q+z? unendlichsgroß gegen r-2°; 
u. f w. f.; und allgemein. ift 
' ‚sez"tl unendlich »Flein gegen r- 2"; 
alles der in (6.) gegebenen Definition zu Folge. 
Man theilt daher die Unendlich» Kleinen in Ordnungen, und 
rechnet folhe Unendlich» Kleine gu einer und derfels 
ben Ordnung, deren Duotienten (Verhältniffe) irgend 


enbliche Werthe haben, fo daß Feine derfelben gegen die 


andere unendlich» groß oder unendlich: Elein if. 

So gehören z, p-z, q+z, r+z, x. zu ben Unendlich: Kkei” 
nen ber erften Ordnung; ‚und find z, z’, zU, ꝛc. folche Un⸗ 
endlich Kleine der erften Ordnung, fo gehören 22, z+z!, p-za, 
p+z-z!, q+2?, rez/, ıc. zu den Unendlich» Kleinen der zwei⸗ 
ten Drdnung, u. ſ. w. und zu, p+2°, qg- 7%, re2%, pe . zT, 
ge 2#. 29.2 AP, zu den Unendlich» Kleinen ber nten Orb: 
nung, wo man fi) n.(pofitio) gang ober gebrochen benfen 
kann, während. diefe Ordnung des Unendlich- Kleinen höher 
oder niedriger heißt, je nachdem m größer oder kleiner if. 


.— 





⸗ 


3 Aunalyſis. Rap. IL $. 20 


auch immer gedacht ſeyn mag, fo liegen zwiſchen ihr und der 
Null doc) immer noch unendlich viele andere Zahlen, der Größe 
nach alle von einander verfchieden, aber alle größer als Null 
und Eleiner doch als diefe fo fehr Kleine Zahl  — 

Denn, wie groß auch die ganze Zahl — sebacht {em maß, fo yerben 

. z z 32 4ı u—1l)z 
bach die u— 1 gebrochenen Zahlen ri rar he m der 
Heihe nach immer, guößer und größer, And jedoch alle Heiner a = d. h. 
Heiner als z; dabei aber größer als Null. — Die Zahl z, fo klein fie 
auch gedacht feyn mag, liegt alfo um dieſe beliebig große Anzahl = von 
Gliedern von der Null ab. 

4) Eine Zahl nennen wir „unendlich s Flein" oder „der 
Null nähft anliegend“, wenn fie gar Feinen beſtimmten 
in Ziffern angebbaren Werth hat, fondern immer noch Fleiner 
gedacht, wird, oder immer noch fleiner iſt, als jede noch fo klein 
ſchon gedachte Zahl *). 

Eben fo nennen wir eine Zahl n unendlich⸗groß, wenn 
fie nicht mehr in Ziffern angebbar- gedacht wird, fondern größer, 
als jede noch ſo groß ‚gebachte, aber beſtimmte Zahl. 


OR. daher = uwendlich fen e ie a unable, und 


in a amembf groß, fi unenduch Me: 


5) Iſt 2 miendlich ein, fo iſt auch p»z unendlich⸗klein, 
auch’ q-2°, auch r. 2°, 2c., wenn nur p/q, r, ꝛc. nicht Null, 
fondern beliebig große, aber völlig beftimmte Zahlen find. 


Denn wäre z. B. p»z nicht unendlich: klein, fondern, wenn auch noch 
ſo Hein, aber in Ziffern angebbar, etwa =k, fo folgerte, aus 


pz=k, ſogleich de 


*) Wenn eine (irgend einem Geſetze untermorfene) Linie von beſtimm⸗ 
ter Länge ſtetig wächſt, fo if z. B. bie Differenz zwiſchen zwei näch ſt auf 
einander folgenden Zuftänden diefer Linie unendlich -Flein. — Eben fo 
iſt die Differenz zwiſchen zwei fietig nächft auf einander felzenden Zeiten 
unendlich-klein. 
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8.5. es wire dann auch = in Siffern angebbar, alſo nicht unemblich Hein; 
was gegen die Vorausfegung wäre. — Und da offenbar r-22<r-z ik, fo 
ift r+2? mit roz zugleich noch unendlich» Hein; u. f. w. f. 


6) Bon ziveien Zahlen a und b, die endlich oder unendlich- _ 
klein ſeyn mögen, nennen wir bie zweite b unendlich -Flein 
gegen die erffere a, und die erfiere a dann unenblich- 
groß gegen die iweite b, wenn der Quotient (das Ver⸗ 


It 
| haͤltniß) p 


a 
eine folche fo eben (in A.) definierte unenblich-Fleine Zahl if. 

7) Sind k, p, q, r, 5, 2c. irgend welche, ganz beliebige, 
aber beftimmte Zahlen, und nicht Null, fo if, wenn z unend⸗ 
lich⸗klein gedacht wird, 

p-z unendlich⸗klein gegen k, alſo k unendlich-groß gegen p-z; 
q-z? unenblich-Hlein gegen p+z, alfo p-z unendlich-groß gegen q-z?; 
r-z? unendlich-Elein gegen q-z?, alfo q+2? unendlich⸗groß gegen r-z°; 
u. u w. f.; und allgemein. ift 

’ 821 unendlich Klein gegen r-z”; 

alles der in (6.) gegebenen Definition zu Folge. 

Man theilt daher die Unendlich Kleinen in Ordnungen, und 
rechnet folhe Unendlich: Kleine zu einer und derfel- 
ben Ordnung, deren Duotienten (Berhältniffe) irgend 
enbliche Werthe haben, fo daß Feine derfelben gegen bie 
andere unendlich» groß ober unendlich» Elein iſt. 

So gehören z, p»z, q+z, r+z, x. zu den Unendlich: Kki- 
nen der erftien Ordnung; und find z, z!, z’, ꝛc. ſolche Un: 
endlich Kleine der erften Ordnung, fo gehören 22, z+z!, p · 22, 
p°2z+z, q+2?, 203, sc. zu den Unendlich: Kleinen der zwei⸗ 
gen Drdnung, u. ſ. w. und z”, p»z", g-7’, r°Z%, pe Hz, 
ge 2.29. zT, zu den Unendlich» Kleinen ber nten Orb: 
nung, wo man fi) n.(pofitio) ganz ober gebrochen denken 
Tann, waͤhrend diefe Ordnung des Unenblich- Kleinen höher 
oder niedriger heißt, je-nachbem mn größer oder kleiner ifl. 
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8) Iſt oz balebis und ſetzt man bie Summe de n-H1 
Glieder 
—E + 8, 
ſo erhaͤlt man, wenn man dieſe Gleichung mit z multiplizirt, 
und das Reſultat ſelber wieder von ihr ſubtrahirt, oder (was 
daſſelbe iſt) wenn man ſie ſogleich mit 1-2 multiplizirt, 
1l— rt 
1—z ' 
Iſt nun z>1, fo wird zet mit n zugleich immer größer und 
unendlich⸗groß; ift aber z<1, fo wird z"t! immer Kleiner, je 
größer n gedacht wird, und unendlich— klein, wenn n unendlich, 
groß gebadt wird. — — i 
Iſt nämlich 7* ſo it z= (lu) und u poſitiv, alſo 
Zr —_ Im)t = Ir(larl)a+e-, 
und alles poſitiv, die game Summe alfo mit-n „iusleich merdiich ro. 


SR aber u<1, fo if —>1, alſo 52 dr SH tn du 





1—zt! = (l-2)S, alfo $S = 


gleich umendlichsgroß, folglich (nach 4.) 1:—.r * mb xti iu gleicher 
Zeit unendlich Hein. | 
Die Summe aller Glieder dee unendlichen Reihe 
ATA 2A 2 A-. Zar. 





_ nur um ein Unend⸗ 
lich - Kleines verfchieben, fo oft z<1 übrigens beliebig groß iſt. 
Für 2S] ift alfo die unendliche Keihe - 
AHZAHAHAHL Ah | 


iſt daher allemal von dem Werthe 





allemal von T, d. von 2A nur um ein Unendlich : Kleines 
2 


verſchieden. — Iſt daher. a<3, fo Hft der größte Koeffizient 
A der unendlichen Reihe 
a+bz to rd, weil fie 
$leiner als A+rA 2 HA 2 HA 2 re iſt, 
doppelt genommen, allemal.größer als bie ganze nnendilche Reihe 
a-trb:z-Fc:2-»rd: 2’ +... 


$ 20, Von Unendlich⸗Mleinen. 41 


H daher P der groͤßeſte ber: Koeffitenten in ber ne 
PO 257: 3 
FR iſt allemal 2P 2" größer als der Werth Dicker: Reber: went 
nur z<1 gedacht. wird, alſo um fo: mehr; wenn % Hoch ſeiner 
oder gar unendlich⸗ klein ſeyn ſollte. 

Der. Werth einer nach ſteigenden Potenzen vom 
unendlich⸗klein gedachten z, fortlaufenden: unendki— 
hen Reihe, in welcher =”. bie niedrigfte der in ihr 
vorfommenden Potenzen von zif, iſt daher obgleich 
aus unendlich‘ vielen Gliedern beftehend,. doch ein 
Unendlich-Kleines der nten Ordnung (nad) Nr. 7.) 
Diefer Werth iſt daher gar nicht unendlich: klein, 
ſondern endlich, wenn n=o ſeyn, d. h. wenn die 
Reihe mit, einem Gliede k ohne z anfangen ſollte. ” 


9) Iſt eine Reihe, die nach fteigenden Potenzen eines un: u 


endlich -leinen z fortläuft, der Null gleich, fo iſt der Koeffzient 
p ihres erſten Gliedes ſelbſt unendlich⸗klein. = Und“ pa das 
Unendlich⸗Kleine der Null naͤch ſt anliegt, ſo iſt es der Wahr⸗ 
beit naͤchſt anliegend, wenn man dieſen erſten Koeffizienten p 
der Null gleich nimmt; und jeder andere, wenn auch noch ſo 
kleine Werth, den man ſtatt p ſetzen wollte, wuͤrde dagegen vom 
wahren Werthe von p unendlich weit abliegen. 
Iſt nämlich 
peꝛ 49.2 He ==0, 
alſo ach pr ygz rt ser Het, | 
fo ik nah (Pr. 8.) z+r-2? +52’ +++ zum mindeften unendlich-Flein 
von der erfien Ordnung Alſo ift auch p unendlich-Elein zum mindeften 
von der erfien Ordnung. Weil aber p, der Vorausſetzung zu Solge, als 
Koeffitient, von dem unendlich>Eleinen » unabhängig: if, fo wird man, wenn 
mon p==0 fegt, wenn nicht das Wahre, doc) dasjenige haben, melhes dem 
. Wahre zunächft kommt, weil jeder andre noch fo Heine Werth, den man 
für p fegen wollte vom Unendlich-Kleinen unendlich⸗w eit abliegt. (Bel. 
Pr. Nr. 3 u. 4.) 
In ſolchem Sale muß man baher unbe 
 p=0 n | 
nehmen, fo oft überhaupt p in Ziffern wir ausgewerthet 
werden ſoll. 


a "Mehl Al 5:20, 


i 
140) Wird daher eine Funktion £ für 2 nAchft auf einau⸗ 
ber folgende Werthe von: x, nämlih für -x—=a und für 
zzue-ih, mo h unmblich>Flein gebacht werden muß, der Rull 
gleich, ſo iſt für diefen Werk x=—=a nicht bloß 
1x0, fondern auch noch df==0. 

Denn es iſt nach der Vorausſetzung (für hnnendlich-Plein und für 

ze) =0 und LO, ur auch nach dem Zanlorfchen Lehrſatze 


BES nn na 


demnach auch nach (Nr. 9.) der erſte Koeffizient &, = = 0 (für biefen be⸗ 
ſtimmten Werth « von x). 
Wirbd aber eine Funktion für drei aͤch ſt auf einan⸗ 
der folgende Werthe @, @-Fh und @-Pm-h von x (wo hun 
endlich= Hein gedacht iſt) ‚jedesmal der Null gleich, fo iſt auch 
für, = e nicht bloß , = 0 ud di, fondern auch 
noch IL * 0. 

9. Fi man hat das mal bie 3 Gleichungen 

1 


X 


h? u 
und 2) a h +, 4 +3. N... = 0 


3) dembar, BE Be _ 0. 


Eliminirt man aus den beiden Iettern ‚Gleichungen SE, [dadurch daB man 


die (2.) mit.m multiplieirt und von der (3.) fubtrabirt], fs erhält man 
hieraus noch 
4) a. ze. >» en. Bari = 0; 





und deshalb iſt nach (Nr. 9.), wegen der Gleichung (2.) zuerſt = 0, 
und wegen der Gleichung (4.) auch noch 8°, = 0, verficht fich, immer nur 
wenn biefer beſtimmte Werth « ſtatt x gefest wird. 

Und allgemein: Iſt fx der Null gleich für n nächft auf 
einander folgende Werthe von x, deren erfier « ift, fo if für 
dDiefen Werth « von x nicht bloß fx«==0, fondern aud) noch 
%=0, = 0, 8% =0, und fo wm. f., fo wie zuletzt noch 
a, —=0; aber nicht nothwendig auch IE —0. 

11) Hat man ferner eine Gleichung 
.y = 0, 





| 


0 Dom Unemblihs einen. " “ 
wehhe..für:3 Paare von einander unabhängiger aber einander 
naͤchſt anliegender Werthe von amd y ibensifc mind: udanlich 


für me a mh, be fine ya. 


enhlich noch :füt x = e-Fmh,.y rd -ok, 109 h und k- une 
endlich⸗klein findr. fe iſt: fuͤr die Werthe m: mb: vad wi und y; 
nicht bloß ka,== 0, fanden auch: no Ale 4: und Di, O. 
Denn, entmilfelt man F.y-tk und f x-Hmh,y-tak nach dem Tahlvr⸗ 

fen Lehrfatz für a Meränderliche?(6. 14:2.) in Reihen, die nach h und 
k fortlaufen, und ſetzt men dabei üheral ph ſtatt k, fo. daß bloß 
entſtehen, die nach Potenjen von h gllein ſortlaufen, f6 hat man nach den 
gemachten Vorausſerungen, wenn a und ? ‚Patt x und J gernt werden, 
die 3- Bleichungen‘ 

MD) GE ne. 2 ro 

3) AB HBR pe, N Amine: 


3) (Bee m-+BH, np)- area — 
Daraus folst aber nach. (9. —R 
4) SL p — und 6) mRl nt,‘ PB: = 6; 
und aus diefen Steigungen ‚Folgt ieberui, u 
= 0" 


x y ee n u R x - , 
wenn nut à Aett’, und Pate y führt wi. ee 


12) Aug (Nr. 9.) folgt aber much noch ie aadert prab 
tifch bequeme und daher wichtige Sag: ' 

Menn man in einer Sleihung withen Anend— 
lich-Kleinen verſchiedener Ordnungen, alle Glieder 
der niedrigſten Ordnung allein behaͤlt, alle Glie⸗ 
der der hoͤhern Drbnungen aber wegläßt,'fo ift die 
fo entfichende Gleichung allemal eine richtige. 

Denn bringt man die ganze Gleichung auf Null, fo laſſen fi all⸗ 


Glieder der niedrigſten nfen Ordnung in ein einziges Glied p-za vereinigens 


eben fo Tann man alle Glieder der nächten höhern (n-4-1)!:? Ordnung in 
ein einziges Glied q-zmt1 zufammenfaffen; u. ſ. w. f. Die gegebene Gleis 
hung nimmt daher die Form 
Perg AR He 

an, wahrend z unendlich⸗klein iſt. Aber eben deshalb iſt nun nech 9), 

P O., due ⸗ 3 
d. h. die gegebene Gleichung bleibt richtig, wenn man alle Glieder wegläft, 
welche unendlichsElein yon einer höhern Ordnung fiad, und nur bie Oli 
der der niedriggen Orbnung alle ſorgfaltig zuſammen behäke. - 


N 





J 
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2.7.Sab men es alſo mit Steigen zu thai jwiſchen Un⸗ 
endlich⸗ Kleinm,“ fo: kann man ſchon waͤhrend des Aufbaues 
der Bleichungen alte Slieder, welche das Unendlich⸗Kleine in 
einer · hMnern Orduimg entalten: wirben,- als diejenige If, 
weldye: in bee: Gleichung bereits vorkommt; hu weiteres weg⸗ 
laſſen. Dabinch wird. den Aufbau der Gleichengen ungemein 
erleichtett. tr 
Es Inn: 1" aber bei dieſem Veofahren hei; Haß bie fo 
eniftchende Gleichung identiſch wird, d. 5. baß ſich die Unend⸗ 
lich Kleinen dieſer niedrigſten Ordnung alle von ſelber aufheben, 
das Reſultat alſo zwar richtig iſt, aber dem Zwecke nicht mehr 
entſpricht. Dann muß man le Glieder der naͤchſt hoͤhern Ord⸗ 
nung des unendlich⸗ Kleinen in die Gleichung ˖ mit aufnehmen 
und ſo eine neue Gleichung ſic bilden, welche vielleicht das 
Verlangte leiſtet. — Sollte uuch diefe Gleichung identiſch wer: 
ben, d. h. folten auch die Unendlich ‚Kleinen dieſet naͤchſt bh: 
bern Hrönung ich gegenfeitig. aufheben, ı fo daß ſie je gar. nicht 
erfcheinen, — fo ficht „man. - fich gezwungen, wenn man fonft 
feinen Zweck verfolgen- will, alle Glieder deu nun naͤchſt hoͤhern 
Oxdrung in bie Glejchung wit aufzunehmen; uff. 

Dieſes letztere Era = tritt aber in ‚den + Anwenbungen nur 
AR: felten ein:... . .. .- ur 

Br Ns 2 21. | 

: £-eine Funktion . eines Veraͤnderlichen x, und dbehichnen 
wir einen unendlich⸗ kleinen Zuwachs, welchen dieſer letztere er⸗ 
leidet, durch dx *), fo wird .aud) f einen Zuwachs erleiden, den 
wir durch. de begeichnen. :Diefer zugehörige. Zuwachs df fol 
nun’ gefunden, d. 5. in dx enttoiffelt’ außgedrückt ‚werben. 


*) Um folhe Zumwachfe zu bezeichnen, gebtauchen wir immer das (fies 
bende) d, zum Unterfchiede von dem (runden) 3, welches hier durchaus 
und immer im Sinne des erfien Kapitels gebraucht wird, d. b. als ein 
Operations⸗Zeichen. Wir bitten den geneigten Lefer, hierauf befonbers 
su achten, weil die Verwechslung diefer beiden d und 8 ein uölliges Richt 

verfichen des hier Entwikkelten zur unvermeidlichen Folge ihiete. = > © - 


2. Vam Ummbliäinätieiben, 8 


Man hat aber, der Aoragſegung zu ‚Solger... 
1) df = — Ix.ıdx BG 
Entwiffele man nun frraz nad) dem Tayloriichei ‚Schuige 


.&TOJ)r: indem yon deſclot ‚dx fat h fegt, fo ergiebt ſich 


| 
j 


ſogleich 

Same. RER, BL Be J 

Da nun x mendlich⸗ Hein 24 erſter Ordaaig) ge⸗ 
dacht iſt, ſo folgt aus ($. 20. Nr. 8.), daß dieſer zugehoͤrige 
Zuwachs dk im Allgemeinen ebenfalls unendlich⸗klein von ber 
exſten Ordnung ft, ‚bagegen..für einige ſperitlte Werthe ‚von x 
(welche dfx zu Null machen) unendlich⸗klein uag.:des, zwricc 
(au, hoͤhern) Orxhnung werben. kan Sp; hof. su kann anach 
(6.20, Ne, 12...in, Vergleichung wait, Unendlich » Kleinen ben sür 
fin Krönung, alfo namentlich, in Vergleichung mit px, ‚sicht. an 
Rechnung, oder (mag, in der Wirfung genau als daffelbe er: 


X er 





ſcheint) als RUN N Rechiänig geßtächt were kann. 


Es geht. daher wenn nun. da-muendlich- Klein if An 
qhue (39 in die, char fo; genane Plane: il an 


3) de.’ Ob: ..dx, oder. ol. zt 


über, fobalb m man nur, was in der Kegel der Fall ·iſt, Haaks 
lich⸗Kleine der erſt en Ordnung beruͤckßchtigen mil.” <: 

Das Berhäitmißnchen ‚der: Quozieent dieſer, beiden un⸗ 
enblich⸗ kleinen Zuwachſe af. und dx, If Kaps, beſtimmt, und .iee 
wer Fanktion ‚fs gleich, twehkhe: wir unser. dem. Iaımen, der; Y fr 
Leitung oder des Differenzial Roeffigienten im vorhergee 
henten Kapitel aus jedem gegebenen. fx zu. finden. gelehrt hahen. 

Nennt man. dieſe unendlich⸗kleinen Zuwachſe dh Au, Diffea 
rengialien; fo kann man zu und‘ alſo auch mit Reit 
einen Differengial; Duozienten. nennen. Fr 

Anmerkung. In dem: Ausnahmefeite aber, daß mir Die 
Glice ber 2ten Orduung des —— ⸗MAleinen au: einauder 
vertlichen werben ſollen, muß me - cal 


— — —— — 





_ . it; DR. m 


at — 3, a, Bu 


vehement; (a. Dies orbomlt iie 


de + or a 


nehmen maͤßtt, wenn in gewiſfen —E— nur die Glie— 
der mit einander verglichen werden ſollen, welche Hnenkli Kleine 
ber Geis rming fahzie. Fi fi. a nn. 


ee u ee Ge 7. a ee Br 
Visa nulsbrinas 2. de 2 

—* :£ eine Suiten vi x m F ar kann f Weit Bu 
Mache ae a 
Eden’ race * havergehe, wenn man bloß x um d« 
wachſen ;Taß. ' Wird. Folder bir « Bereiche r bat m man 
td Su DEE | 


R 





L. ‚di = de. de, ee J 


3) den Zuitadit‘ ben f 5 erleidet; wenn y allein am dy 
waͤchſt. Wird biefer ;jepige unter -df verfianden ,: ſo hat: man 


IL. df-—= df,dy, oder w — 9%; J 


enblich aber auch - ae? . Zu 
3) den Zuwachs; he Fbanir“ tet, toenn x unb yju 
geich bezlanch ur dt: und 7° 7 Wied der jehige Zu⸗ 


if, fe *8 ‚lchen- nach: * ‚Zaylor’ een —8 — file 
3 Veraͤnderliche . 10: C.) fmũden, indem man daſelbſt dx ſtatt 
h; und dy ſtatt k feßt, zugleich aber, in:f6 ferne dx und dy 
unendlich⸗klein gebacht feyn ſollen, alle zweiten und hoͤheren Di: 
menſtonen von h und. k.(nagh $-20, Nr, 12.) ‚gegen b und k 
ſelbſt, weglaͤßt. — Man erhält dann 
u dead: · dx -Ay. 
Vergleicht man nun dieſe 3 Reſultate (L.— I). mi einan⸗ 


- 


be, ſo bemerkt.man ſogleich: 1) daß: ein-und baffelbe Seichen 


df dreimal eine andere und verfahiebene Bedeutung bat; 2): daß 


2 \ 
\ 1 


| 
| 
| 
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in der Gleichung (IE) ‘die Bedeutung; von df.gerabe bie Summe 
ift, derjenigen beiden Ausdruͤcke weiche in (I) und (IL) unter 
af verftanden werden. — Deshalb. nennt man bie beiden d£ in 


‚(Lu IL) die Theilzuwachſe oder die Parzial⸗Diffe⸗ 


renzialien vonnf; wattend mmm-.df in: (HLJTh0R- fatale 
Differenzigl;nen f neust: 2. 

‚Weil es aber verwirren wicht, menn man ein. und, boſſibe 
Zeichen df in 3 baſchedenen Vchertungen gebrauchen walk 
fp aflegt man. win. in an 

gatt def dt, in (I), in, Ghteiben er a 
Name zone. — 1 File 


auch wohl Sioß 


Pe 88 ati) a chehe man, 6 in \ u 


ne !. 33 
0 vr 0e 
. 


ur 2 ar wohl sr 4 ar. ep 


e "in @ 4J uud NEN oder! wohl ug, € ms: * me 


Zeichen behacltet merken, ‚welche Dur in biefer, Ei eine; „hl 
lig beſtimmte Bedeutung, haben, fo: daß das Zeichen. di im 34h 


ler nie von feinem Nenner gefrennt wird, weil nur der um 


tergefeßte Nenner ‚erkennen läßt; in welchem Sinne das Zeichen 
df im Zähler genommen if. Diefe zufammengefegten Zeichen 
nennt man dann auch Parzial: Differenzialedstogienten, 
wohl aud) Parzial-Differengial: Koeffizienten. — Wird 
nun außerdem das Zeichen df ſelbſtaͤndig gebraucht, fo verſteht 
man dann allemal. das totale Differenzial darunter; d. 5: 
deu. Geſammtzuwachs, welchen £.baburd) erleidet, daß 
und: yzu gleicher Zeit um bie unenblich»Fleinen dx und dy. 
wachſen. — Die Gleichung (III.) kann nun, dieſer fefigefeuten 


Bezeichnung zu Folge, und indem man. fie mit ben Gleichungen 


(I u IL) in Verbindung weint, auch. ſo arena werben, 
un 


“ v Mesh a EL; 5.23. 


LEE 5 wi Be (ray e | 


I, rend m ® ” 


- 


oder Ind ‚di = di, FL 


21 — 1 ; Mach Hier inuß Pre Bench Wei An⸗ 
merkung zu ($. 21.) angeführten Ausnahmsfaͤllon, die Glieder 
der naͤchſt Höher Dimenflonen ber unendlich⸗ iſanen dx, dy, 
welche der Tay lor'ſche Lehrſatz lefert, noch himenchmen. 
Anmerkung 2. IR aber fx, = 0 und gugleich auch 
fr tax y ray = 0 vorausgeſetzt, fo iſt wenn man die Unendlich⸗ 
Kleinen der hoͤhern Ordnung nicht berucfſichtigt, nothwendig 
nd at = 0, d.h auch dh. de + . dy ⸗0. 

23° : en u“ . 


$ 23. 

SEE de Fapftion: Dreier Veranderlichen x, y und: z, 
welche bezuͤglich um die unendlich⸗kleinen Zuwachſe dx, dy, dz 
wachſen koͤrnen/ fo‘ erleidet Z: [deb:en: verſchiedene Zuwachſe, 1) 3 
Zuwahſe. wenn x, y, 2 jedes allein wächt; 2) 3 Zuwachſe, wenn 
on & „Yıık iminer ji ete. zugleich wachſen; 3) 1 Zuwachs 
wem '%, y, z ale 3 zugleich wachſen. — Die 3 erſtern in (1.), 
bezagtich Durch dx, dy, da dividirt, nennt man wiebetum Pax 
zta⸗ Difterenzial— Quszlenten und Bereit Me wie⸗ 


der mid en 

en ⏑ 69 

ode ‚bloß: —8* u rn EA 

BE un | 5 5 EL A ar „di “5 : 
ER a @. “ ir. de :..: oe 


Werden bie:.3 folgenden Zutsachfe in: @) betrachtet, fo geſchieht 
dies dann in: den Sinne des vorhergehenden (49. 22.), Indem 
man den Zen. Veraͤnderlichen, der nicht waͤchſt, auch nicht wei⸗ 
ser beachtet, mie fo viele andere Buchſtaben nicht. weiter beach- 
set: werden, bie in ſ noch vorkommen koͤnnen. —  Begeichnet 
want: aber min durch df den totalen Zuwachs in (B.), fo findet 
ſich folder, weil er = A—- — —*— iſt, nach Den 

Tay⸗ 





5. 44. .L.  Bom Unendlids Kleinen. 4 


Taylor'ſchen Lehrſatz fuͤr: 3 Veraͤnderliche ($. 10. J.), Indem 
man besüglich. dx,dy,dz ſtatt hk,l ſetzt, dabei aber alle, über die 
erſten Dimenfionen von b,k,l hinaus gehenden Glieder, dem 
($. 20. Nr. 12.) gemäß, gegen Die erfieren. weglaßt — Man 
abat deher jetzt 

V. d 5% — BE: .dy-+ er. .. dz, 
welches man auch ſo ſchreiben kann: 


Hark ar 4y+(Z ): u 


t ’ 


Ef & d: „..: 
| at ⸗ I. dt dy ·dy + % '..dz. 


Anmert. 1: Iſt aber —* 0 und fr-raxytaye-tis Se 0 
zu gleicher Zeit vorausgefegt, ſo iſt, da die Unendlich Kleinen 
der höhern Ordnung nicht beruͤckſichtigt werden follen, nothwen⸗ 
dig auch di = 0, d. h. 9% - ds-M Ol, · dy 8% de = v 
und diefe Gleichung drückt demnach die Abhängigkeit aus, in 
toelcher die unendlich «Fleinen Zuwachfe -dx,dy,dz zu einander ſte⸗ 
hen wmüffen,. wenn a mit fx, zugleich der Null gleich 
ſeyn fol. 

Anmerf. 2. Man. begreift, wie diefe Betrachtungen auf 
Sunftionen von beliebig ‚viel Veraͤnderlichen ausgedehnt werden 
fannen..— Auch ſieht man zu gleicher Zeit, daß wenn bie Zus 
wachſe dx,dy,dz, 2c. unendlich⸗klein find, und deshalb Diffes 
renzialien genannt werben, auch ‚allemal der von ihnen ab» 
bängige Zuwachs . df unendlich. flein und im Allgemeinen auch 
von derfelben Ordnung ift, und deshalb mit: demſelben Nechte 
ebenfalle Differen zial (und nicht bloß Differen) ge⸗ 


nannt wird. 


$ 24. 

1. Bird kals eine Sunftion von x allein betrachtet, alſo 
daß man hat, wenn x gang willkuͤhrlich um daB unendlich 
Heine dx wärhfl, und der it qusehodrise Zuwachs durch df bezeich⸗ 
new: nii Fran 

L [a 





ed 
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nn: df =:0f, - dx; 
ſo fieht man, daß dieſes Differenzial df ein Peodukt iſt, aus 
dem von x unabhaͤngigen (nad) x konſtanten) Faktor dx, und 
noch einer Funktivn von x, nämlich Bis. — Obgleich alſo das 
Differengial dx von x ganz unabhängig (nach x konſtant) ge: 
dacht iſt, fo if doch das zugehörige Differenzial df eine Funk: 
tion von x. — Waͤchſt daher jetzt in biefer Funktion df, bag 
veränderliche x noch einmal um dieſes dx, fo waͤchſt auch bie 
Funktion df um etwas, welches durch d(df) oder d?f bezeich⸗ 
net wird. — Dieſes def heißt nun daB gweite Differenzial 
von f und twird nach bderfelben Regel. ‚gefunden aus df, wie df | 
im ($. 21.) aus f gefunden worden if. "Man hat nämlich, 
wenn man im 6 21. Nr. 8.) If d< fett | f ſebt, ſogleich 
d’f = &Öf, -.dı), » dx; 
allein da dx mach x) konſtant if, ſo wird biefer Fonflante Fak⸗ 
tor nad) ($. 9. Nr. 5.) bei dem Differensiicen herattgeſehz i 
daß man bat 
öl: dx), = dx-XAh), —= dx „a. Ä 
Setzt man daher diefen Werth in bie vorhergehende Gleichung, 
fo hat man 
2) ad, ober et — 9, 

Da nun d’£ dem zu Folge wieder eine Funktion von: x iR, 
fo erleidet auch dieſes def noch einen Zuwachs, wenn x noch) 
einmal um dx wächft; unb wird folcher durch d(df) ober d’f 
bezeichnet, fo findet fih nach ($. 21. N. 3.) 

def = B(8%, + dı®), + dx, 
< f 


553) def — Id ober = TR 


Diefes def heißt aber bag heiter Differemial von f. 
U. ſ. w. f. ⸗ 

I. Iſt £ noch immer eine Funktion von x, wird aber x 
wieder als eine Funktion irgend eines neuen veraͤnderlichen t ge 
dacht, und waͤchſt num letzterer um ein unendlich⸗kleines dt, ſo 
werden x und £ zugleich, wachfen, um Zuwachſe die man durch 

j | 
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dx und df bezeichnet. Und waͤchſt in’ legteren, t noch einmal 
um dt, fo wachfen dx und df felber wieder um etwas, welches 
bezüglich durch d’x und A?f hezeichnet wird. — Wächft t noch 
einmal um dt, fo wachfen d’x und d’f wiederum bezüglich um 
d’x und def. U. ſ. mw. f. Was aber jetzt unter A?f, d°f, ıc. 
verfianden wird, iſt etwas gang andere® ald was in (L.) unter 
benfelben Zeichen verfianden worden M Es iſt nämlich jetzt 
nach (I.) en 


DE d, ein; 


2) ds = 8%, . die, oder = = = din; 
di | 
| u. f. w. f. . - 
Und gerade eben fo ift (nad I.) | | 


at 
‚DM, Ne... 


3) dı=Öd di, ‚ober dx _ == dm, 


12°. 


J 2) ei. = ER [2 N te w = 9 toi. 


2 ar == 8, —8R or ir =s. J 
J en af w oe; 
Po aber nach ($. 16. Ne. Nr, 1. ad wenn man wieder⸗ 
dert nach t bifferengültt, | 
4) 0. = df, dx; 
BD, = + Bf, Binz 
"6 = ÖrL. 82°, + 30°, » dx, V, +öf,-d%r,; 
u. ſ. 72 Zee 
iſtz ſo folgt; wenn man. in dieſen Gleichungen hatt dabend⸗ x! 
eben fo-Ratd'öf, 8° fr? ar Tor 20. iur Wethe aus (13) und 
(1.133) ſubſtituirt, — 
La]. 
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A) A A, 2 oder d= öl» a | Fo 
a», de, 
B) A * x x ® « +6 fe, * de 3 
de %x..d’x dr 
C) ‚de — = u, art ‚de. de, +ök- de? > 
u. F w. f.: | 


Setzt man aber in bicfen Cleihungen A, B, c, 2) ſtatt 
der Differenzial⸗ Koefftzienten Of., 8°, 9%, 2. ihre Werthe aus 
(I. 1. 2. 3.) ſo gehen dieſe Gleichungen‘ wenn man noch mit 
dt, dt?, dt’, ıc. multiplizirt / in folgende über: 








e) at = E "&ı; 

2 ee 

y = a an 3 
, fm 


wo zur Linfen unter df, def, ds, ıc. die jegigen Zuwachſe ver: 
fianden werden, die durch wiedekholtes Wachſen des Veraͤnder⸗ 
lichen t um ein und daſſelbe dt heivorgehen, während dieſelben 
Zeichen df, def, def, ꝛc. auf der rechten Seite des Gleichheits⸗ 

Zeicheng, bie Zuwachſe derſelben Funktion fĩbedeuten, welche durch 
das Wachſen des x um ein und baffelbe fonftante dx (unab⸗ 
bängig von t) hervorgehen. Diefe Gleichungen’ (a, f,y) lehren 
alfo, wie ‘diefe beiden verfähiebenen Arten von Differenzlalien 
unter ſich zuſammenhaͤngen; namentlich lehren flex : "...:: > 

1) Das erfte Differenzial df if, in beiden Fällen ‚daffelbe, 

wenn nur in jedem Salle unter dx daſſelbe gedacht wird, d. h. 
‚wenn in (IJ.) das beliebig gedachte dx dem Werthe nach über: 
einftimmt mit dem dx, wie ſolches bier (in II. ) dirch dab Wach⸗ 
fen des Veraͤnderlichen t um dt hervorgeht: - 

2). Die zweiten, dritten md ‚höhern ‚Diffeienzialien 
def, d°f, xc. find in beiden Faͤllen von einander verſchieden, wenn 
auch dx in beiden Zällen denfelben Werth ‚haben. ſollte. 

I: 
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8) Wenn man d’x, :dixs.ıccher' Null: gleich’ fekt; fo ſinb 

biefe hoͤhheten Differenzialten in. jedem ber beiden Alle, nicht. anche 
verſchieden, wie die. bloße Anficht der Gleichungen. (a. B. y.) 

lehrt. Allein. fo wie dx — 0, dı = D, :c. ift, fo bat man 

borausgefeßt, daß dx.=eidt;,. bi hi: daſt: x anberinberfich iſt 

und dann verſteht ſich dieſe Uebereinſtimmung tion ſelbſt. 

L ebrigens darf man, ſoll nicht die groͤßte Verwirrung 

emſtchen⸗ m den Glrichungen (Cce.! 8. y. ) zur Rechten⸗ namlich 


’ 2 | 
in ben düöträcfen Sn = En rc. x. „nicht. die Nenner von 


den Zahiern trennen, weil gerade an den Nennern erfannı wied⸗ 


in welchem Sinne die Zeichen: df, def, d°f,x.-in:den- Zählern 
zw nehmen Sud, daß fie naͤmlich von dem ˖unakhaͤngigen Wach⸗ 
fen des x um das (konſtante) dx herruͤhren, und nicht von dem 
Machferi Des dritten Veränderlichen t (um dt)... ©" 

Gewoͤhnlich fagt man übrigens: „das Differenziak.dz todre 
fonflant,!' wenn man den Fall (J1.) im Augt hat; ‚dagegen 
ſagt man: „das ;Differengial dx wäre ſelbſt wieder veraͤnder⸗ 
AUich,“ Rate dag man, wie wir hier in. (II.) gethau haben, fa; 
gen. follte/ daß x ſelbſt wieder als Funktion eines neuen Ver: 
änderlichen betrachtet, und dieſer letztere wachſend gedacht werde. 
— Vebrigens find, wie dies hier immer vorausgeſetzt wird, alle 
beliebig gedachten. Zuwachſe dt oder dx anendlich-Elein ge 
dacht, und alle Abhängigen Zuwachſe wie die Formeln lehren, 
find dann unendlich⸗klein geworden. 

Dabei find aber, wie die Anfi cht bes Formeln lehrt, alle 
zweiten Differenzialien df;H?x, Unendlicg- Kleine der 2ten Ord⸗ 
nung; (alle, drisgen Differengialien def oder, dꝰx Unendlich Kleine 
der Sm ‚Ordnung uf. w. fe. unter der Borausfegung, ‚bie: wir 
hier immer machen, daß ds, dt, dy,: ꝛc. ic unendlich Kleine 
der er ſten Ordnung rm = 


— . um 


DB a Te LEBE DU Le EEE 

Br BT; 9*— es *8 53 
1. Iſt: £ eine Funktion voum —8 "un: Wädhft: x; um 

& und u gleicher Zeit um y, und neunt man:df ben Zu: 


42723 
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Wache, den f baburch: erleidet; fo hat man, wenn / ke Immer, 
dx und dy unenblich»Flein gebacht find, nach-C$. 22.) . . . 
I) Eddy ar i. 
. Denkt man ſich num, daß. in dieſem- Zuwachfe df, der ſelbſt 
wieder eine Funktion von x und Y iſt, abermals x und y tn 
bezüglich dx und dy wachſen, und: daß mın der. Zumachs, den 
af dadurch erleidet, wieberuur.durdg, d?E bezeſchnet wird, fo en 
halt man, weil dx und dy als von x und y unabhängig (nach 
x und y lonſtant) angeſchen weden , ſopleich nach demſelben 
(22) 0: 
d(df, - “) = dx > det) = ee dx ort. Rd, age dr) 
d®f, » dy) == dy- 406) = dy» rt det fr ady); 


alfo auch or. Bee un 
df= Mr Ze en Zu a, U 
2 oder er 
2) me | 
PPBRE BER. ‚de: A! ad , 
nm nch. 10) z 


OH DR), Or, 5 
eb nad ($ 2.3.27" BE “ u 
Fun — unb — 9 ) J 
| | FR 
dr Em 2) ie) =. J 


iſt, und jeder der beiden (nach (6. 10. Nr. 1.) abe gleiten) 
Differenzial⸗ ⸗Quotienten am weiteſten jet Rechten⸗ durch das be⸗ 





2 
F d - F bejeichnet wird. 


Denkt man fi) Hier in dieſem zweiten Viferemiei d?f, in 
fo ferne ſolches abermals eine Funktion von x und y ift, dieſe 
letzteren wiederum bezuͤglich um dx :umb dy wachfend,; und be 
geichnet: man den dadurch hervorgehenden Zuwachs, den dat er⸗ 

| 


quemere 


\ 
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leidet, durch def, fo har: mar fuͤr dieſes drit tr Differenzial 
noch 
d’f def.. dx? + Mg dee. ara 331. a, «dx. dy? 





a BY, dy?, .. 
IHR BPRRERL 5 x daꝰ.d rag · ds · qy 
— gg 
d°f 
’ Hays dy', 


wo zur Rechten ein und daſſelbe Zeichen d?f-:4 verſchiedene, je⸗ 
doch an den darunter ſtehenden Nennern erfennbare unb ba; 
durch von einander zu unterſcheidende Zte (Parzial⸗) Differen 
zialien vorſtellt, waͤhrend das (totale) Zte Differenzial def zur 
Einfen, micberam eine Die verſchiedene Bedeutung bet. . 
aemf u: 
II. Denkt man fich immer noch f als eine Sunftion s von 
x und y, welche binter einander um dx und dy wachſen; denkt 
man ſich aber letztere dx und: dy Aelbſt wieder veranderlich (d. h. 
denkt man fi) x und .y als Fnuktionen von t, und ı num "um 
at wachfend, fo daß x und y bezüglich um dx, dy, letztere wie 
der bezuͤglich am d’x, d’y; 16. 2c. wachfen), und bezeichnet man 
bie nun hervorgehenden Bumehik durch d, det, xc. ıc. 2 ſo bat 
man. a “ 2 | 
1) a = Of, 
EVEN ; & 2.7 A6r . 
u. f w. f. 
waͤhrend aber jetzt nach (8. 11.) und wenn man hinter einan⸗ 
der nach t differenzürt, 
11) d, =, -dx,4+81,-dy,; 
22) = &f- 2 28. A, = dx, -dy,-+ 8,872, 
HAI, Da 


" ... ’. ° 721 .. 1 
. . ' > .. DE 2 R 
. Fr 
9 = w 1 
21 ne; 


. . . 
42 * “r 


u. ſ. w. | FA 
if. Setzt man daher dieſe Werthe in (1.2.), fo erhält man 
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A) af = {X 80 07. 7273 euere 
df 
oder | df , SE » dx, +5 4y5. en 


B)- be. RUE.» dr dy Hör, dp? 
+df: * Hay -ay,n 


he —* er. a, 4 2 dd „ 
Sn dy’ * — der ” 


.. eh wi UI Ra TEE —— 
wo sie. Differensialien Hop: f zur Rechten belagich genau die 
felbe. Bedeutung, haben; wie in: (I), waͤhrend jeboch die Zeichen 
def, ꝛt. ꝛc. zur Linken: offenbar: etwas andres bedeuten, ale die⸗ 
ſelben Zeichen def, ꝛc. x. indem Sleichungen der — zur Eins 
fen vorftellen. om. 
ne na ker NIIT 


U ma 26. 


ee ee, Bd EL 


tan Beste wien man alle: biefe Betrachtungen. auf Sant. 
onen. F won ‚beliebig. viel: Benänderlichen ausdehnen kann, wie 
aber die. Bedeutung ſolcher Zeichen :dH, .d?£, A°E, ac. ſehr ſchwan⸗ 
kend iſt, wenn man nicht ſtatt dieſer Differenzialien lieber Dife 
ferenzial- Dupgienten ſchreibt, fo daß man. dann an den Nennern 
erſt genau erkennt (vermoͤge der ein⸗ fuͤr allemal gemachten An⸗ 
nahme) in welchem Sinne, bie Zeichen, f, det, det, ıc. im Zaͤh⸗ 
ler, zu nehmen find. ., 

Es find aber allemal gehhcheuenb gefunden worden die 
Zeichen 


EEE re Er ap 
fz —_ 0... 
9 und ai 
: ga 
y | . darf 
uf, J 
Ixx und 5 
di ur ' 
2 \ ‘ I. P and... FERN dx?’ V 
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a bh 
3 
9' ur und rer 


u. ſ. w. f.; 
ſo daß wir in der Folge, ſelbſt da, wo wir unendlich⸗kleine Zu⸗ 
wachſe zu beftiminen haben dech lieben bie, ‚Äindg, Ashenden Zei⸗ 
chen gebrauchen,’ als "die —* zur Rechten Nehenden; auch die 
unendlich⸗kleinen Zuwachſe, wenn wir ſie brauchen ſollten, lie⸗ 
ber jedesmal direkt, d, h. bloß, durch Zuziehung bed Iſten Kapi⸗ 
tels und des darin aufgeſtellen Taͤhlor'ſchen Lehrſatzes für 
Funktionen ; zined :unb mehrerer Veraͤnderlichen, ableiten mollen; 
ale daß wir Paragruphen des gegenwaͤrtigen: Kapitels zu Hilfe 
nehmen. 

Der Taylor'ſche Lehrſatz (6 7. ©.) läßt ſich übrigenßr 
in die hiefigen: Zeichen: ausgedruͤckt nun auch ſo ſchreiben; 
I. Baı'za + She Di re: F , 

Der Taylor'ſche kehrſatz für 2 Va tidauche 10. 5. 
ſchreibt ſich dagegen nun uch fe - 

gi ng peeginm 


u. ar a he gr: ah 
5 —8 1 def She , . "af: — Fer 
ray + —— ad a re 
MEET E12 „ dE..chek®: 
" * dy? er, .dy? 3 Se, 
.df % 
nn die 
Deögleichen ſchreibt ſich (0. 10. J.) nun Vech fo: * i 
m. a), 
u ‚d Fb: una Jal) 7 
dA. h? 2) y) u „zu ab. 
en men 
Ta 
TI . et sd she 





pn ' # r - . u Er Ba ro... ‚Is . ed 
erregen .711 (wur me ,T m URS 





„Höhere Analfis., 


er , 002 7 . 

; . nr A 7 
"Drittes, Ropitel., 

— —— Quabraturen oder Zurrerion enswit: 
en un anier. Melkigegebener Funktianen. 

‚a umche , FO. > ‚>: ar. 1 . BE BE . 


—R ur. © ‚ ey .5 en 


Tepe Sfeion Yu dere Different Kbeffhiaut ich x, eine 
gegebenen-Funtfion y, gleich wird, Jet, ein ‚Fate sral sony; 


„nach ar» und, wird/ durch das Zeichen — 
ſv.· dx pn fy.de 
vorgeſtellt/ wo das angehaͤngte dx bloß apbeuten fon, daß der 
Differenzial⸗Koeffizient "von dieſer Zutiftiön,, naͤch x genommen 
werden song, wenn haauslogmen ſoll N. Das integral 
finden, nennt man Integfirem. Fe | 
‚Sl demnach Pr das geſuqhte Integral von y, nad x, iſt 


alfo “ ee 


‚Ir Z -.- efp.-a 
fo ift nl” 
2) r We Er 





*) It v ent danttion vn: x, und dent man fi $ x um daß unend- 
üUch—-kleine dx wachſend, ſo wächſt „_Aim etwas, das durch dy bejeichnet 
werden mag; und man hat dafın 'nah-& 21.) dy = dy, + dx. Iſt alſo 
Sy, = yY, ſo iſt dy = y, dx. — Man kann daher ſagen: das: Inte⸗ 
gral Sy.» dx begeichne die Zunktion von x, deren Differenzial dy 
> genau dem y„+ dx gleich ift. Daher gerade diefe Bezeichnung. 


._ 


28, _ Integr. entw. gegeb unkt. 9 
be fe 33— 
Iſt aber vorausgeſetzt —J J Ber Er 
EEE 
fo if auch TEE BER: Re ER 
a .. DM. 


genden ©. Ä 
d. » II. ron Ys * dvx. | 
3 mouse d. 6 . —W 
An ip. din —— vo y nach 8* if — 2* wur 
kacrin' ſchen Lehtſute (63 kb "©: ee 
(x 
»). * — +BRL Er —— Bi, 
Weil aber der Vorausſetzung zu EEE EC u 
2) Yu Yx 
iſt, ſo folgt, wenn man dieſe Gleichuns unendlich oft dere eins 
. ander nach bifferengttety > 3 nt ahnen 22 


3) Pb, ed, ei, Dr er —— st 

Setzt nian · dahet dieſe Werthe tüs — In Ye Bid 
chung (A), und noch te. len I Ti. 
a) K EEE "€ für 1A Pag Ba ven 
fo bat man 5 — 


8) ———— KT Ars 


wo zur. Rechten aleß hetannt GWoaͤmlich don Dem —— Fr 
abhängie) il, Bis auf C., welches aioch; näher. und fo. .heftimumg 
werben. muß/, daß wenn man in: G.) den Ausbewmk:gar Rot 
wach x Difereugärt, Dann geradr . wieder fammkı- :; . 5 
Differenzüirt mar aber die Reihe! zun Nah in (5) mb 
bedenft man, daß C nad) x Fonfant Mr alfo, u: x Pier 
Hirt, Null giebt, fo a man * 


2, + By, * 
und dies iſt genau bie Maclaurin’ * * y. 6:19) 


2... a De'nde 
et 
‘er 














60 Ti Kap HL: 5. 29; 
Alſo ift die Reihe zur Rechten in (5.) genau dad Intdgral von 


y nach x, wie man auch C nehmen mag, wenn es nur von x 


unabhängig (nach x konſtant) gebacht if. y 
Die Gleichung (5.) fehreibt fich daher fo: 


+ Sy d= CH; ——— —— 


und ſie iſt eine allgemeine Indegrel⸗ Formel ı db. b. ſie hiebt je: 
des integral von jeder gegebenen Funktion y_, nur meft in 
Sarm einer unenblicden Reihe"), 8: haͤuffg in unbequemer 
Sorm. Dabei heißt C bie allg: meine Konſtante, und man 
kann ſtatt dieſer Konſtante C jeden Ziffernwertb, auch jede Funk⸗ 
tion geſetzt ſich denken, tun darf ſie Fein. x enthaͤlten Cd. b: fie. 
muß nach x onftant em), „ u 
3. ame 

gede Sunftion 5 7. "pat aber umenbtic. viele⸗ iccchle, ik 
ſich jedvch alle nur durch einen verſchiebenen Werth der Kon⸗ 
Fante von einander unterſcheiden. — Hat die Konſtame C 
irgend einen beſondern Werth angenommen, ſo Heißt das ‚Inte 
gral ein befonderes; iſt ſtatt C noch nichts beſtimmtes ge⸗ 
ſetzt worden, oder etwas was ſelbſt noch alle Formen und 
Werthe annehmen kann, ſo nennt man das Integral, weil &8 
noch-elte Selonbiren. in, fich- fchließt, dad allgemeige: <<. 

Man „erhält aber dag allgemeine Integral allemal, wenn 
mar irgend dines ber befonderen Integrale hat, und bay 
weh. einen (nady x): konflanten und nach. unbeſtinunten (allge⸗ 
meſnen) Ausdruck addirt; eben: weil alle beſonberen: Integrale 
nur um einen, mady:x konſtanten Ausdruck, Der jedesmal ein 
Aubenen: ind wi: son: wande derſchnden ru u. 


* a Er 





*) Sy y„ eine ganze unten bin x; ſp bricht bie ie diefer db 
gemeinen. Iutegralformel ab, und man erhält das. Irtegra hurch fie auch 
in in endlicher Form. 

LI... ha” oa ta) "ir 


5:30; Integr. ent gegeb.Fankt. 63 
weint m ini. ori. 7 on} 
FE 980.020. Pur 
Kehrt man die Differenzialformele.: ih 9. Nr. Nr. 5. % 
wu ’$. II. L) am, fo: erhält sman ſogleich folgende Auenar 
formeln: 
1) .JArp, de om ide ip,» de 
2) ‚SE W) d=/p, —— nz“ 
3) Sp,“ pe de ze ge fp. di ld, de. ägf. as, 
wo Sve: . dx” jedesmal ein: und daffelbe Gefondere Inte⸗ 
gral von bee | Ba 


a). Sp K. . ‚= Sg, &,)- . da, BR 
weicher letztere Satz ſagt, :daf. man ein und baffelbe bekommt; 
ob man 623 nad) > x integrirt, oder ob man in ꝙ. ſtatt des Ver⸗ 
anderlichen x eine. beliebige Zupftion von 2 feßt,. dann aber bie 
Funktion p, mit dx mulciplizrt und das wWedutt —X nach 
— FE 3 8F 

Wendet man: ‚be 13% an, fo fast man beim Antegris 
ren (nach x) wird jeder en 2) fonfante Faktor her⸗ 
ausgeſetzt. 

. Wenbet man die (2.) an, 0 fagt man: eine. Reihe. ein 
gelner Glieder wirb intesrirt, wenn mangedes Slich 


%,. 4 rt > 


22 #) Venmögediefer Bormel- (&) fat man auch bie Formel €B.) ans 
ders fchreiben. Da nämlih p-umdi w: ale Bunleionen non x. doxaugeſent 
find, fo find auch » und x Funktionen von g (und auch y und x Funk⸗ 
tionen von v), und dann if auch Sy.» dx eine Funktion von x, und in 
fo ferne. auch eine Sunftion von 2. Da es nun einerlei tft, ob man diefe 
Funktion von p- mad) 5 integrirt, oder ſolche vorher mit dDy. multipiultt 
and das Produkt dann nach x Integrirt, ſo hat man alſo Nöp, Sb) = 


Nr) dy and bie Formel (A) ſchreibt fich fo: . .. - ii c' 
Nox" yo) IE = pr für 5 de.’ 
“ Und fest man fyr-dx = n., fodah y=dn,, alſo px yo). x 


Jpx On, dx = pda nad) detfelten (4.) * nimmt dieſelbe Formel 
C) aech Ye, andere Zorn an, nämlih p- dx = 9 — fa de. 


.„a.& 0 


86 Analyſiß Kup. IE 8,26. 
A) € =» Eye 
af 
DB... di Er + dx tr "dy;. , i Bar 
B) dit Bi. dx 2DM,, . dxedy-t Bil, dy® 
+8. Kuna u 


oder  - Lan 2 Mr der dy-Hni. 
u Er —* 
win, f: FREIE Er ur 77. 


mo die. Differemgiolien Hop: f zur Rechten, beriglich ‚genau die | 
felbe. Bedeutung haben, wie in (I.),.mwährend jeboch bie. Zeichen 
def, ꝛc. ꝛc. zur Linken offenbar. etwas andres bedeuten, als bie 
ſelben Zeichen def, ꝛc. x. in, den Braune der —2 zur ein | 
fen vorſtellen. | um 
en) Ba 1ER Pe a: a non DA a Go :1. 

4 . $ 26. Pe 

on Kahn wie man alle: dieſe Betrachtungen auf. Funl. 

onen F von ‚beliebig. viel: Wendgberlichen nusdehnen kann, tie 
aber die Bedeutung folcher. Zeichen :H, .d?E, AL, ac. ſeht fchmans 
kend iſt, wenn man nicht ſtatt diefer Differenzialien licher Dif: 
ferenzial- Dusgienten .fchreibt,. fo ba. man dann an-den Nennern 
erft genau erfennt (vermöge der ein; für allemal gemachten Ans 
nahme), in welchem Sinne, bie, ‚Zeichen. df, d’f, d*f, sc. im Zaͤh⸗ 
ler, zu nehmen find. ., 
| * find aber allemal gleichbebäutenb gefunden worden die 

eichen 


ee er Sa 
Ja 

def. mb F 

| ar ‚= 

Su, und - = 
df Br ! 


" , j , 0 , 2 und 
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d’f 
dx?.dy’ 
d°f 
dx-dy?® 


Bu, und 


d'2f,, und 

u. ſ. w. f.; 
ſo daß wir in der Folge, ſelbſt da, wo wir unendlich⸗kleine Zu⸗ 
wachſe zu beſtimmen haben dech lieben die li henden Zei⸗ 
chen —*8 als "die bier ; sur Kechten —— auch die 
unendlich⸗kleinen Zuwachſe, wenn wir fie brauchen ſollten, lie 
ber jedesmal Direkt, d, h. bloß durch Zuziehung des Iſten Kapi⸗ 
tels und des darin aufgeſteüten Taͤhlor'ſchen Lehrſatzes für 
Funktionen eines: und mehrerer: Veraͤnderlichen, ableiten wollen 
als daß wir Paragraphen des gegenwaͤrtigen· Kapitels zu Hilfe 
nehmen. 

Der Taylor’fche Lehrſatz ($. 7. ©.) läßt ſich übrigen 
in die hieſian Zeichen ansgehrüeffr-ngn auch fo. ſcheeiem; 

2 2 8 ws 

1 aa ne ET a a 

Der Taylor’fche kehrſat für 2 ‚Werhibäiiche @ 10. as, 


ſchreibt fi ch dagegen nun auch. I ” 
4° A ’pe.: a gi | VIEL 


I. — BFNBFREIE PIC matt ge: ‚hen 
R ir Art 
ne *4 Puma: * at —— 
a nn * — — ah FR 
. 8 8 
Ka * 
Desgleichen ſdrabt ſich (8. 10. F) nun hoc) fi 


UL. Srayisen = TENRNEN.. 


L an; da, 


DE 2 yoplas FEN 


+. Fe] 
. er "n- D —R Ai ERDE Tr 
nl ine. ug —* num, u BODEN 1435 


D 1° ” * Er ri „‘ ‚ . 44 
ee — . Be) ar 2 Bu (wii J ne, In: BORSD 








ö u . ‘ F J n * n | . 5 
J a» h e ft 4% na ly ſi 8. 


Tee: TT 
en er "n ’ 
nenn "Drittes, Kapitel, 
—ES— Quadrakuren vder gntegrätien eatwit: 
en an abe: Mibgegebener Sunktianen.... 

di Pa a En 8 An... 


.., [ 2 nn ! 
.4n 8° 1086 ’ . ‚oo y 


A Sanfton Vi dere Different RUE —* x, einer 
gegebenen · Funkzion 5. gleich wird, Jet din Intre gral v⸗ von Yi 
nach 7 und, wirb durch das Zeichen 


P 2! > 


"fy- dk oder „[y,. ds rn | 
vorgeſtellt/ wo DaB angehaͤngte dx bloß anbeuten fe, daß der 
Differkenzial⸗Koeffizient von dieſer Funktion, nach = genommen 
werden wuß, wenn ——— ſoll N). Das integral 
finden, nennt man integtiren. | 
Ss demnach v. das aeſuchte Intel von y, nach x, iſt 

af 

Dr..." ap. a 
fo ift eh | 

2) =" Bun = 27 oder = — : yx dr, 


) "ib Sunftion von 1 x, unbdenft man ſich x um Dis unend- 





lich-⸗kleine dx yachtend⸗ fo, wachſt · lim etwas, das durch dy bezeichnet 


werden mag; und mean hat dafın nad. 6 21.) dy = dy, dx. IE alfe 
Sy, = ), ſo iſt dy = y, · dx. — Man kann daher fagen: das. Inter 
gral Sy. dx begeichne die Funktion y, von x, deren Differeniial dy 


* genau dem y„+ dx gleich if. Daher gerade diefe Bereichnung. 
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Die Sormeln (18. u. 19,5’ geltn für jedes c; aber wenn c 
megafin:, gedacht. teisd ı.. fo: bekommt :man: folche.- Rügen. zu; Inte⸗ 
gralen n deren. Sinue; Tangente,.2c: imaginaͤr find, und es iſt 
daher in dieſem Halte. fuͤr die. unmittelbare: Auwendung heque⸗ 
mer/dieſe imaginären: Boͤgennnach den Formeln des _($..13.) 
in: Ldgarithmen zu⸗ vermandeln, welche daun öfter ‚reelle: Form 
annehmen. - or Bieden ſo erhält‘ Manz wenn -q- fatt < 


ſebt. wird· en sn le u ab — — 

20 Ar Yeer Ze ‚3 —R Fig | . 4... 1i* zu 

U fee: eh. — di in 

Voten“ N 
2220 E me. her Tr 

. ar ı — —F 1 en — — en Ar . 


412: * ur, - 226ꝛ. *: *5 iR Sir Vo;, in Air 
ir s —— vre 1 geben bieſe noch .) .32 N tt. in’ J 


2273 in g" von DIE —J 
2) NE man 


| Er WR kp) or VE FE, 
a . dx = el = log * — * 
u te * en 21 N ti ps wine dan n K: 1 
— æ R i 
logx th: ober aus dem allgemeinen —E hervor⸗ wenn man 


ſtatt C oder flatt o nach wid —* und andere beftinimte: Worethe 
fest, z. B. log(—1) oder — ober Isa (rb), ı aber ‚log(-«) a Nahe 
t 








oder dergl. m. 
muy. Die Formel Kari hätte man durch Umfehrnng ber etztern Bf 
ſpiele zu ($. 12%). BE a RR ſormal 29) „enatebs. ſich quch 
noch, wenn man —— 1-2 in }- Ir — · — z erlegt, und dann jeden 
Theil nach der SprnyLt14.) ——— — u. 21.) ergeben 
— wenn min zii ol AN, Hnfhıer: Straf’ pejdön) 


lan m RAT * LER en — A 


feßt, "üb u Beer BEN Ren, Er a in 
— „ih! A Mi Be): on 4 


a, 8 ntu: tu z 10 ME: ha 29 ae em Re 
‚griren, den Weg der Gubfitution ($. 30. Nr. 4.) wählt, inden malt 


geralkeu —— et, 36 dep dr Ye wis, bütur 


oa—HIi Sn v!; F un 


diefe Ontegrnleinufnble ———⏑⏑⏑ — ** 12 u Gut 
L [5] 


Ed 


R ran 7 
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Alſo ift die Reihe zur Rechten in (5.) genan das Integral won 
y nach x, tie man auch C nehmen mag, wenn es nur von x 
unabhängig (nach x Eonftant) gebacht ift. n 

Die Gleichung (5.) fehreibt fich daher fo: 


er ei CH, —— 


und ſie iſt eine allgemeine Inlegral⸗ Formel d. h. fie giebt je: 
des integral von jeder gegebenen Funktion y,, nur meift in 


Form eine unenbfichen Reihe *) 18: baͤufd in unbeneme 
fann fast dieſer Konſtante 3 ie en Zifferntberth, auch jede Sunt, 
tion geſetzt ſich denken, : tur darf fig Fein. x enthälten Tb. h. fie 
muß nad x fonftant ſeyn · nn 


x — | 


en, ad ve 

gede Sunftion y. "pat daher unenbti. Siele: Spiegrale, die 
ſich jedrch alle aur durch einen verſchiedenen Werih der. Kon— 
Fante ‚EG ‚von inqnder unterſcheiden. — Hat diß Konſtante C 
irgend einen beſondern Werth angenommen, ſo Heißt das ‚Ante 
gral ein befondereg; iſt ſtatt. C noch nichts beſtimmtes ge⸗ 
ſetzt worden, oder etwas/ was felbſt noch alle Formen und 
Werthe annehmen kann, fo nennt man das Sfntegral, "weil es 
noch ˖ al be Sefonderen, in fich ſchließt, dad allgenreint: 

Man erhält aber dag allgem eine integral allemal, wenn 
mar irgend dines der befonderen Integrale hat, und dazn 
weh: einen (nach x): konſtantem und noch unbeſtinunten (allge 
mehren) Ausdruck addirt; ebenn weil: alle· beſonberen: Integrale 
nur um einen, nach⸗ x konſtanten Ausdruck, Dre jedesmal ein 
anderer. ſeyn wird, don einander wrſchnden find, —B 
— l LT BEER Bu pit 

*) Sy, eine ganze Funktion don x, fe midt die Mihe dieſer ak 


gensginen. Jutegralſormel ab, und map erhält das. Integral durch fie auch 
in enblicher Sorm. 
ln. ia no Nadal ° 


% D 


ran 


6.30, Intege: ent. gegebi⸗Funkt. Mi 

nit ini. LM. MN wir. ati ur nn 

Mi ad de 30... . a. 
Kehrt man die Differenzialformele.: dh 9, M. Nr. bu, 1 2 

8.121. L) um, fo: erhält man ſogleich folgende spa 

formeln: 

1).JArgp de um iA fip, vd; 

2) Spy). de= fo: —* na 

3) Sp,“ pe de ep fo di S[Bp,- ui in. dx 

100 Sve: . dx’ jedesmal ein: und daffelbe Sefonbere Inter 

gral von w, bedenke; a men 


4)... = SQ, &,): ‚dr, 8 
weicher iegtere: Sag ſagt, daß man ein und baffelbe bekommt; 
ob mai“ p\ nad) x integriet, ober ob man in p,'ftatt des Vers 
anderlichen x eine. belichige. Funttion von 2 ſetzt, dann aber bie 
Funktion ꝙ, mit dx, muleiplijt und. das Peobuft dx, nach 
z’integrist 1). urn in Zu TagLur 
Wenden man: "Sie 13. an, p ſagt man: beim. Integri⸗ 
ren (nach x) wird jeder: u 9 fonfiante Saftor hin 
ausgeſetzt. oe 
. Wenbet' man die (2.) an; — fast anti eine Neihe.. ein 
zelner Glieder wirb integrirt/ wenn mangedes Slich 


si ) Weirhögeiibiefer Formel —9* Hate wan un) bie Forma (3.) an 

ders fchreiben. Da nämlich 5undj w- alt Bunkeionen von x doxaugeſeſt 
find, fo find auch w und x Funktionen von ⸗ (und auch ꝙ und x Funk⸗ 
tionen von v), und dann iſt auch Sy» dx eine Funktion von x, und in 
fo ferne. auch eine Funktion von 9. Da ed nun einerlei iſt, ob man diefe 
Funktion von p mach » integriert, oder ſolche vorher mit: Sp, muitipfälee 
and dad Produkt dann nachx Integrirt, fo Hat man alſo Sör: Sei dam 
Sri). dp and die Formel (3.) ſchreibt ſich fo: weg 


S0x° y,).de= 9, fi Yx° MM pur de)- dp. : 


- And fest man Stx° .dx = Ne, ſo daß y= , alfo S9x° y,).d«= 


Jpx "du, dx = fp + dm nad) deifelben (4.) 7 * nimmt dieſelbe Formel 
(2) noch die, andere Zoran an, nämlich p- de = ya — fa dp. 


OD [2 
24 4. r ‚a 


ea ..halgfiß,; Amps TEL ©. 9:31. 


für fih integrir. — Eine Zunftion wirb daher integrirt, 
wenn man fie in lauter einzelne ſeche Glieder gelegt und dann | 
biefe einzelnen Glieder integrirt. 

Die Anwendung. der (8.) nennt. man 1 das " eilv oe Sn 
fegriren. 

Und wird die (4.) bendtt, ſo ſadt man: es werde durd 
Subftitution:integrirk, | 
Diele. 4 Formeln und die Formel (©. dei 28.) find uͤhri⸗ 
gens die einzigen allgemeinen Formeln, welche man in die⸗ 
ſem Theil der Integralrechnung bat, fo daß man um zu inte 
griren, dieſe allein verfucht. 


Die Richtigkeit diefer Integralſormeln dı. 3) erkennt ihan aber Teiche 
daran, dab man: die Aucdrücke zur Rechten differen lirt (nach: x)s daun em 
hält man jehegmal die. Sunktion unser ‚dem Integsalgeichen (/) sur Linken. 
Um die Formel (4) ıu erweiſen, muß man links und rechts nach diffe⸗ 
renziiren, links aber die Formel ($. 11. L) anwenden, niamlich er md 
biſſereniiren, und daun nach mit dx inultipliziren. 

Anmerkung Wird x als eine Funktion von % gebadıt, 
(6. hat san. auch, wenn:dx und. ck amendüch Beine Birnen 
gehörige Zuwachſe find, nach ($. 21): 

dx = dx, da. . 
Warn man daher in einem * die gendhwch „> sefchrie 
denen - Jategenl. nach. x,. 5 B. 

Sy» ‚dr, | 

das dx als Faltor ſich denkt, und, dafuͤr feinen Bes dx. di 
ſchreibt, ſo erhatt man ohne weiteres 
F SW Ede. 
gleich iR. Diefe Betrachtung konn aber als bie ah Re 
gel bieten, nach welcher. wir Fünftighin verfahren, meun wir Die 
fo wichtige Integration bar) aan i in Arwendung brin⸗ 
gen werden. _ | 
won 6. 31. 
| Zehit man die beſonderen Differenzial⸗ Formeln ber is. 8. 
u. $ 14.) um; fo bat man fogleich 





! 
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a en 
1 [Armed Auer. lei mtr; 





led: =: x .. 
3) Ja*-dx = ga. 4) et. de =e’; 


fm =—c08X; \ 6) cosx- dx =einz; 


n 




















T) — dreier; 9») =—eotgx; 
sinX .» ...\_ Frau vorn. _ı . 
9) — PIERRE 5. 10) =. nC0se8 x; 5 
1 1 4 
le — * auch == a 
1 
1 (125%: = Er auch = 5* 


Meittelft: dieſer Integrale kann man wiederum iele andere 
ähnliche finden, z. B. „Jar“ + dx, Ssinpx - dx u. ſ. w., indem man 


pı=z, ı= 4 ſetzt, ſo daß d«= „de wird, und num 


durch Suhftitution, d. h. nach der Formel ($. 30. Nr. 4. und 
Anmerf.) integrirt. Dadurch edit man noch: 


fer «= = Zar‘ rt 


14) Er 
15) arıtHı . dx — 





dx let; 


0 x4; 
pP loga ° 


19 fin+ 0. ie rende + Di; 





17) cos (px + 9 . dx = . sin(px-+q)*). 
9 Iſt ügerpaupt irgend einmal Su k= =Y gefunden, fo iſt dann 
allemal 
| fir ix * vexAa: 
und noch iſt dann auch Zu 


64 walyſis. San IH. : $. 31. 


fair .-;; Int 
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1 1 x-Vc ' 
| nad 6.1 13) = = 70 “ = — V5 
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ty 
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" Vie ig b 


ii —— 1 wo 
—— "Ybe cos Votes 3 | 


. u tr han EL REKEN „I ‚ex 
auch | — * cotg Vi ) 
DEHE EI ELSE To Paae .. Er un . Die 
er Er 1 nd 
Gute Er — 
wie fich findet, wenn man pr = =z fett, ſo det pl ‚de = ‚da wird. 
— Aber eben. fo-ik dann auh neh ' 


n—1 1 
S * —8 de = De 
*) Man muß nur nicht überfehen, daß wenn bei einer Integration 
zwei und mehr Refultate angegeben find, diefe nicht nothmendig‘ einander 
gleich zu feyn brauchen, meil jedes ein anderes bef onderes Integral feyn 
Tann. Wenn aber die beiden Mefultate, welche bei einer Integration ans 
gegeben find, oder. auf verfchiedenen Wegen gefunden -werben, auch nicht 
einander gleich find, fo müſſen fie doch fo feun, daß wenn man fie von 
einander fubtrahirt, die Differenz berfelben (nad x) konſtant votre (nad 


8.29). — So findet man z. B. für 1 . dx die Refultate logx, log (—x), 


log (3x), log (ix), log (ax), log(-bx) u. dell.m:, son denen nicht zweie 
einander gleich find, von denen aber jedes die Eigenfchaft hat, daß wenn 


man folches nach x differenzüirt, . genau wieber — fommt. Und alle Diefe 








nah 6.1). 


befonderen Integrale von — nach x, gehen aus dem allgemeinen 
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Die Formeln (18. u. 19,J'igeltn für jedes c; aber wenn c 
negatin gedacht reind :. fo: befemmf :man: ſolche Bogen: su; Inte⸗ 
gralen deren. Sinus; Tamgenter. 2c: imaghnaͤr find, und..eH-ifl 
daher in. ‚diefem Falke. file. die. unmistelbare;: Auwendung: heque⸗ 
mer sıhlefe. imaginären: Bögensuach den Formeln bes -($..13.) 
in: Ldgarichmen zu verwandeln, welche dann öfter ‚reelle: Feum 
anuchmen,.- Bot. Dies ſo erhält: man? wenn — q- fat < 

weſetzt wird / . J I DIT ee i et NEN, PH zn 


ar ver ‘ 
1,22. 


ver 12 


9 W er 
= — else: Ve dm 
ade a v FO uolina ip: 

- an; —— ng aa au 8 5% ge (Eh hal C. Ki. 
* Jh Ze .c nein —— —XRXE — X Eu nn Air 
m} * bb else li geden dieſe Hop: DR r: ! nd nl 


2) * 11 1 BRETTEN 


Ya) . In 1.9152 
22) | dies ie de. =, dogs + VI + — rn 


25 9 — sk _ — — — 1 
; BR 1 . en lad , . BR fi Sp] 457} . Ds —9 7* 235 
— —— — u: 1 X 








31 ei. 7 — Mix vſi ir T "IFE Fin 


logx tk; pder aus. dem Allgemeinen log (=) -He .heruse, weni 
ſtatt C oder ſtatt a" nach und nach andere und andere beaimmte: W he 
fest, 1. B. log(—1) oder loga oder Ing(-b), oder log(-a) oder logb, 
oder dergl. m. BB ER 
sr. #%: Die Formel (Ar Hätte man: Bund“ urkchrahg: ber letztern ab 
fpiele zu (9. 120). NORTON, Bo „epatebs. ſich gu 


noch, wenn man ı ——: in }- IF —-3°I, ı „ ierlsst, und. dann Jeden 
Theil nach der Formel (I4.) dntegrigt.r. ‚Die Grmelaıa0, u. 21) ergeben 
— weun — BR N" Herne gertor hej it 


nal.ẽe —8 A F net In N 99 


fee» “hr men in) au AWiny HARLEENE zig ah ini 
07990 ‚eh a Ar r" Ey orte NE 136: „3 24 
— 


ui un malen z 10 — 3 act solche bass sm ge! 
„griren, den Weg der Subfitution ($. 30. Nr. 4.) wählt, indem man 


9 ya be. „Ri Ye a 
— u Pr] "Y e. Kt, Au 30‘ 4= mr in, I — 
dieſe —— — werben. ol 2 ed 8un 


1 [5] 


[4 


. | De 
% a wur A q 





& Mr dualyſi Map) I. $.32E IE 


J ⸗ 
“. 


in IE BU. 2 len. 
: ‚Die: vorfiehenden Integrale engeben ſich unmittelbar auawor⸗ 
her entwilkelnen Diffesanfial-Sovmche:. : Sim: Allgemeinen fügen 
vote. Für: bie Auffindung folchen: Integrale noch: Soßgendeg: hinziu: 
1.2 Jehe algebraiſchei rationafe.. game Funktion Kon - x, 
und . Aberhaupt> jede: algebraifche. iSummen von ber. Form 
Art B due Cr ee, fan ohne. weiteres: nach ‘x 
integrirt werden, weil fich nach ($. 31. Nr. T.) jedes Glied der⸗ 
felben integriren läßt, und nach ($. PO. Ar. 2) bie Integration 
felbft ſich bloß darauf guruckzieht. 

II. Jede a gebraiſche rationale brochene * guntion von 
x, iſt entweder eine aͤcht gebrochenẽ oder eine unächt gebrochene. 
Im Ießtert Fall kann nian (dureh! Bioifion) die ganze Funktion, 
welche darin ſteckt, herqusholen, und DIE gebrochene Funktion 
zerlegt fi dann in eine „ganze Sunftion von x, und eine ächt 
gebrochene. — Siebe Acht ‘gebrochene’ Funttion zerlegt ſich h eine 











Suinnme pon lauter Parialbrügpen m von ber Sorm: rs 
oder —— ; und letztere laſſen fi ch alle Integeinen, weil 

— Tadr 
Bere 


if; nach. (. A1. Nr. Mr. 15, 14.). —1:Danadı: integrirt man nun 
hr gebrochene ratidniale Salgebraiſehe Funtrion von x. 
* Die gorm ER, a ira 

a are Hifi. 
keit eine altely if tjonale ganze Funktien pon ‚x vomann Pr 
Werden zwei Tol Ihr Go einander dividint, fü —* man in allen den An 
wo der, Quoꝛient nicht‘. felbjt wieder eine Folche_‘Yanze.. Funktion yi 
gebröchene algebraifcheirationale Funktion. up x. welche acht! Were 
heißt, wenn im aähler feine fo böbe —* yon x vorkommt, is im 
NPeßgner. 2.2 0. na. Po zih ya 

=) Wegen der Metheden, eine ———— —— — 

hrüch zu zerlegen, ſehe man , Syſtem der Matdem.” (Th. IV. &.41— 67.); 


und das Nothile eb in Dem Runge dien Badiselslu ml Su 
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J 


Li 
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Die Formeln (18. u. 19.) geltem für jedes c; aber wenn c 
megafin.. gedacht: wird .. fo hekomunt man folche- Mögen zu Inte⸗ 
graldn nt bern: Sinus / Tangento sc: nagnar find, ond es iſt 
daher in dieſemn⸗Falle file. die. unmutelbare: Auwendung: heque⸗ 
mer /dieſe imaginären: Boͤgen: nach den Formeln des (6. 13.) 
in:Edgarithmen zu⸗ verwandeln, welche daunn oͤfter reelle Form 
anuehmen;.- Sehalt. diesn ſo erhaͤlt "Man, wenn — ſtatt c 
seat wird, .. . C. Idc 17T BEE αν 


1.2u —— an ı . Der: We 
——— — — 284 

> —— —— — Er 

2”? nr yı arzuE u | rim. .. tisch —— 2 





HB. h Et el ‚ser yde Ze! 1... 37 77% —E y © 
, * Kriens nf) er Pe Abe. —— Kr 0 
LE 88 bin: BE L geben hünfe noch AB N rund J 


23) I. vorteile: * —— 
arg: re ir’. dx.zm dog, +1 — af yeü,n 


BR EURER, uni ne 
an "ik = —— BERN, —— 5 





her —F en BAT fi an (ERTL, De we 
— — — pP 1 ai 


logx 4 aber aus dem allgemelaen dog (=) He ‚heruse, wen niman 
fiatt C oder fiadt e nach wid” nach andere und andere Ka man be 
fest, z. B. log(—1) oder loga oder Igg(b), oder log(-a)) oder logb, 
oder dergl. m. DE 5 


Unu*x Die Formel RR) hätte man durch Umkehrung: der .letzteru Ad 
ſpiele zu ($. 12.) erhahen. PR: a Borg 2) er, ſich guch 
noch, wenn man — 12 in} 17 —-4°7 z jerlegt und. dann, Jeden 
Theil nach der Jormel (14.) dntsgrigt.:. ‚Die Srmelna0.. 21.) ergeben 
la wenn —— er Satröbpefäggl 


Blaze 195 I m̃ NET: bi 9% 


feht, virb m" ty 2 Pa ‚te Yh 1: FARBF "dr Min inte 
HOWYErURT) hin) n Kan EL BEN Fr 8: ya 


u. un mmatıme z no abe ze i 2 st en bin — RER 
‚geiren, den Weg der —— i (6. 30. Nr. * öblt, indem. man 


—RXRX De: ? weg 
bio 0 It are v > * wi, 16 deß ": Er ‚mis, Mur 


dieſe —E Ri: Adern: It U ERREGER BER? 
1. [5] 


[4 
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vr U cr n 
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zaan nun, ber heauemern NMnbenduns, megeg, nach. ($- 12.) in einen Bogen 
verwandeln; und man erhält dann 


Br Eat I ine — Lu 


4) So. verlegt Lu bie Ganftion — a 7 in die Brüde y —* Fast 


Man findet babe mit Buiegung — eben gefundenen Reſultats im Bei⸗ 
fiel m 


Ja _ — ———— AH, 
t 


Fi +l/. Y3ılg 5 wi 5 
uf dieſem ne burch Zerlegung — 
Funktionen in, mehrere Theile, findet wi ‚auch noch Tolgende 
allgemeinere Bopnagin? "a tee, 
fe N 9 1 —8 | 
i — Vie 8 Viac-b’ 
ze * ‚Box Vbr—Anc , 
Ex +b+Vb?—Aac 





* 





denne 


€ 2)- Moan alejchtat ſich diefe KReäjnungen,; wenn-man erflich n als 


1 
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man de —— leichter betommt. 

Dieſe Exleichterung, wobnich der Anibruck bx -+-cx? auf einen 
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ſoltdenden Rumhemmn Rei“ ul u ung ah Q 
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der Vergleichung ber Reſultate die unbeſtimmten Sreffkienten 
beftimmt, wobei auch immer die Rote zur (I. )t beuchtet wer⸗ 
den kann.! yon 

Duecch wiederholte Anwendung einer ſolchen Reduktions⸗ 
Formel fuͤhrt man aber das zuſammengeſetztere Integral auf ein 
einfacheres zuruͤck, ſo daß letzteres dann zuletzt noch allein ge⸗ 
funden zu werden: bmucht oder ſchon gefunden iſt. 

‚II, Sind, bie gegebenen und zu integrirenden Funktionen 
üürationai, ſo ſucht man das Geſchaͤft durch Einführüng eines 
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welche daher in (J. u u. Il) bereits betrachtet und behandelt wor⸗ 
dm IE). ar Li ”. 
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Man führe abe dieſes Beiſpiel badurch ſehr leicht auf die 
(5.) zurück, daß man 4 „=: z ſetzt, ſo daß vet wird. 
Durch daſſelbe Bafabren fann man baden auch Se Inge 
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den Tann, fo iſt auch auf dieſen Wege die integration vom _.  *. 


Va--bx-+cx. dx, xvVa-rbx-rex?edx, x?-Ya-r-bx-+cx?-dx, 
re. 20. auf das Integral (5.) zurückgeführt. 
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*) Man muß nur nicht überfehen, daß wenn bei einer ntegration 
zwei und mehr Refultate angegeben find, biefe nicht nothmendig‘ einander 
gleich zu ſeyn brauchen, weil jedes ein anderes befonderes Integral feyn 
Tann. Wenn aber die beiden Refultate, melche bei einer Integration ans 
gegeben find, oder. auf verſchiedenen Wegen gefunden werden, auch nicht 
einander gleich find, fo müffen fie doch fo feyn, daß wenn man fie von 
einander fubtrahirt, die Differenz derſelben (nad x) konſtant wirt (nad 


$. 29.). — So findet man z. 2. für IE ld bie Kefultate logx, l&(-), 
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x, ift entweder äide aͤcht gebrachend. oder eine unaͤcht gebrochene. 
Am Ießtern Fall' kann nian (durch! Bivifion) die ganze Funftion, 
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ir bie Birth! en parrial⸗ gine ee Fichte‘ ehr: veauent/ ſümndern man 
hat dann nach ($. 31. Nr. 19.) Walch 
De at (s Sp = == Y alla P pur K AT Ge u 


2 — 








d=———. 
Mes “ —* 46« u BE sn. — le 
Dadurch ebäie man inebeſondere die obige erfere Fin Snbgnl 
BLEI TIER BETZ) ERTRNIRIROSENE TI 


1.) 





HIRTEN .; Snteir; eijtw. gogebluunkt. 


rn. . NIC ar vi Ton | 

* Sn a du oa u 

ri. Lo 

EL Sr nms J BC 5; Ark 

IE .  e  SNEDERPSTTELINE 250 Erbin. oO, 
N 26," 

mel, a, Ki 


. 
— 


„dk, d 


J 


in ſo fein Tlog @ + bir cx * 


— de d 
ea, + ‚Baby, dab man“ mi dem 
Tanner. in tem: — dividirt/ in ©: vo ne IJ ET pe, 
ui 
1 — c 
— 2 — Ka 
j ce Br { — — ae 
fo bat. inan nöd die Reduktions— Formel 


un EEE ze 1: 


IE ai > Bee 


3 S + dy.. md « 


5) 2. ei BR vn Ara iR a 3 HELEN ds: 
re Jatrberrat ;.. — 
wonach). ie. Intgenten der. dZunluenen Don, Byron 
FR x? ... I» SE N. a 
arbte® a+hı ha”. arbıtex J J 2 : 
el: 2 die Integration. um . - :. or 
u ® + rd 
‚at bx ta | 
uf die Antegrale der Sormeln dl. und 2. für. = —N, g= =]) 
zurückgeführt werben. J 
Es gehoͤrt aber auch noch hierher die Redulsions- Formel 


qx nl , u 

——— dx | — 
1 | ‚Ag bp) + Gg— 2): ‘x | 

— m- — 1b? — dat) "@+ bx + ex?)m—1 

2m — 3 bq — 2% 

+ m—1l "D — Jar ® 
welche man dadurch erhält, daß man fie der. Sorm nach mit 
unbeftimmten Koeffisienten annimmt, dann bifferenzlirt, und aus 


"gerläg ı man 


1.9 


—— u u 
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der Vergleichung der Reſultate die unbeſtimmten Moeffugenten 
beſtimmt, wobei uch immer ‘die Note sur (JL.) beachtet wer: 
den kann. J 

Durch wiedelhol Anwendung einer ſolchen Reduktions⸗ 
Formel fuͤhrt man aber das zuſammengeſetztere Integral auf ein 
einfacheres zuruͤck, ſo ba. letzteres dann zuletzt noch allein ge: 
funden zu werben: braucht ober ſchon gefunden iſt. 

II. ‚Sind die „gegebenen, und zu äntegrirenden Sunftionen 
ferational, fo ſucht man dag Gefchäft - dunch Einführüng eines 
neuen DBeränderlihen z auf bie. Integration einer ratlonalen 
(ganzen oder gebrochenen) gunttion surüctzuflßren. 


A. d i kei Mi — — 
Sind z. B. “an integriren die Fun o en N Fre 

Ve, Srguheehln hnzk.e) Varkahe. 
| p'+ gt. Han’ +.) Varbit ® 


u. dgl. m., (6 kann Var bx + cr? entweder = x-Vc+z, 
oder — Yarx:z, oder auch, im’ Falle & ein Werth von x 
ift, welher a bx cxꝰ O0. macht,“ ſo daß a--bxr + ax 
= cx— e)(xs— PM if, Va bx + = = (x—e).z fegen 
(fo daß z in jeder dieſer drei Annahmen eine andere Bedeutung 
hat), dann jedesmal aug der angeñonimenen Gleichung x in z 
und dx in dz ausdruͤcken und zulegt'($. 30, Nr. 4., ſ. Anmerf. 
zu $. 30.) anwenden. Jedesmal ‘aber wird man dann eine 
Sunftioh von z nach z zu integriren haben, welche rational iſt, 
welche daher in (. u. In) bereit betrachtet und behandelt wor⸗ 
den iſt *). 
Auf dieſem Wege findet man die Formel: 


*) Aber auch hier erleichtert man ſich dieſe Yrheiten um ein Be 
deutendes, wenn man (nad) der borbergebenden Be weft a+-bx-+ cr 
auf bie Form u? ra? oder. auf die Form a? — a? bringt, und. dann ent⸗ 
weder Ve 2 -?=u+rz, oder Yu * Fosura * oder Var — a? 
un feßt. a 

. x , j 


G M. III. A. Intigr.Antw. gegebiFunkt. 71 
ze PR BER ARE Paare 2*.. 

= jean Vi ER, ; 
wur. auch ie N 





» 





& 


.:cb.. 1 2e.-+-b N 

V—c "Fin Vb? — Ans: ee 
. Statt aber auf dieſem Wege auch die nachſtehenden Bei⸗ 
piel⸗ zu integriren/ was zwar thunlich iſt, aber ungemein lang⸗ 
weilige Rechnungen verurſachen wuͤrde, fuͤhrt man lieber zuſam⸗ 
mengeſetztere Faͤlle ef das integral (5.) zurück, wie fogleich 
gezeigt werden ſoll. — 
Differenzirt man namüch 


20⸗⸗ 6x? + 
( ar bene), = "ya en - Va + bx + ax? 
Nimmt man hiervon links und rechts die Integrale, ie sieht 


dies die Formel er 
fr «= ee 
x 


i_ „um u» 1° 4 8 








* — ax, ‚p erhäle man 


—————d 
ef z 


Different man aber x. Varbr+ , ſo ergiebt fi ch 
da» — = _ at ibr + 2er u 
""Va-rbr et 0 - 
Nimmt man, hiervon wieder links und rechts bie: Integrale, 
indem man den Bruch weh als bie Summe dreier Brüche 


schreit, auch Rate — de feinen Werth aus (6.) 


fubftituire _ 2 | 
fe "el. x 3b —— 
fee — Verbsreit 


= 2) Ss ® 


2 du Analyſis. Map. III. 8. 3Q:IEE A. 


Wollte man x=—1-Va +-bı + cx⸗ ‚differensileen , un dann 
wieder die Sintegrale links und —* nehmen fo: würde man 


die Formel erhalen:: in... -- 


ee Vahx cxꝰ — 
En hp 





Prater 
2 Var bxip c“#* u u 


wodurch die Integration von 


ſich auf die von TE dx Bee x): Sn! 


Ferner findet man noch — oa 
1. | 
—— | I 
ER Aare cm 

* Ka x 


9) 


. 
1} . .- 
3 





4. 24 bhx 
— —— ar br 


Man führe aber dieſes Beiſpiel badurch ſchr ie uf die 
(5.) zuruͤck, daß man 2 =ı fest," ſo daß dx —23 wird. 
Durch daſſelbe Bafahrn kann man Daher, auch die Integration 


u. i 
. 


*) Weil Va+bz auch fo — gefehrichen wer⸗ 
den ann, fo iſt auch auf dieſen Wege die integration van 


Va+ bx+cz#- dx, x Va-r-bx-Hex?edı, 22:VYa-H-bx+cx?. dx, 
re. ꝛe. auf das Integral (5.) zurückgeführt. 


⁊ 


$. 32. VII. Integr. entw. gegeb. Funkt. 85 
| sinz@t!. cosı"-1 

mtl 
* feet .e00x°?. dx; 


en 
sinz"!. cosı"?! 


49) fsinsn - osx. di = — — 
m—1 f 
a ym=2, Rn, . 
7 feinz cos x”« dx; 
sinz"t! . cosx"-! 
mn 


n—1 
m, n-2, 
em 2 feinx coss"-? . dx; 


, m 1 sinz"tl.cosx’t1 
51) feinx ‚ cosx ·dx = — 
ım#n+?2 
m1 


48) fer cos xn· dx = 








J 





50) Jens “cos .ıd = 





sinz"t2 . cosı" : dı; 


ain cos xFI 


————— — 


mn 42 
141 


Auf ſpezielle Faͤlle angewendet geben dieſe Formeln 


” 


sin x" + coax"t? . dx<*). 





*) Als anzumendende Methoden heben wir noch hervor: 1) Da 
sinx? + cosx? = 1 if, fo fann man mit sinx? -+- cosx? multiylisiren, und 
‚ bie gegeßene Funktion wirb. dadurch in zwei andere. ſich zerlegen; z. B. 
sin" »cösg " giebt die heidensin« ("DD cos "Heinz "co "2; 
eben fo ka aus diefem Grunde 

(sinx)”?. (cosx)” - = sinz” + cos"? + sinx”? » cosz”. 
2) Wenn m ungerade if, z. 2. m=Z+1, fo if 
(sinx)” » osx" = — sinx’ <cası"t. &lcosz), 
und Dann darf man nur dosx=z fegen, und es if — . td 
zu integriren, während diefe Funktion rational if. 3) ft aber (nicht m, 
— ungerade, ſo aireicht N man denſelben Zweck, wenn sinz = z ge⸗ 
egt wir 


u 3-@nalpik, Map. HL: SIOBIBEG: 


, jefe letztere Gormel if, wie man ſicht, rin⸗ Meduktions⸗ 
Fer f wel — ‚unmittelbar; gefunden; wird daß man 


na a-+bx bx 
— — 
1. * + a x» ar PET m x. — 


bb la _b:a a 
er iguap bir 7 (ash bijt: 


Virk > WER: ax ba? 
u Fr F . Verb 


ift, fo koͤnnen Sie. Integrale vieſer xbelden ganttionen Va -+ bı 


und. x. Va-+.by auch gus den Formeln (10. —12 % agwog— 
geſetzt werden *). — 


vwd 


yerwandelt. . 








at bi a-+- br 
C. Iſt die zu integrirende Sıfiftion, aus x and V. Pre 


algebraifch rational fmmengefet fo feße man 


Pa BE Se ur Mm 


ir: — a : 
Vz ih | Epieoa —W 





p+gx b—q.z" 
und: mön wird ˖ſogleich eine ratiynale Sunftion ve von 2 in inte⸗ 
griren haben **). 2 


*) Im get bi in non Fumt tion mehrere fie ur 
mit einerlei Radikanden, nänlich Virbs bx und Vz + bx und Yo +-bx)# 
enthalten folte, fo würde men a trbık= ; zu pr ſetzen, und eine rationale 


Funktion von z zu integriren haben. Als Beifpiel fey mie 
“r ar 





tegriren. Dan fee x = 2°, ap erhält 


Is | “= fir = m 6. +3) 
—— 5 ba. — 
Sollte Hber die fu integrirende Funktion zwei folche Quãdrat /Wurjeln 


Ya-+-bz und Yp+ ge entbalken, fo würde man z ſo einführen, daß 
Va+ Pu BER rn with . INN 
en) Enthielte die zu —2** gunktion ae pie Wurzeln mit 


N: = +) 
eineglei Kadifanden, n 8 etwa % (Fr) »V( (Fe) 


+ 





- [4 


6.32. IIE:D: Integr. eniw. gegeb. Bunt, ”- 


. Hierher gehört als ſpecieller Fall, die Integration unter, (A. ), 
in fo fern a 4 hx 4 cxꝰ allemal in zwei Gaftoren ax + Bund 
IVS zelest werben. kann, fe: dafi Don hat Ve 


ee = Ve B)artD) = = — Ve) 





sis. 15 . > ds 7 
u TE ar V (+ 
Pr — ed a ). yx4+0/ 


D. Enthält aber 'die zu ntegirenße Suntton von ı x iwei 


folche Quadtatwutze u dämlich“ 27: ‚un 5 * 
J Er rem End VRR, ee Bird 


ſo iſt ſie kaum und in ſeltenen Faͤllen nur, ratldnal jr machen 
(d. h. bag’ Integral bieſer Funktivn wirb dan’ nur Höhe fel⸗ 


. ten auf die Integration einer rationalen Funktion bon 2 juridk . 


geführt werden können). — Die beiden Funktionen, naͤmlich 
Var+bx+cx? - Vp+tgx+i?t= VASE BE+ CE + Da" HE" 
und NE 5 
| VEhktar ASEEE Er he m 
Vp+qi-r.m" — 
haͤngen offenbar von der Integration einer und derſelben 
— Pan 


1.1)" » de 
— — wm. 


.n 
.n 
“3 

. 








ab, wo fx eine gegebene algebraifche tationate (ganze oder gebro⸗ | 


chene) Sunftion von. x vorſtelit. — Mit dikfem Inie egral hat 
man fh vielfältig: befchäftigt, weil man ſowohl bei Beſtimmung 
„der elliptiſchen Bögen, als aueh an- mehreren Stellen der Ma 
chanik darauf zuruͤckkommt. Deshalb moͤgen die ne einige 
Morte: baräber Reben... un op 


« ... 


Zuerfi bat man nämlich ı= ta y, pefekt and fs das 


Integral (1. 1) nach ($. 30, SR. PR ib durch sehärige De 
Kimmung von p und q auf das Jutegral von | „ya 


-i- .,.t1 98 





{6 würde man ee 2 yon, Bu amd men würde daun (nach 5. 30 
Pr. 4) allemal ſogleich xine vationals Funltion von zu iniegriren haben. 


es J AUnaln. ‚An. AU.” $ 32. II. D. 


LEE IP ns 
— 0% ‚ax 
* ßy -+ er 
surüctgefüßet, m wo sp; eine algebraiſche ratlonale ane oder ge: 
brochene Sunftion von yift, welche eben deshalb auch jedesmal 
auch. in ber Form ar und deshalb in der Form 
— TV: T SV 
Be *. Dong DB ee 
gefchrichen erden fann, wo S;T,U, V ‚bloß —* and nicht 
y felbft enthalten. Dadurch zerlegt fich aber die Funktion (2.2) 
in zwei. Sunftionen 1. deren. Isgtere nach: bem ‚Srüpern inte⸗ 
grirt werben kann wenn many? = z ſetzt; alfo daß bio 
noch, eine Seien. | Ä 
3, 3) 4 V—— — F 
— Ve +” HM: 
nach u integriren bleibt. 
Nun findet man zwei Rebuftionds Formeln / durch welche 


einmal. Va d auf Sie te tale. 
Va. Ay’ +x 4 In 3 . 


2 


y2-2 yan-ı 
Ver ® — — 
Pe 
Fr Ve ii sa 
Aßtiliche Integrale zuruͤckgefuͤhrt werden, in Denen aber Die po⸗ 
fitive "ganze Zahl n immer Heiner wird. — Dadurch aber res 
ducirt fich das integral (3.3), es mag Q eine ganze oder ges 
brochene Funktion von y? feyn, allemal auf eines der 3 Integrale 


und. Bann noch 


lan P> 1 2*. y* 

4.4) — — I 
BE VatpP Hr Vet Ay ty 
oder | /- — .dy, 

PH) Vet ty 


welche. nun noch. näher behandelt werben muͤſſen, wobei jedoch 
ber, Nenner leicht noch die Form YlL— Py’)cl — g’y’) an 





1 * 


5.2. F. V. Airgeticatw. gegrb. Funkt. 27 


nehmen fann, indem man ve äinen: touſtanten Gate 1.2 


ausſetzt. 
Macht‘ man nun py sine v # Febutiren fi die ⁊ In⸗ 
tegrale am auf die Form vn 

5.5) AHB- sing?:.. 1 we. 43m wen 

— 5 — > ap” 

und alle in dieſer Form 6 ).. fieffenden Futegrale belegte 
Le Gehdre nit: dam: Name der, elliptiſchen Tanſcin⸗ 
denten. ... 
Mit dieſen eiiptiſchen Zranſcendenten haben ſich aber vor⸗ 
zuͤglich ei; Bagrargetegendie md der‘ neneſten 
Zeit Abel (den ‚ein. zw, fruͤher Tod den Wiſſenſchaften entriß) 
und Jacobi (u Königsberg) befchäftigt, theils um fie, durch 
unendliche Keiken, zu” Ankegkirch, theils um Tabellen: zu Sonprul 
ren, welche in: gegebenen Fällen den⸗ Ziffernwerth ſolcher 
tegrale eñntiehmen laͤſſen, theils bloß uͤm neue Ddtedultionen * 
verſuchen. Alle dieſe Arbeiten. find zreich an neuen analytiſchen 
Ideen, ah Neuen Methoden ln 8 Hilksıhittein‘, und find dahet 
zum Studium ſehr zu empfehlen. Fuͤr unſere hieſigen wece 
glauben wir caber ‚genug -banüber geſagt zu haben. =. N, 

E. ‚Kommen noch verwilkkeltere Wurzels vor,fo if für eine 
ntögration ih endlichen Zarfcjlöffetlet) Form (To daßg haß Se 
fultat entweder auf eine algebraifche Funktion, oder guf.Lopge 
rithmen und Kreisbogen, zurückgeführt, und deshalb entweder 
direlt, oder bock anikıBusiehurig er Legarichmen⸗ mad Der trigo⸗ 
nometrifchen Tafeln leicht tn“ Ziffern apszuwerthen waͤre) natuͤr⸗ 
Hay och weniger zu hoffennn—— ae Da u 79} 

IV. Dagegen find. folgende "ofntegrape [ehe leichte zu. Anden, 
dadurch daB man einen, neutn Reränberlichen, ‚einführt, ‚und 
auf dem Wege der Subffisution, d. M. yach ($. "30. Nr. 4.) inte 
grirt. Setzt man namentlih a--bx’ mA der ae ig) 
fo erhält man fogleich.z,,? = a, N, 


zu 27 
Sr mes te R 
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Audlyis. Rap EEE. . 0. 6.02. EV. 


44 An. 24 4 BR . u . * 
13 (ei a aba bi irn an 





2 2 
9 Se dm Fi ——— 9 


(a by} ‘ ur 
ed —3pr: : VYarbe br: 0 
7 —— x * = n/a = x 23 


und eben [6 


en Fra 


und 'n I 227 


22). euer o ‚de. 


Yr7) 
Ä En 2% v. „nm 


Binx' 


1 . 3 


einfach findet vn a 32 * 
x" Gy) 8% 


zur cber MN os za: ” 


= log coex; 3— 









u run ern .. © la 135 
TCO8SX 5‘ 
ve ara fra Mes). 


.. 77 
„u hıv kr: . 
. ‘4, 


Pi — nina” 


ur ' (1906 te rn, an 12222.5 H 
3). —— — dfeoaz) os Kr eCcK a 


x 
co Fear, 


2), 
RS re ar 
. 26) gi 53 
»[G — —— 


u. dgl. Im: i A 





ey; Eu "| Ki ’ e 
"dl Ku ri - — 
Fr B' —7 ein. Am ’ 


— dfüg — 
air) zer ng 5* 1.2 3, Ye 
A ? 2.‘ * Fa Pr7ei, 3 EHER FB 


A ya An 1 
ep en \ag —* Fre 
ii. Faber kBf 8ER 32T. 
I rn ren. F ut apatesi one 


8) Sb Inte riet win * Pr EA dadyFZE = Pe 


Be FIT Lee ar en, 
ſetzt. — Und ſelbſt 


ven: ganzen Nentier 


nuny Eile RP i einat gfindin RE uä 
SINE UL DE IE. FR) + dk . na 145 —* az on. 


ſo iſt dann ofen 


m RE 1ER, Sr; 1; wi hr: j 
— * integrir icht, indem on 
reg res sottach.) r Ba 2 Zur Fi 


auch —E— Ati BAR Fin 119 3m 


fe fx -d« = Yerytinnch unun Din 


Jeosz - 53 — Zr — 
— a Ir « 


Snx-t cosx säR = Yeosx? ds U: 


. 35V.. Intagr. antie, gößeberfunft. 9 


2Vrigonometriſche: Funktionen integrire ¶ ſich haͤufig durch 
Zerlegung in integrirbare ‚heile, 4 wie ſolches nad) (9.0. Nr.) 
für afle Funktionen ‚einpfohlen toerden ups am Teich often. uk 
So Le Beim ni san a ti Eee YT ER TT TAB TT EIN 
sin (px -+ gq) · cos(ax-+-b), sin(px + 5 Sin (ax -+-b):;: 
Bde ir eoslpr eg) sah. in... 1. 
nach. x zu. integriren, varwendeſt mane dieſe Produkte nach den 
Elementen der Trigonometrie, in Summen oder Differenzen, Art 
von; Dheile einzelnedang; licht bategrirh merhen Fünntn.....; : 


3 Aber auih Mi. Bi a intögripen,. lann⸗ malt 
flatt des ie ae Arch coanꝰ ſchreiben/. ſer daft· ſeb 


die Funktion in J 
_ 6 . * ee -1— , J. — F An * J 


, COsX, ".sinz? 
gerlegt,Chvt'obanı jeber, Zhe ach Son -Sorineln 3: a. WW. 
7. 8.) integrirt ſich findet. 

u Auch Hoffen! fich! Jiſtegrale, mie: die- ber Gumktlorien Task dx, ° 
Feosx -. dx, AR dx, PER [7 HR URS BANROPESRH TION: ° dx, und Aber 
haupt: Inkegralt Ba Futiktiduen,; welde: Rofiitis und! Sinus 
des Bogens % und ber’ vielfachen: Bogen: 2x, 3x, ax, 'bx, ꝛc. ii 
nach: Bolieben enthalten; - banfig und mieiſt dadurch · huf''dte In; 
tegration: algebraifcher Funttionen al Daß, u 03 =2 


oder sinx = 2 ſetzt. — So erhält man z. B dadurch ſogleich 
J ., 75. 
28)” -T- ee HR. ns: Io; BeEascoos-h b? —RBXX 
5 ar: cosx — =, 8 . a+b- „eg x 
'£ cf sl 4: . vr 33 his: “et v de va un wre 
. 1° b +a+cosx . 
Ce auch — ——— — 
—— — ph? cos \a+b + cosx/’ - 
— —niuu] aio v BR WIR SE De un STET ENG TDG C 


) 


It * J "I .“ 3 \, dh 331 
ARE — 

here, 1% Plih) 2. F an } Ho Le MT 2 | 

nschtir: 8 ek 1° v0 ve DE 

3 Pr ne 21438 van J. non Ks, 


uf. w. 4 san 


x 


80 J imgnaſhs Kam HL: g. 832. VE 


Auf Su Intigrel: winde'man aber: bas nechnchende 


Br RAR 
fÜ —ã ù“ Lt dr tät jüfbefhren, indem. man A _ leos 2% 


ſtatt sinx? en bann aber 2x —= z nimmt, ſo baß: dx — = = 

wird: ; J el Ton 1" u r 
Sat man be: Ex At... Integriren, fo darf man nur 

Er fegcn, zn meiß dine Integekbnte Agebraiſche verm zu 

haben. 5 an men miu. 
Man-- Far: us: frame. Win in be, ihre: Woerthe 

i· —xi xi —xıd 
ET nd SEE and 46.28) Aubfitdiren und ba 


barch:: viehtene eionfembente imttlnen: Arögkcc; PB. 


ax er euebr 5 einbl iin u * 
29) Je cos bx · de =, — .e 






en a. inbr —b: cosbe_ 
3m ‚fer Sin bx de. Zar: "ap 


‚5 VI. I Da. ‚man endlich + jehe Funklion fi ie ein Veedutt 
1:52 oher 3%. h. anfehen fann, während FI är = 2 -de=x 
Hr ſo kann man, wenn;ale Mittehipergebend Herſucht worden 
ſind, doch auch noch.die Ford. 44:30: Rrı:3d anzuwenden 
verfuher; d. b. theilweiſenintegrir en , welche, Forxmel für 


Produtte 7 “2 and baher Kit für ionenten * 1. (weil teten 


.r u A 






2 


als Produkte pe = yefcheikben werden koͤnnen) ange⸗ 


wendet eben muß. — zu) Sen & Goind ei mar zB. 


* 3214 31) 


' 
I. De — * 
FREE? BES 


*) Integrirt man bie eine oder die andere biefer Sunftionen- zweimal 
theilweiſe, d.h. un der Sormel N 


7 far y='h. — — — da, ® * 
indem man einmal e e*.dx flatt dv, das auderemal aber entweder cosbx- dx 
oder sinbx-dx ſtait dv feßt, "fo erhatt man zwei: — 5*— zwiſchen 
dieſen unbekannten Integralen, ſo daß man durch Algehra 
teres findet. ra. 


tere ohne weis 


| 


— 
2 


fer — x lgs—ı = s(—1I-plogr);. 
1 x 
32) x. un Ak 

— ..1:+Vi 7, 

| sin 

33) 1 ..kerı-— VI; 
co  - c08 | 
34) gene eiten 


Zst log Vi **; 





35) * dx» 
colg 


u. ſ. w. f. 

. VO. Sind aber Produkte oder Quozienten gu integriren, fo 
wendet man bie theilmweife Integration ohne mweitered an, wenn 
auch durch ſie das gegebene Integral nur auf ein einfacheres 
ſollte zurückgeführt werden *). Inden man dann biefe theil⸗ 
weiſe Integration wiederholt, und öfter wiederholt, gelangt man 
endlich entweder zu einem befannten, ober doch zu einem fol 
chen Integrale, welches nach andern befannten Methoden, oder 
vieleicht mittelft unendliche Reihen zweckgemaͤß behandelt wer⸗ 
den kann. 

So findet fich 


3) (re. k=e.(c—]); 


*) Zuweilen bekommt man ein Integral auf ſich ſelber reducirt, fo 
daß man eine algebraiſche Gleichung hat, zwiſchen dem zu findenden Inte⸗ 


gral, als dem Unbekannten, und bekannten Funktionen. Das Integral 


wird dann durch Auflöfung dieſer Gleichung gefunden: — So z. B. giebt 
bie theilweife Integration unmittelbar 
i Jüinx - corx · dx = sinz? — fiinx · cosx + dx; 
alfo wird ſeinx- cosx - dx = Isinz”. 
In diefem Beifpiele hätte man aber freilich auch, weil foix · =sinx 


iſt, ſobald man sinx == z feste, fogleich erhalten Finnen 


fünx - cox » dx = ed=h= == Isinz?. 
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37) x »cosx-dx = 1- sins + coss; 


38) [x -sinx-dx = — xX- cosx sinx; 





n — xt LIE n 
39) Jw-logx:d« = — logx ar1JS* dx 
1 1 
— ext. — +1 
nrT°* logx arm x 


Desgleichen iſt durch dieſe theilweife integration: 

Aꝰ · coox · dx = x?.sins — 2/x-sinz + dx; 
findet man alfo [x-sinx dx abermald durch theiltweife Inte: 
ration, wie in (38.), und fubftitwirt man das Nefultat hier 
berein, fo erhält man 


40) IX? -cosx-dx = 22 sinxh Are co Beinn 
Auf diefem Wege findet man z. B. auch die Sintegrale von 
desaæ, (x), (3), [0s&+ VD], © gr 


x”.e*%, xPec0sx, X”+-sinz, a. het xn.e%, e*.cosbs, 
er“ + sinbx u. dgl. m. (in der Regel durch n mal hinter einaw 
der fortgefetste theilweife integration) zuletzt ganz und vollſtaͤn⸗ 
dig hergeftellt, wenn nur n eine pofitive ganze Zahl if. Iſt 
aber n eine negative ganze oder gebrochene, oder eine poſitive 
gebrochene Zahl, fo giebt die fortgefeßte theilweiſe integration 
Das gefuchte integral wenigſtens in ein anderes analoges aus 
gedrückt, in welchem jeboch der Erponent, ſtatt n zu feyn, jegt 
entweder — 1 iſt, oder zwiſchen O und 1 liegt. In biefer Be 
ziehung find namentlich noch wichtig dieſe Reduktions-⸗Formeln: | 


| =, . _ (ax+b)*«(px+g)*t! 
a) [extbr-prtg> ll m | 


we Jet PrHD"t de; 
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' m _ (ax+bj"t!.(px-+g)° 
nf -(pr+g)"- .dı= — Pre 


"ar +1 ) "a Seo. (px + gi. dr: ; . 


m nn (+ be fpr rg 
43) > Janır (rt) de — 


eg —XX J ROBBE 


. ' un +, n 


. ' | — — di 
mann erbte 
45) Je+» PrrD des Tag bp) 


(m-+n-+2)-p. n 
.2(m+])- (aq— bp) Je» H.(px-+g)"- ds; 


46) Ser (pH. d= (n+1)- rag)” 


(m+n-+2) a ln 
San 


| . 





*) Die (41.0. 42.) befommt man durch unmittelbare Anwendung der. - 
Formel ($. 30. Pr. 3.). — Nun kann man aber die Funktion 


(ax + —F (px + ) zerlegen in (px-#- q) + (ax + b)""(pxrr-g)", 
und dann in [tx +b)+qg-— | (ax +b”". px +9), , alfo in 


Bern pr. (u (pr, ſo daß 


man das integral der erfiern gleich der Summe ber Integrale diefer beis 
den lestern hat. Subſtituirt man dies in die (41.), fo erhält man die 
(43), alſo auch die (44.). — Setzt man aber in die (43.) m-+-1 flatt m, 
und findet man das integral zur Nechten durch das zur Linken ausgedrückt, 
fo hat man die (45.) und alfo auch die (46.). — Die (42. 44. und 46.) 
gehen häntlich aus den (41.43. u. 45.) dadurch hervor, daß man a, p, b, q, m, n, 
mit einander vertauſcht. Cauchy leitet fie alle durch ein und. daffelbe Ver⸗ 
fahren ab, nämlich dadurch, daß er bie Sormel LE dı= av — F: ‚du in 
dieſer Vorm az 
far » d(logv) = w— für» adexw AT 


[6*] 
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Die Formel (41.) wird man anwenden, wenn m poſitiv, n 
negativ iſt; die (42.), wenn m negativ, aber n pofitiv. Die 
(43. u. 44.) werden abwechfelnd mit Erfolg angewandt, wenn 
m und nm beide pofitiv find. Und die Formeln (45. u. 46.) 
find eben fo abwechfelnd anzuwenden, wenn m und n beide nes 
gativ feyn follten. — Dann erhält man nämlich nach und nad) 
immer abfolut niedrigere (pofitive oder negative) Erponenten, big 
man, wenn m und n ganz find, auf Null-Erponenten ſtoͤßt, ober, 
wenn m oder n gebrochen if, auf Erponenten, die swifchen o 
and 1 liegen. Diefe Iegtern Integrale koͤnnen dann oft durch 
Zuziehung unendlicher Reihen noch zweckmaͤßig integrärt werden, 
in fo ferne die Endrefultate ſchnell genug Fondergiren. 

Hat man aber die Sunftion 

(ay® -+b)" 
nach y zu integriren, und feßt man y®= x, aM wird 


Ser +b- dy * 1 sy er dr. 


Alfo ſieht ſich Has Integral links auf dag fo eben behandelte 
zurückgeführt, d. 5. auf die Anwendung der Formeln (41.—46.). 
Auf dieſelben Sormeln wird man zurückgeführt, wenn man. 
etwa " 
sinx” « COSX” J J 

integriren ſoll, und nun entweber sinx" 2 ober cosı" —ı 
ſetzt. — Man faun aber dieſelben Reduktionen natürlich auch 
ſogleich mit sinx” cos x vornehmen. Dann erhält man 


. ._ „mi n-+1 
“ f in zu n. sinx"7" + C08X 
) Jr - car: k= — in + 


m—1 , 
22. +2, 
m Hær cos x dx; 


anwendet, und nun flatt u und v ſolche Potenzen ie imeier der 3 Aus 


drfike ac-+-b, px-— q und ſett, Daß für · Altogv) allemal des 


verlangte flex +-b)" ea. H wird. Ein folches Berfahren iſt 


jedoch mehr elegant als inſtruktiv. 


x 
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 sinx®tl. cosıı-1 
n-+l 
n—1l 


48) Jer- .c0sx"-dx = 
f einst? . eosx"-?. ds; 





m+l 


49) J sin" -cot"- dx — ins" > coat 
mn 


m—1 
—— I sinx®-? . cos x". dx: 
uf: ? 


s 1 — D 
50) Seinzm cos. dx recent! ) 
| mn 


n—1 
m, n—2, 
em a fein cosx"-? .dx; 


um * sinx"tl . cos x-i 

—V co⸗ν dx = — —— 

m+-n+2?2 
m-+l 





sinz”t?. cosı" « dx; ; 


| J sinx®tl. cos yet 
52) fein ‚cox.d= — +1 


sin x" + coax"t? . dı*). 


Auf, ſpezielle gaue angewendet geben dieſe Formeln 


*) Als antımendende Methoden heben mir noch hervor: 1) Da 
sinz?’-+cosx? = 1 if, fo kann man mit sinx? cosSxꝰ multiplisiren, und 
‚ bie gegebene Funktion wird.daburch im zwei andere. ſich zerlegen; 4. B. 
sinx "" rösK"" giebt die heidensinx "cos "Fein "co? ; 
eben fo ik a aus diefem Grunde 

22 2 


(sinx)” 2. (cosx)” = sinx" »cosx""? + sinx"? . cosz”. 
2) Wenn m ungerade if, z. © nm=% +1, fo if 
. (siax)” +eosx" = — sinx’ Fe casz"t!. »Ülcosx), 
und dann darf marı nur dosx—z feken, und es iſt — (1— 22) .z"T!.dz 
zu integriren, während diefe Funktion rational if. 3) ft aber (nicht m, 


fondern) m ungerade, fo erreicht man denfelben Zweck, wenn sinz = z ge 
re wird. 


— 
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53) Jer-& = u rt 








nm. 
‚ 84) Jcot de — ER — J colgx”—?.dx; 
8x” m—h}! 


. 1 
5) (a = logigx;- : 


66) feinx-cosx.dk = — 





57) Pæecx dx — dx = Lgigia-tin);: 


cosx 

. — 4 | = 4 . 

58) S cosecx-dx 5 dx log igix 
$. 33 


Wenn aber die Verſuche zur Integration einer gegebenen 
Sunftion in endlicher (gefchloffener) Form alle mislingen, fo 
ſucht man das Integral mittelft unendlicher Reihen ausgedruͤcht 
zu erhalten. 

Dazu kann man nun zunaͤchſt die allgemeine Integrations⸗ 
Formel ($. 28.) gebrauchen. | 

Damit aber die entfichende Reihe auch wirklich brauchbar, 
alfo Fonvergent werde, fo fucht man: Fieber die gu integrirende 
Sunftion f in eine möglichft ſchnell fonvergirende Reihe zu ver 
wandeln, deren einzelne Glieder alle integrirbar find. 

So kann man 5. B. sinx, cosx, e",.a”, ıc. ı. nad x in 
tegriren, indem man diefe Bunftionen in ſolche unendliche Reis 
hen verwandelt, welche nach Potenzen von x fortlaufen, unb 
ale Glieder diefer Reihen integrirt. | 

Sr, 


— 


im Sale. e fehr 


Elein feyn ſollte, nach x integriren, Inden man bloß den Zähler 
Vi—e?x? in eine nach e fortlaufende Reihe und dadurch die 
— e2 x2 
V 


So kann man aber auch z. B. 





gegebene Funktion in eine Reihe verwandelt, deren 
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eingelte Glieder bie Form haben und integrirt wer⸗ 





— 
den konnen. — Son abe e von 1 wenig verſchieden fen; 





fo wuͤrde man lieber — "= =n fegen, fo daß nunn- ſchr klein 
vi — Ve. — 
iſt, um Ur” — a ſchreiben Ma —— 
dann ober den letztern daltor in ‚eine Reihe, bie nad) porngen 
von T fortläuft entwikkeln, fo daß man zulebt 8 Glie⸗ 
der von n be Forn 
Vi1—ex | 
O A+f% NM: : 


zu integriren befommt. “ 


Hat man aber eine Reihe von Gliedern/ weiche ſih auf 
dieſe Form 
( .. (A,tA,: «U, FA, .Ü HA, -USFA, . BY; 
Pe laffen, A integriren, fo integrire man . 


... + —— Ü. dx, entwikkle bag Antegral im eine Reihe; 


die nach sangen Potenzen von a fortlänft, und fege zuletzt in 
dieſer Reihe ſtatt der Potenzen a% al, ar, a°, a% ıc 2cbes 
züglich die Koeffizienten A, A, Ay As, A, ıc. ıd unb ie 
bat das Sintegral der Reihe (ZU) *). - 





Um daher die Reihe zu integriven, beren Glieder alle die 


8 
werd 


) Es iſt namlich das Integral der Reihe (Z)-ofenbar = 
Ar f1-V-d+A,/UV: J [UV-.dı+As JUN. (dr ... 


en u 
Dagegen ig, wenn man ſtatt ar die üm ‚gleiche. Dee il 3 at 
1+2U+-a’+a’U’+. N 

fett, offenbar auch \ 
gi 
f are = = f\. -dx-Fa- SW. -dx-+a” ‚fu: -dx-+a?- an fÜW. —8 —— 


und daraus fällt die obige Behauptung in die Augen. | 
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Form (O Gaben, darf man nur Hier ſtatt U jege (Irx)-" 
“ „Ne \ , 
und ſtatt V jegt NZ fegen, und daher nur die Sunftion 


Vi—ex _V-ex a ‚Vi—ex 
Yi-x-(1—a-(i+x) ) Vi-ı 1-a+z Vi—x 
integriren. 


Solche Mittel find es ohngefaͤhr, welche man bei ber In⸗ 
tegration mittelſt unendlicher Reihen anzuwenden pflegt. 
Anmerkung. Weil man * daß | 


de fie ef 
n log (1-42) = —* ꝛc. ꝛc. 
ik, fe hat man, wenn man die Integrale zur Nechten. in bie 
fen Sleichungen, mittelft unendlicher Reihen integrirt, und nach 


her die Konftanten fo beſtimmt, daß man unter allen. Integra⸗ 
lien jedesmal dasjenige hat, welches dem in dieſen Gleichungen 


links ſtehenden gleich if, ſogleich fr. = 1 * log (1-+x), ꝛc. ic. 
unendliche Reihen, fo dag man * es Verfahrens bedienen 


kann, um folche Zunftionen von x in unendliche Reihen zu ver- 
wandeln *). 


| *) Es iſt 4. B. = 1—- + —- Hr — ie, 
alſo 5 
dx CH Hl — I aii Ne; 





l+x 


folglich Zog(1 +x) = C++ Hi! — 12.10, wo die Kons 
fiante C noch zu beſtimmen bleibt. — Setzt man aber o ſtatt x, fo ex 
hält man 

| lgl=C, 
und die Konftante iſt beſtimmt. 


ı 





Anbang. 


Einiges über die Zerlegung der ächt gebrochenen Bunttionen 
in ibre einfachen Parsial-Brüce. 


1) Hat man irgend eine acht gebrochene Sunftion, 2 DB. 
22 —1 
xt Hört + 3’ 
und fol blche in ihre einfachen Parziab⸗ Brüche zerlegt werben, 
ſo beginnt man damit, daß man den Nenner (der hier von der 
Aten Ordnung iſt) in feine (4) einfachen Zaltoren («1 (XI) 
(«—} (2x-+3) zu zerlegen ſucht. — Dans fhreibt man Bie 
einzelnen Parzial» Brüche | 
A B- C D 
+3 si tar ti 

bin, nämlich für jeden der ungleichen Faktoren des Nenners 
einen, — für den gleichen Saftor x-1 fo viele, als oftmal 
diefer Faktor x-1 vorfommt, naͤmlich zweie, deren Nenner . 
biefen gleichen Faktor, von der böchfien bis zur niebrigfien 
Potenz bin, enthalten.- — Die (allemal von x unabhängigen, 
alfo nach x) Fonftanten Zähler A, B, C, D muͤſſen nun noch 
dazu gefunden werben. 

2) Nun findet fi) aber der zum Parzials Renner 2x-+-3 
gehörige Parzial: Zähler A, wenn man in dem Zähler 2x’ — 1 
der gegebenen Funktion, und in dem Produkt (<+-1)?-(x—1) 
der übrigen Faktoren des Nenners berfelben gegebenen gebroches 
nen Zunftion, flatt x den Werth febt, der dieſen Parzial⸗Nen⸗ 
nee 2x-+-3, 0 macht (ſo daß x == —3 wird), und biefe 
beiden Refultate durch einander dividirt. Dies giebt 

A— - 24-1 56 
Cry m" 

Eben fo findet ſich aber auch ber zum Parzial⸗Nenner <—1 
gehörige Parzials Zähler B, genau nach berfelben Regel, naͤm⸗ 
lich wenn man in bem Zähler 2x’—1 und in dem Probuft 


[4 
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(2x-+-3)(x+1)? ber übrigen Faktoren des Nenners der gege: 

benen gebrochenen Funktion, flatt x den Werth feßk, welcher 

den jetzigen Parzial: Nenner —1,.==.0 madıt (fo daß x—=1 
wird) und die Nefultate durch einander dividirt. Dies giebt 

| B=%. . 

3) Was dagegen die Parzial⸗Zaͤhler C; D betrifft, deren 
zugehörige Nenner bie verfchiebenen Potenzen des gleichen Fak⸗ 
tors x-4-1 bilden, fo wird der erftere C derfelben, der die höchfte 
Hotenz des gleichen Faktẽrs (x-+1) zum Nenner hat, noch ge: 
nau nach derſelben Regel (2.) gefunden.. Es wird ‚nämlich in 
Dem. Zähler 252 — 1 und in dem Produkt (2x-4-3) (x — 1): der 
übrigen Faktoren des Nenners der gegabenen gebrochenen Funl⸗ 
tion, ſtatt x der Werth geſetzt, welcher den jetzigen Parzial⸗Neu⸗ 
nee x+1,=0 macht (fo daß x = — 1 wird), und dann wer 
ben beide Reſultate durch einander dividirt. — Dies giebt 

C=-l. 

Was dagegen den Zähle D des näshffen Paryial- Bruches 
betrifft, deſſen zugehoͤriger Denn die nächft niedrigere Potenz 
des gleichen Saftors ift, fo muß man, um biefen zu beſtimmean, 
den ſo eben gefundenen Parzial⸗ Bruch CH Gr oder — 13 F GEW 

22° —1 b 
CD Dar zuvor ſub⸗ 
trahiren, und aus dem neuen Bruch (deſſen Zaͤhler und Nenner 
ſich allemal mit. dem gleichen. ‚Sektor +1 wid aufbeben laſ⸗ 
ion ſo daß er. bie Form 


von dem gegebenen Bruch 


35—8 | 
+ l)(x— * (2x Fi 


anche muß) dann ben Parzial» Bruch — = nach der Ne 


gel der (Nr. 2.) finden. — Dies giebt Do = U , fo daß man 
nun gefunden hat 

ER. Zen. — — — 
Hr Pr x-l (rl)? Hr 


/ 





.4) Hätte ber Nenner der ‚gegebenen gebrochenen Funk⸗ 


Aahang. MM 


tion den Saftor G x + 17 gehabt J e haͤtte man 3 Paenial. 
Brüche” ‘ 

C 5. ID oe R vu 

arten re 

Sag Monet‘ Aalen. Dat ein a ze 2 “ Anbet man“ San 

Zn | iR 

HD" 

‚von ber ge 


C. 
« Er. 
wieber genau nad) be Ban (2. 2 ‚ben —* 





durch, daß man ben ſo eben. Sefundenen CE F I: 


gebenten gebrochehen Funktion uvor ſuhtrahirt (Zaͤhler und, 
Nenner mit,x +1 aufhebt), und dann aus der übrig blei⸗ 
benden gebtochenen Funtion bieſen Partjial⸗ * Bruch en 
wiederum Direkt nach der Regel findet. gIſt dies geſchehen, 


Dr. 
fo muß dieſer Parztal ‚Bruch — — von ber letzterhaltenen 


gebrochenen Funktion, aus der er nad) der. Kegel (2.7. hervor⸗ 
gegangen ift, abermals fubtrahirt werden, um dann aus der jetzt 
übrig. bleibenden gebrochenen Funktion (nachdem fie e wieder mit 
xTI aufgehoben worden iſt ſo daß ihr Nenner immer einen 
der gen Saftoren x-+I weniger hat) den folgenden Parzial: 


Brud — j nach der Regel (2.) vollends zu finden. 


5) Pie obgleich; dies alles nur beilpielsweiſe hisgefieltt iſt, 
ſo wird doch jeder Leſer daraus das Verfahren bei jedem an⸗ 
dern Beiſpiele abziehen koͤnnen, beſonders wenn wir hier noch 
mit wenigen Worten die Gruͤnde dieſes Verfahrens Hinzufügen. 


Iſt nämlich x die geben: acht sehrochene Fonktion, —2 hat der Nen⸗ 


ner N, den Faktor ax+b, — und. ift P, dad Produkt der Übrigen Faktoren 
beffelben Nenners N,, fo dab mn . .. . . 002. 

| N; = (ax-+b)-P 
bat; — und fert man nun 


N 
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wo * bie Summe aller übrigen Parsials Brüche if, fo folgt, wenn man 
aus biefer Gleichung die Brüche wegichafft, 
N, =A-P, + +b)-Z. 
Sest man nun bier Ratt x den Werth, der au-t-b == 0 macht, fest man 
alfo _. ſtatt x, uud find [M], LP], die Werthe, in welche M, und P, 
mm übergehen, fo folst aus biefer Gleichung - 
EM] = A-[P] ober A = {on 


wodurch die Regel 42) außer Zweifel gefegt if. 
Kame aber ber Faktor ax b mehreremale vor, fo ſtäcke er auch noch 
in P,, und dann würde [P] = 0, und die Kegel (2) ‚hörte alfo nun auf 


brauchbar zu ſeyn. Sollte daher der Faktor ax-i-b etwa 3 mal vorkom⸗ 
en, fo fege man, wenn N, = (ax-+-b)’-Q, gefetzt wird, fo daB Q, des 
Produkt aller übrigen Saktoren des Nenners N ift, 
m, ce D E RR 
at rt 
wo * bie. Summe aller übrigen Parzial- Brüche it. Schafft man hier 
die Brüche weg, fo erhält man | | 
N,=C-Q,+(ax-Hb)-D-Q,-+(ex-+b)?-E-Q,-H(ax-+b)?-R,. 
Wird hier —- gefeht, fo daß ax-t-b= 0 mird, fo geht biefe Oki 
Kung über in 
[Mt = C-[0] oder “a 

fo daß alfo C genau nach der Regel (2.) gefunden wird. 

SE C gefunden, und fubtrabirt man Gx hr von ei fo bleibt, 


M,-C-Q, . 
wenn en == geſetzt wird, die Gleichung 


N, D . q. Ab) · E- Q+(as+b)-R,, 
meiie [MT] == D-[Q], alfo D = [54 tiefen 
Iſt D gefunden, und berechnet —8 u 
M,—D :Q, 
—— Su M”’., u 


fo bat man noch die Gleichung 


3 Bd. Befükmmten Imtedtalen, 67 
By: dy· das i id a Or. wird / wenn man breite 


ſati æ ſett. RE . NEE RATE 4 ’ 


en 

Sat man in ber. Gleichung (0) ſtatt de unendtig. 
Heinen dx bloß ein ſehr kleines <, fo daß die ganze Zahl' n 
nicht unendlich⸗groß, ſondern nur ſehr groß gedacht iſt (in 


ſo ferne man — = hat), fo iſt noch immer’ genan ". -: 


DL y deut — 2 AR as 

Laͤſt man aber hier 2, ee⸗ außer Acht, ſo hat hä: nähe» 
uungämeifenut 0, ner ine al 
L WE 5. ax ya wo nut „wait az 7 


er 


ampinng. 
Iber eben fo gendhert wahr iR, wenn man gie ii “ ) dr, 


und Dry, akt.y fit an . ve 
2). eye. und —* ey 


Dadurch kann man aber das mit a? afficirte Slied in.(1.) auf 


ern I. vedusiren, fo.oje das mit .s® ‚affiigte glied in ‚(l,) 
af 4er. (Ay — Ay.). Gxußſtituirt man mn dieſe MWerthe. ie 
(1.), ‚un laͤßt man dann wieder ale ‚mit &* und hoͤhern ‚Po 
tengen von 8 affigirten ‚Sleder außer Acht, fo dat man eine 


a0. nn In un TE ir Da AI 8 3% bl \ 


ES y-de — — “u 


Hin 


Se man Bier * By, Oy, fast 5. ſo HA: mamn Inga 
nur genaͤhert, 


nn f, al 
3) — y —y, = IE RER SEEN u} 
2 ydy ey O0 —* 
L [7] 


._” 
[9 
nr 
4 
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Höhere Analyfis. 


Viertes Kapitel. 


Fortſetzung der IntegralsRechnung Bon den beſtimmten 
Integralen. 


5. 34. 
PLAN in einem allgemeinen Antegral, z. B. in 


n 4 xt! 
fx dx — nrır6 


die Konftante C fo beftimmt, daß ber Werth des Integrals 


Null wird, wenn man a flatt x ſetzt, alfo z. B. wird 
u F _ xa+l aut 
* FIT 
genommen, fo ſagt man: das Integral fange mit x=a 
an, oder eg ſey vonx=a big x—x genommen, ode 
es fey zwifchen ben Grenzen x=aund ı=x ge 
nommen. 

Wird in einem folhen mit x= a anfangenden (alfo bes 
fonderen) integral (welches eine völlig beſtimmte Funktion 
von x ft) flaft x irgend ein beftimmter Werth b gefeßt (fo daß 
man einen der Werthe dieſer Sunftion von x erhält, 4. B. in 

* ri art! 
1) fo fagt man: 
das Integral höre mit ob * oder es ſey von x=a 


dem obigen Integral den Werth — 
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bis x=b, oder gwifchen den Grenzen x=a und x=h 
genommen. | 
Iſt aber p, irgend ein befonderes Integral von y, nach x, 


fo if. 
1) 9,-+C das allgemeine Integral, 
2) . — 9, das mit x=a anfangende Integral, 
und | . 
3) 9,9, das Integral von x=a big s=b ge 
nommen. 
Diefe verfchiedenen Integrale und Werthe bezeichnen wir 
der Reihe nach durch 


und af. y+dx 9* ydx. 


Das letztere \. dx pder · dx nennt man ein be: 

ſtimmtes integral (integral definie). 
$. 35. 

Iſt 9x = y-ds alſo Sr = Pe 
und 99,=y 99,=dy, pe, =dy,uff 
fo hat man nach dem Taylor’fchen Lehrfaße (vgl. $. 28.) 

h? h® 

Oper 
Setzt man bier dx flatt h, und nach und nach flat x die Werthe 
a, at-dx, a+-2dx, a-t3dx,-- zuletzt a4-(n—1I)dx, db. h. b—dx, 


wo b und a gegebene Werthe find, b>a iſt, wo n ganz aber 


unendlich⸗groß, und wo endlich 
"b—a 
dx = — 

n 


alfo unendlich» Flein gedacht ift; und adbirt man zuletzt alle dieſe 
Gleichungen, fo erhält man, weil 9,— 9. = \ LE 


2. Aualvſis. Kap. IV. 5. 35. 


(O» NER y-dx = 
dx 

Zyusae dran BOY 15.48 dr ZB ya, dt, 
wo I die Summe aller der Glieder sebeue, welche aus dem, 
hinter dem = ſtehenden Gliede hervorgehen, wenn Ratt b nad) 
und nad 0,1, 2: 3; 4; +--n—1 gelegt wird. — Da aber 
dx unenbdlich⸗klein gebacht ift, fo bleibe nach ($. 20. Nr. 12.) 
bloß die völlig genaue Gleichung 


(JS). »* Sr ® = >y, 10.0: 48, | 
WO Y. pas alle fletig neben einander liegenden Werthe von y, 
vorftellt, welche zwiſchen y, und y, liegen, unter der Voraus; 
ſetzung jeboch, daß feiner darımter bie Form } annimmt, fon 
dern jeber einen voͤllig beſtimmten, nicht umenblich - großen 
Werth hat *). 

Set man hier in (ZN) flatt y nach und nach Ay, d°’y., ıc, 
ſo bat man, weil 


" 6) . — — V, 
S.. y, dx =y,ry, 


A. ya V MAy u. ſ. f. if 

noch die genauen Gleichungen 
G) Yo—ye = Z0y 402° dis, 
Dr  By,—dy, = Sy 15.02 d8, 
u. ſ. w. f, wo rechts dy, 5a ’yYarysan 26 26 alle ſtetig neben 
einander liegenden Werthe von dy,, d*y,, ꝛc. vorfiellen, wie fie 
für alle Werthe von x zwifchen a und b-fich ergeben, während 
— — — — 

‚.*) Diefer wichtige Satz, daß das zwiſchen den Grenzen x= a und 
xz=b genommene Integral [y-dx, die Summe aller unendlich- vielen, 
unendlich -Fleinen und unendlich⸗wenig von einander verfchiedenen Produkte 
it, bie alle durch y„-dx vorgefiellt find, hat zu dem Zeichen / Veranlaſ⸗ 
fung gegeben, fo daß biefes / als ein Summen» Zeichen angefeben. wer⸗ 
den kann. 


6.38. V. d. beſtimmten Integralen. -9 
By: By das Mm, mad a Pr, vrd / en. man b aber 


a’ lart = fit oo | | — NP. 


. . ...... 
$. 36. « . J rd . 


9, 


Set man in der. Gleichung (©) ſtatt des unendtig 
Heinen dx bloß ein ſehr kleines =, fo daß bie’gange Zahl n 
nicht unendlich⸗groß, fondern nur ſehr groß gedacht ift (in 


fo ferne man * dat), fo ift noch immer genan RAHRE 


» Sa ydızezy a + — “ Fu * nn | 
xLaͤßt man aber hier e, e außer Acht, ſo hat man naͤhe⸗ 
zungsmeife nur TE RESTSRSC α 
. L. Sf: ya wo at Manier 7 
und wo b nach und nach ‚die Werthe O, 1,2, 3, * ... n-1 


annimmf, 
| Aber eben fo genähert wahr if wenn man Bin in —— dr, 


und &y,.Ratt.y fee . Pe ro. 
2)‘ 747 = — dyayan .! mb ey By, - & Zar... 


Dadurch lann man aber das mit s? affieirte Glied in (1.) auf 


—RB — y,) reduziren, ſo wie das. mit e affizirte Glied in I.) 
af Je-(äy,—aAy,). Subſtituirt, man nun dieſe MWerthe iR 


(1.), mb laͤßt man dann" wieder alle mit e⸗ yd hoͤhern Per 
tengen von & affigirten Gliedor außer Acht, fo bat man "eine 


Pic} Naherungo⸗ Formel, J * . a un ER 2 ill: ‘ 


DO nn,“ 
Mr . Sr dx = [no — 


Str man bier wieber 27 O'y, ſiatt 5, e Pr man — 
nur genaͤhert, BE . 


3) | — „= = Brenn] Br 


4) dy, —dy, = 2 | 20 KARRIERE: i 


+’ 
.. 
L 20, 
tt 9a,)#s , L : 
2 ⸗ ro 2 * 
—F * 


98 2: u — 8:36, 


iviiuim mom aber. jeuk aus Ben. Glechnugen sch. u..4.) (er 
wohl Say, . als auch ZO’y, |, fo ergiebt ſich, agenp big:mif 
&* affisirten Glieder mitgezaͤhlt und nur die hoͤheren Potenzen von 
& außer Acht gelaffen werben, ein’ dritter genaͤberter Beh: 


ya 


it. —E ‚dies: EST Gr za Or By. 


Bber;; weil: bem b bie h Kirche: 63,2 3 * ar segcha 
werben auffen: ..-. aa —W * — MIN Shan 


i: 


S.r®= un BER u == ⸗6 N u 
En fir. ur Mr * et b- ya. . 2.(öy —* ) 


HA 


wo vorausseſetzt wird, daß y und dy, für Wir Dathen yon 


x mwildyii a und Sbeſtimmte (untl auch nicht Fa s graße) | 


Perthe haben. . . J 
ls bleſen Rlßering6 Sorte "ln an titım min 
, enn man, auch die — * 


sauer, 


un 


ba Sroifiherräine wwachfen ber bach: — —— me 


Yen Gäneh tirinmwendang iſt die Genauitkeit: HeoWHdnuh’itneni 

Mmon auch bas mitee afftzitte⸗Gifebliin Ey’ weglaͤßt, ulfe bloß 
Neid. iund in feine: Sale bekontnt mon/ dann ben 
We 6 Göhnnhee Inichrais J. * dx [ gendpät), “and 


is ENSE ID 
wenn die Sunftion y, ſelbſi gar nicht garden fon. * for 
dern nur diefe nm n+l Werthe XRvYvi ——c— derſelben 
Ynmrt. han fann auch in ber Gleichung (6. 35. ©.) 
Warte hie verſchiebenet Ware u Her ao. 
&, E), Ea, &9, &,, °+° Du Lit PL SETEE 
und zu gleicher 3 Zeit ſtatt x nach und nach bezuglich die Werthe 
a, as, apce+8,; arten +, a+ +. tut 8, +: ... 
regen, während man sta tat Hamb—a nimmt) 
| und 3 ale ale” Steicnuigen abdiren; und es wird alfo wieder 
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gewähert ſeyn: (indem man alle amit den QAuer und hodheren Po⸗ 
tunen von Sr Spree Werfihenen Glieder außer: Ache u 


JS... y- Sch yat Fee De En A 


St IT... 
Da bie Integral⸗ Formeln‘ be ($. 30.) Stof lehren, daß, 
wenn mun zur Nechten des (==) Zeichens irgend befondere 
Integrale nimmt art derullgehteinti;ndn irgend ein be⸗ 
ſonderes Integral habe, fuͤr das zur Linken angezeigte, — ſo 
fragt ſich, ob jene Formeln gelten, wenn links und rechts lauter 
mit x ei anfangende Sintegtake geſetzt weißer. 2: "Denkt. man 
ſich aber in den Gleichungen (lu 3. des $ 30.) Inuiter mit 


x=a anfangende Integral fo koͤnnen ſie ſo sehhrichen werden, 
Df,s au af, 9a; . Ey Er 


x \ 
* 


Jene -/.; — eis Bu — rs 


8) 3: —ES u 


* 


ont auf, if * KR de .dr, 


und da bieſe Steigungen: alle ideutiſch dee werden, 1, ſo ‚ft 
x==a gefeßt wird, To find fie auch allgemein wahr. | 
Mimmt man aber flatt Je dx nicht das mit x * a anfah- 
gende Integral, fondern irgend ein anderes nu, fü daß alfo 
Sy-&=n, und dn, = y, Br 
iſt, ſo muß rechts in (3.) noch, die Konffante — — BI. hinzu zuge⸗ 
fuͤgt werden, wenn die jetzige Glechuns 


L. Vier ef; (#,,8.).dx 


wiederum für x—=a und Sei and für jeden andern Werth 
pon x richtig ſeyn ſoll. 
Fangt endlich · in der Gleichrmng (6. 30; Nr. 4): dag Inte⸗ 


gral nach 2 (zur Rechten) mit z=a an, fo muß das u en 


[7*] 
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gral: qzur Linken) nach x, mit.x == a:anfangeh, wo a ben Merth 
von x vorſtellt, weichen x. als Funktion von z für za au 
nimmt, weil nur dann für z= a bie Gleichung ſelbſt eine rich 
tige (Abentifch) wird. Man hat alſo 


m. S. if, (Der &x,) da, 


ſohald nur zwiſchen 9— und- a biefelße- Gleichu ng ud fine 
Bi wien x ‚und 2 vorauSgeeht worden J 


v 


no. ., 8. Er 


4 * eine e Funktion von x und y,... fo mi wenn 
b,.a,.ß.und.e von x und y- unabhängig (konſtant) find, 


1. A. i.dy), =. By, 
n. . — = VI, „är).ay, 


d. 5. „es iſt eimerlei, in welcher Ordnung man integrirt ober 
n differenziirt, fobald nur die Grenzen der Integrale nach denje⸗ 
„nigen Veraͤnderlichen konſtant find, nach welchen. das fernere 
n „Differenzlicen. oder Integriren gefchehen. foll. " 

Sind aber die Grenzen b md a z3. B. ſelbſt noch Funktio⸗ 
nen von x, ſo gelten beide Formeln nicht mehr; die (I.) dage⸗ 
‚gen geht dann! in folgende über, naͤmli ch in 


HL. A. 1), * u na ‚db, —f, - da, 


Done 
fo if, wenn man x-+h fatt x ** | 
2) Sin U = tem PaaE 
fo lange b und a nach x konſtaut finds Dagegen 
3) Sserr: . A = Vapıı 
wenn b und a noch Funktionen von x ſeyn fonten. Entwikkelt man 


dieſe Gleichungen links und rechts in Reihen nach h, und nimmt man 
links und rechts bloß bie mit IM affiirten Glieder, fo en man fsgleich 


x 


In ‚die Germeln (L und HL). 


.. 
... , . h 
>, 3 5 
“ 410 


J 
i 
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Um bie (IL) zu erweiſen, ſetze man | 
dymy,, md Sydmgun . 
fo daß man hat 
en und ae 
8.5.4) Sm 360), und daher auch 5) = 00, | 
Nun folgt aus (4.) 
2 Sfr = %rs,), Kg), 
de =... . | oo 
2 JS: Se —* dy ) ie * Ph Pa Paar - 
Die Gleichung (5.) dagegen giebt 
8) Sat ET Ms, Kraus), 


9) 6 peu frdx).dy = PET 96a Pant Fan | 
Da nun die Ausdrüde rechts in-(7. n. 9.) biefelben find, fo find auch 
die Ausdrüde zur Linken einander gleich, und dies if die Formel (II). 
Man fieht zugleich, daß die aus (6.) gefolgerte Gleichung (7.) unrich⸗ 
tig feyn würde, wenn b und a felbft noch Zunktionen von x wären, baß 
daher diefer Beweis ber Formel (II.) nur bindend tft, wenn b und a von 
x, und 4 und « son y ganz und völlig unabhängig (fonftont) fi ab. — 
(Bel. IL Th. 66. 73 segg.) 


und 


§. 39. 

Fuͤr mehrere Funktionen, deren allgemeines egtel nur 
in Form von unendlichen Reihen gefunden werden kann, hat 
man doch beſtimmte Integrale zwiſchen beſtimmten Grenzwer⸗ 
then des Veraͤnderlichen, namentlich zwiſchen den Grenzen O 
und 1, O und nz, O und in, O und w, _» wd +0, 
u. f. mw. f. hinzuſtellen ſich bemüht. 

Solgende Refultate mögen bier plae finden: 


1 I dk — H, wo n=3,14159- - 
Se rn 





*) Wir fchreiben immer amld, um das Produkt 


a(a-4+-d) (a-+2d) (a-+-3d).--(a-+(m—1)d) 
aus m Sakteren, von denen der erfie a ift, jeder folgende aber um d grö- 
fer wird, zu bezeichnen. Wir verſtehen dann unter all! jedesmal a ſelbß, 
fo wie „P1d die Bedeutung 1 bet, was auch a und d ſeyn mögen. 


\ 
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yar+t \ _ m a , ia 
- 2) 7. — dx = gm —W 
——A— —1 


112 a2"4-2 u 
3) F ar «= ar — | 


4 Ip Sol Bez 


r12 „2r-43 
2f., tl.Va’ —ı2.dı -. a. 


Fuͤr den Sa daß n eine ungerabe po same a iſt 
findet ſich noch — 
Eu zahl u u . 


3 f I di 1 Ts 
3 i 
6). I za, ) = * 
* F' FE im “ en, Do ed; 
7) \. et, er di, um — 
Ferner, wenn m, n poſitiv gang und zugleich m—-l<n ift: 


a1 42. ‚mi U — * 
en —— 











ne sen 
— = form (1 - x = 
. U a 
* . ur 
D- sn — 
1 s1n- 
10 f I dk = yn, N 
Ve . 
and Ä Ä (Euler) 
a 





” = 
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und Fleinften der Werthe Tiegt, welche Örf, amimmt, wenn ftatt 
x alle fietig neben einander liegenden Werthe zwiſchen O und x 
gefegt werden; two alfa [8"fx],, ben Werth von D*fz bedeutet, 
welcher erdalten wird, wenn man Ix flatt x ſetzt, wo ⸗ unbe⸗ 
kannt iſt, aber zwiſchen O0 und 1 liegt. 
Ferner findet man | 


I. pn K+Bf —J 





* 


ke 
et Es — 


wo [af]. 45a einen ber Werthe bebentet, eier für Onfz ers 
halten werben, wenn man flatt x alle Werthe zwiſchen x und 
x+h feßt, fo daß alfo wieder [°F], 421 den Werth vorſtellt, wel⸗ 
hen °F, annimmt, wenn xõh ſtatt x geſetzt wird, während 


& unbefamt if, aber nothwendig ‚jtoifchen - O und 1 liegt. 


Um dies zu finden, nehme man von dem allgemeinen Maelaurin⸗ 
fhen Lehrſatze ($. 19. IL) nur die n erfien Glieder, bezeichne die Summe 
aller übrigen Glieder durch E, und fuche nun dieſes E, aus biefer Gleis 


Kung zu finden. Differenziirt man aber diefe Sleichung u 

1) =ek-L-&-i)e ech I 
n mal hinter einander nach x, fo erhält man nach und nad) SE,, DE. 

DE, +" zuletzt ae ‚ alle fo, daß diefe Ausdrüde, wie E, else, für 
a der Null gleich werden. Und ganz zuletzt findet ih 

2) . . E, = 8. 
Integrirt man alfo ST, n mal hinter einander und fo, daß jedes neue 
Integral mit x= « anfängt, fo befommt man nach und nach mieher 
SIE, SR2E, u. ſ. mw. f. und anlegt auch E. — Man.wird aber diefe 
integration auf zweifache Weiſe vornehmen müffen; einanel wird man ges 
nau zur Gleichung (1.) zurückgeführt werden, von welcher man ausgegan⸗ 


gen iſt; und durch eine zweite Integration in neuer Form, wird man einen 
zweiten neuen Ausdrucd für E, erhalten. 


Nun ift aber, wenn man theilweife integriert, _ 
3) MVpꝶ. dæ) · x m x Spnrde— (xp). dei 
und wenn man bier links umd rechts noch einmal bie Integrale nimmt, 
rechte aber theilweiſe integrirt, und namentlich da, no dedpelte Jutegral⸗ 


— 
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23, [ er-cnbe.d Ru 
2) [ eo >-einbr.de = en u u 
und wenn 3, b, o pofitio find: 
ff . dr = 16(%); . 
af, re, nsbr-dx = log Sb), “ 





0 x x 
20) [" (inzm.de= fi end =] ei; 


Quiz | 


30) IN (sinz)?=t1.dx = f" (cosx)"t.dı= = zu 


Daß man folcher Nefultate noch anendlich viele finden und Dinßehen 
kann, verſteht fich von ſelbſt. — Die einen diefer Refultate finden fich aber 
durch allgemeine Integration, befonders aus der Anwendung der Reduktions⸗ 
. Sormeln (melche in der Regel durch fortgeſetzte theilmeife Integration er⸗ 
halten werden). Die anderen finden ſich, indem man das allgemeine In⸗ 
tegral in unendlichen Reihen ausdrückt, deren Glieder für den einen Srenz⸗ 
werth fich fummiren Iaffen, für den andern verfchwinden. — Mehrere dies 
fer Refultate find befondere Fälle von anderen, geben alſo aus jenen ums 
mittelbar hervor. — Wiederum andere ergeben fich aus ſchon gefundenen 
baburch, dag man letztere nach einen in ihnen noch vorkemmenden konſtan⸗ 
ten a, oder b, zc. einmal ober mehrere mal bifferenziirt. Jedesmal Tann 
. man aber die neuen Reſultate auf's neue mit einander verbinden. 


%. 40. 
Wir fügen Hier noch einige allgemeine Bemerkungen bei: 
1) Ein beſtimmtes Sintegral zwiſchen den Grenzen a und b 
wird gefunden, wenn man zwifchen a und b beliebig viel belies 
bige Zwiſchen⸗Werthe, z. B. c, ce! und c! ſich denkt; num daſ⸗ 
felbe Integral zwifchen ben Grenzen a und c, dann zwifchen 


-— u. 


— — — 
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ben kann, den größten und kleinſten Werth von BT, vorfielen, unter als 
Ien Werthen, welche biefer Iegtere ‚Differensial» Koeffigient annimmt, zwi⸗ 
dnz=«. md x=x 

Weil aber 


Sea. = EX ;c, / 


alfe 8 BT. d = ee a)" 
it, fo reduziren Pr die obigen Grenzen } ), zwiſchen denen das Ersäns 
aungs-Glieb E, liegt, auf diefe: | 

10) Br, EI m or, ET: 


und dadurch find die beiden Säge diefes (9.) außer Zweifel geſetzt, weil der 
erfiere aus der hiefigen Gleichung hervorgeht, wenn man flatt x jet «-Arh,. 
ſtatt « aber zulegt wieder x ſchreibt; währenb ber smeite Sat aus dem bier 
bemwiefenen ohne weiteres hervorgeht, wenn man bloß O flatt « fchreibt. 
Diefe von Eagrange gegebenen Grenzen der Tayl or'ſchen 
und der Maclaurin’fchen Reihe find aber für die Analyſte 


und: ihre Anwendung von unberechenbarer Wichtigkeit... 


6 .. Anaitſts. Kap. IV. 6 4; 
wie ſolches aus dem "Sage :($. 37: IL Dersorgeht, Wenn 
xıka=z, oder ax 2 gefeßk:: wird... u 

8): Wenn in das Integral nt 
Nova  _ 
ber Saftor für alle Werthe von x zwiſchen a und b immer 
pofitio bleibt, und p,, g, .bezüglid den größten und Eleinften 


Werth vorſtellen, welchen a für alle Werthe von x zwiſchen:. a 
und b annehmen kann, fo ift der Werth des beſtimuten In⸗ 


’ Fre “ b Be vn 10:9 
tgl S. p+Y.dz Re 


allemal Kleiner als 
. gef, vis 
und doch immer größer ad | 
I ef vi; —— 
und zwar deshalb, weil für jeden Werth c ifcen = a uub b; 
nach der Vorausſetzung, 


— Ve Pe V. und Pr’ Y<p V. | 


iſt, während nad) ($. 35. J.) die in Rebe ſtehenden Integrale 
und Integral sAusdrüce die Summe diefer Produkte für alle c 
zwiſchen a und b, noch mit dx multiplgirt, vorftellen. 
$. 41. 
Nun ift man auch in den Stand gefeßt,.bei dem Taylor; 
fchen und Maclaurin'ſchen Lehrfat die Grenzen fefizufegen, 
swifchen denen die Summe aller übrigen Glieder. liegen muß, 


wenn bie Reihen bei irgend einem Gliede abgebrochen werden. 
Man findet nämlich nun: 


eo. 
v T. f — (x) +[df „x+r[9% gt 


elf 1: ; x x nf, 
Blatt le 


t " — 
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wo ſdef. Jeinen Merth bedentet, der zwiſchen ben größten 

und Eleinften ber Werthe Tiegt, welche def, amimmt, wenn ftatt 

x. alle fietig neben einander liegenden Werthe zwiſchen O und x 
gefegt werden; wo alfa [d"Fx],, den Werth von 8"fz bedeutet, 

welcher erbalten wird, wenn man x flatt x febt, wo 3 unbe 

kannt iſt, aber zwiſchen O und 1 liegt. 

Ferner findet man | 


2 
pH + + 





n—ı 
vi —— . d —E 
mo [d* £].. +55 einen ber Werthe bedeutet, elder für def, er⸗ 
halten werden, wenn. man ſtatt x alle Werthe zwiſchen x und 
x+h ſetzt, fo daß alfo wieder IIf. J. den Werth vorſtellt, wel⸗ 
hen Sf, annimmt, wenn x h ſtatt x gefegt wird, / waͤhrenb 


* unbefammt ift, aber nothwendig zwiſchen O und 1 liegt. 

Um dies zu finden, nehme man von dem allgemeinen . Maelaurin⸗ 
ſchen Lehrſatze (5. 19. IL) nur bie n erſten Glieder, bezeichne die Summe 
aller übrigen Glieder durch E, und ſuche nun biefed E, aus biefer Gleis 
hung zu finden. Differenziirt man aber diefe Gleichung u 

1) E=f EL, —df, Ko), — 
n mal hinter einander nach x, ſo erhält man nach und nach öE,, DE. 
SE, +++ juletzt SP-IE,, alle fo, daß diefe Ausdrücke, wie E, felbft, für 
x=a ber Null gleich werden. Und ganz zuletzt findet ſich 

2) BB. d. 
Integrirt man alſo DL, n mal hinter einander und ſo, daß jedes neue 
Sintegral mit x = a anfängt, fo befommt man nach und nad) wieder 
STE, FE; u.f.m.f. und zulegt auch E,. — Man.wird aber diefe 
Integration auf zweifache Weife vorsehmen müffen; einmal wird man ges 
nau zur Gleichung (1.) zurückgeführt werden, von welcher man ausgegans 


gen ift; und durch eine zweite Integration in neuer Form, wird man einen 
zweiten neuen Ausdruck für E, erhalten. 


Nun ift aber, wenn man theilmweife integrirt, _ 
3) SU fx" ds)-.dx = x Sonde f(x g)- dx; 
und wenn man bier links und recht noch einmal bie Jntegrale nimmt, 
rechts aber theilweife integriert, und namentlich da, 106 voppeie Sntegrals 


- 





* 
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seichen erſcheinen, ſogleich (nach 3.) fo eheilweife tutegekt, dag nur einfache 
Integrale entſtehen, fo erhält mean 


MM Je ®)- °) da = — 
IJ J — .p,+ dx. 
zihet man aber ſo fort, ſo erhält man n 4ulegt als Nefultat der nfach hin⸗ 


ter einander fortgefegten integration von p,, die Reihe von ‚einfachen In⸗ 
tegralen 


1 „2 
5) nf" ir op feige 


2 n—1 
| ar Fra — 
Nun Tann man aber bei einem beſtimmten Integral flatt des Ver⸗ 
änderlichen x- jeden andern Buchſtaben, 4. B. z ſetzen, fo daß man hat 
Fe 224 Led f,., zZ eg,.dk, 

weh deshalb auch wicher . .. 

far xa· edx zu x fer .# ned fh . b. —E 

Thut man dies, ſo nimmt die Reihe in (4) zur echten die Form 

6) Non (2. 9, +222- 9t2%.p,)>dn oder ; 2 (x)? 9, dz, 

und die Reihe in (5.) dieſe Form 


u | on 
7) \ PR (<-:)"” 1.95 ‚de 

an. Das: Ergänzungs-Blied E,, welches man durch nfach wiederholte Ins 

tegration von a", erhält, unter der Vorausfegung, daß jedes Integral mit 


x=.« anfängt, iſt daher durch ein einfaches Integral ausgedrückt, nämlich 


8) = oh an Wr fa «1.8, 


Diefe Ergänzungs⸗Glied E, liegt daher, weil (<-z)" für alle Werthe 
von z zwiſchen z= « und z=x immerfort das (=) Zeichen des x bes 
halten, alfo für pofitive Werthe von x immer pofitiv find (für einen nes 
gativen Werth von x aber immer fort negativ, wo man bann —E, be 
tr achten lann) nun 6. 40. Nr. 5.) zwiſchen den Grenzen 


9) @—_D! a [8°£,] Sa («—ı)""!.ds 
und TH 18" ef ar a ledr, 


wenn [SE], und [8"% L wofür man auch LO’), und [8], ſchrei⸗ 
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__dy, be 

=y "+ıy + log Debt c, 
d. h. dieſe letztere Funktion giebt, wenn man ſie nach a allem x 
Differengüirt, zum Differenzials Koeffisienten genau bie vorſtehende, 
während unter y nicht eine beftimmte, fondern jebe beliebige 
Funktion von x gedacht worden iſt. 


§. 44. 


Iſt die gu integrirende Differenzial: Funktion felber noch, 
zwar ber Form nach beftimme, aber im Uebrigen unbeftimmt, 
fo kann man zulegt (wie in dem vorigen DBeifpiel die Gleichung 
a=1) allgemeine Gleichungen befommen, toelche den Namen 
„Bedingungs⸗Gleichungen ber Integrabilitaͤt! füh- 
ten. — Sind dieſe Gleichungen erfüllt, fo iſt das integral in 
dem Sinne des ($. 43.) möglich; — außerdem nicht. 

Verſucht man es und integrirt man bie Differenslal: Sunftion 

L M +N,, 8: 


xy 
auf dem im ($. 43.) vorgezeichneten Wege, ſo erhaͤlt man als 
Bedingungs⸗Gleichung der Integrabilitaͤt die Gleichung 
0) .. OM, = ON, *). 


*) Iſt das geſuchte Integral von M-4-N-dy, durch £,, ausgedrückt, 
ſo iſt alſo 
Ol, Bf, -dy, = M-+-N.2y,, 
d. h. 2. —Muund SL, — M. 
Differenziirt man num bie erſte dieſer Gleichungen nad) y, die andere nach 
x, ſo erhält man 
a, = 5, und SL, = NS 
daher fchon deshalb, wenn £ eifiet, auch ON, =ÖdN, fenn muß. — Ob 
aber, wenn die Gleichung 5M, = 8N, eriftirt, auch eine Funktion &, als 
integral von M-+-N: dy, erifiiren merbe, geht aus biefer fo eben angeſtell⸗ 
ten Betrachtung nicht, wohl aber aus dem oben, begeichneten Verfahren 
hervor. Nach dieſem Verfahren ſucht man nämlich das integral f aus 
der Gleichung 
8, -+-öf,-dy, = M-HN-dy, 
fo daß man bat 
ö,=N, alſo f= (N-dy+C,_ 


L [8] 











9 ͤbere Analyfis. 


Fuünftes Rapttel, 


...r Fr I". .m.e: 
» 


Bortfegung‘ ber GntegralsRehmung Autegretiom der Diffes 
vpenzial⸗Funktionen und ber a ee 


. - - 
r. f} . ? .. oo... .0..+ ! 02 .. . 
. . Pr w ’ . ee 
® 


as ein Autdruch f nicht bloß x und, y. — au noch 
einen ober mehrere der Differenzial-Koeffiienten dy,, O’y 3°y, 
2c. 2, fo beißt er, wenn y als eine völlig willführliche Funk⸗ 
tion von x gedacht wird, eine Differenzial: Sunftion. 
Menn man fich aber unter y gerade diejenige Funktion von x 
denft, welche, wenn zu gleicher Zeit flat Oy,, d’y,, dey,, x. 
die zugehörigen Zunftionen von x gefeßt werden, den Ausb 

f zu Null macht, fo daß man, um dieſes auszudrücken, f = 0 
fchreiben Tann, fo hat man eine Differenzial-Sleichung 
(ogl. $. 15.). — Beide, Differenzial-Zunftion und Diffe 
renzial⸗Gleichung, werden nad) dem höchften ber Differengial: 
Koeffizienten, die fie enthalten, in Ordnungen Flaffifisirt; und 
können eine unbefannte Funktion y_, ober mehrere folche 


Unbefannte zu, vx, 26 2, und deren Differenzial⸗Koeffizien⸗ 
ten enthalten. \ 


$. 43. 
Eine Differenzial« Funktion, z. B. der zweiten Orbnung, tie 


1 
etwa — By Hrs By haybe ober 9, heißt in. 
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Br dieſas Geiſpiel iſt der integrirende Faktor ꝙ gegeben 
"durch die Gleichung (1.), weiche auch in der Form 

2) g-(&M,—aN,)-+39,-M—8p,-N = 0 
gefchrieben werben kann. 

Weil abev diefe Gleichung (2.), aus welcher ber integrirende 
Faktor ꝙ gefunden werden foll, felbft eine Differenzial- Gleichung 
ift, und noch dazu (nach $. 15.) eine Parzial⸗Gleichung, fo 
wird fie. bei dem praktifchen Integriren doch fehr felten benuͤtzt 
werden Fönnen, um diefen integeirenden Falter ꝙ zu finden. 

Gemwöhnlicher: findet man daher einen folchen integrirenden 
Faktor ꝙ bloß durch DVerfuche, oder zwar aus ber Gleichung 
(2.) (für. unfer Beifpiel), indem man jedoch 9 von beftimmter 
Form vorausfegt, etwa als bloße Sunftion’ von x allein, oder 
als bloße Funktion von y allein, u. dgl., und zuficht, ob nicht‘ 
dieſer Gleichung (2.) unter diefer Vorausfegung irgend wie ge 
nügt werden kann. - | 

So 5. 3. genuͤgt y-r-x-dy, ber Bebingungs- Gleichung 
($. 44. 99 der Integrabilitaͤt, und das Integral von y+x-dy, 
iſt xy. — Nimmt man jedoch y—x-dy,, fo genügt dieſe 
Zunftion derfelden Bedingungs⸗Gleichung ber Integrabilitaͤt nicht. 


Multiplizirt man aber dieſe Sunftion mit au ‘fo daB man 


L.y—x-8 ) oder 1_8: erhält, fo ift diefe neue Funk⸗ 
xy we yon 
tion integrabel, und giebt zum Integral ogx—logy. 


6. 46. 
Findet man aus einer Differenztal+ Gleichung, z. ®. aus der 
Gleichung ' 
1) 7 yay,—Iy—xdy,+y=0, 


eine Differenzial: Gleichung der nächft niedrigern Ordnung 5.2. 
die Gleichung 
2) dy, rx—t-y = 0 
mit einer willführlichen, in der Gleichung (1.) nicht vorfommen- 
L8*] Ä 
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9 3=8C, und‘ &, = Anis in 
Die (6.) wich hbeher jetzt em man diefe Varhe von Br, und 
Of, ſuhſtituirt, uͤbergehen in =. 
7 8C,+dC,-dy, == rBy:tayhbrz. 
und ans diefer Gfeichung muß nun C befiimmt werden. 
Weil jedoch diefe Gleichung noch fuͤr jede Funktion y von 
x gelten foll,. fo. my, man wirderum bie Koeffigienten von dy 
links und rechts einander gleich fegen, ‚fo daß man ‚befommt 
8x, al C=f-dy=rfl-dy=iy+Qh, 
wo C’ nach y konſtant ift, alfo,nım noch x enthalten Kann. 
Subſtituirt man aber dieſen Werth ſtatt C in die (7.), fo 
erhält man zur Setimmung von Ci noch die Gleichung 
900 real ytrb, .:;: 
melde. Sleicung, da C., alfo auch 80 fein y enthalten darf, 
einen Widerſpruch anzeigt, wenn nicht a — 1 — O, alfo wenn 
nicht ae 1 iſtz und welche, wenn as=1 feyn ſollte, ſo⸗ 
gleich noch 


10 —0— 


liefert, wo c weder y!, noch y, noch x enthalten darf übrigens 
aber ganz willkuͤhrlich und unbeſtimmt bleibt. 

Hieraus geht Folgendes hervor: 

1) Die Aufgabe: eine gegebene Duferemiai⸗ Funktion zu 
integriren / iſt nicht immer möglich, und in dem vorliegen⸗ 
ben Beiſpiel nur möglich, wenn a1J fen ſollte. 

2) M aber. die Aufgabe ſelbſt moͤglich, ſo erfordert ihre 
Loͤſung, wie dieſes Beiſpiel zeigt, bloß wiederholie Integratio⸗ 
nen, z. B. nach y!, nach y, und nad) x, letztere als eben fo 
viele von einander unabhaͤngige Veraͤnderliche angeſehen. Dieſe 
Integrationen hat aber das dritte Kapitel zu behandeln gelehrt. 

Namentlich hat ſich hiernach gefunden das Integral von 

— t be 
y 


_ 


- nad) allem z, 


- 


| 
| 





‘ 
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—— + Iran te, ) 
d. h. dieſe letztere Funktion ‚giebt, wenn man fie nach allem x 
differenziirt, zum Differenzial⸗Koeffizienten genau bie vorfichende, 
während unter y nicht eine beftimmee, fondern jebe belichige 
Sunftion von x gedacht worden iſt. 


$. 44. 


‚SIE die zu integrirende Differenzial Funktion felber noch, 
zwar der Form nach beftimmt, aber im Uebrigen unbeftimmt, 
fo kann man zuleßt (wie in dem vorigen Beifpiel die Gleichung 
a=1) allgemeine Gleichungen befommen, welche den Namen 
nBebingungs-Sleichungen der Integrabilitaͤt! füh- 
ven. — Sind diefe Gleichungen erfüllt, fo ift das Integral in 
dem Sinne des ($. 43.) möglich; — außerdem nicht. 

Verſucht man ed und integrirt man bie Differenzial-Sunftion 

1. M,,tN,, 05; 
auf dem im ($. 43.) vorgezeichneten Wege, fo erhält man alg 
Bedingungs: Gleichung der Integrabilitaͤt die Gleichung 
(+. öM, = N, *). 


*) Iſt das gefuchte Integral von M-4-N-dy, durch f,,, ausgedrückt, 


| fo if als 


8, +-df,-öy, = M--N.dy,, 
d. h. &=M md 85, =N. 
Differenziirt man nun bie erſte biefer Gleichungen nach y, die andere ns 
x, fo erhält man 
SL, =, und BL, = ENG; 
daher ſchon deshalb, wenn f erifiet, auch SM, = ON, feyn muß. — O6 
aber, wenn die Gleichung 5M, = dN, erifirt, auch) eine Funktion y als 
integral von M-+-N.2y, erifiten werde, seht aus diefer fo eben angeftell- 
ten Betrachtung nicht, wohl aber aus dem oben, bezeichneten Berfahren 
hervor. Nach diefem Berfahren fucht man nämlich das Integral f aus 
der Gleichung 
8, -df,dy, = M-H-N-dy, 
fo daß man hat 
öf, = N, alfo f = (N.dy+-C, _ 


L. [8] 


114 . Analyſis. Kap. V. $. 45. 


Will man aber integriven die Differenzial-Funftion 


I. — 


fo erhaͤlt man, ganz nach ($. 43.) verfahrend, bie drei Bedin⸗ 
gungs» Bleichungen der Sintegrabilitär: 
1) 2M,—=ö8P,, 2) 8M,=dN,, 3) 8N,—=2P.. 
Eine volftändige Theorie dieſer Bebingungs : Gleichungen der 
Integrabilitaͤt für Differenzial: Sunftionen höherer Ordnungen 
findet man im „Syftem der Mathem. Th, VL" 


§. 45. 

Im Falle eine Differenzlal: Funktion w als ſolche nicht in- 
fegeirt werben kann, in fo ferne fie den Bebingungs- Gleichun: 
gen der Integrabilitaͤt nicht genügt, fo egiftirt doch immer zum 
mindeften ein integrirender Faktor @, fo nämlich, daß bie 
Differenzial Funktion 9-y im Sinne des ($. 43.) integrirt wer⸗ 
den kann; und die Bedingungss Gleichungen ber Integrabilitaͤt 
von 5 beſtimmen dieſen Faktor ꝙ. 

Genuͤgt z. B. MN. dy, der Bedingungs⸗Gleichung der 
Integrabilitaͤt ($. 44. 9, nämlich der Gleichung dM, — dN, 
nicht, fo fuche man p,, für daß der Gleichung 

1) My), = &KNy), 
genügt iſt, und die Sunftion 
My-+-Ny-dy,, b. h. . Q¶N. dy) 
iſt dann offenbar integrabel. 


wo C, irgend eine noch zu beſtimmende Konſtante (nach y) iſt, während 
SN»dy irgend ein beſonderes Integral (nach y) vorſtellt. — Weil ober 
noch dä, = M ſeyn muß, fo giebt dies die Gleichung 

" 9 -dy)_ +-8C, =), 
d. b. = M-—&(/N-dy), 
Diefer Ausdrud zur Dein darf num kein y mehr enthalten, muß alfe, 
wenn er nach y differenziirt wird, Null geben, und dies ift die obige Bes 
dingungs⸗Gleichung der Integrabilität. Zulegt, wenn fie erfällt iſt, bekommt 
man noch C durch integration nach x. 
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“Br dieſas GBeiſpiel iſt der integrirende Faktor ꝙ gegeben 
"durch die Gleichung (1.), weiche auch in der Form. 

2) p-(OM, — EN )+dp,-M— dp, N — 0 
gefhrieben werben fann. . - 

Weil aber diefe Gleichung (2.), aus welcher der integrirende 
Faktor ꝙ gefunden werden foll, felbft eine Differenzial⸗Gleichung 
ift, und noch dazu (nach) $. 15.) eine Parzial⸗Gleichung, fo 
wird fie. bei dem praftifchen Integriren doch fehr felten benuͤtzt 
werden fünnen, um dieſen integrirenden alter ꝙ zu finden. 

Gewoͤhnlicher findet man daher einen folchen integrirenden 
Faktor p bloß durch DVerfuche, oder zwar aus der Gleichung 
(2.) (für. unfer Beifpiel), indem man jeboch ꝙ von beftimmter 
Form voraugfegt, etwa als bloße Funktion von x allein, oder 
als bloße Funktion von y allein, u. dgl., und zuſieht, ob nicht 
dieſer Gleichung (2.) unter dieſer Vorausſetzung irgend tie ges 
nügt werden fann. - 

So z. B. genügt y-Fx-dy, ber Bebingungs: Gleichung 
($. 44. 99 der Integrabilitaͤt, und das Integral von y FXx. dy 
it x-y. — Nimmt man jedoch y—x-dy,, fo genügt dieſe 

Sunftion berfelben Bedingungs⸗Gleichung der Wiegrobiluae nicht. 


Multiplizirt man aber dieſe Funktion mit a fo daß man 


Oy, 
1.y-3.27) oder —— erhaͤlt, ſo iſt dieſe neue Funk⸗ 
tion integrabel, und giebt zum Integral logx — logy. 


$. 46. 


Sindet man aus einer Differenzial ⸗Gleichung, z. B. aus ber 
Gleichung 
1) y· dꝛy, —- ↄy -x. y, ty =0, 
eine Differenzial⸗Gleichung der naͤchſt niedrigern Ordnung z. B. 
die Gleichung 
2) dy, rı—-ıey=0 
mit einer willkuͤhrlichen, in der Gleichung (1.) nicht vorkommen⸗ 
[8*] 


———— 
* 
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den Konftante c; und hat Hiefe Gleichung (2.) die Eigenfchaft, 
daß wenn man fie bifferenziirt, alfo die Gleichung 
3) öy rl—cı.dy, = 0 

aus ihr bildet, dann aber aus (2. und 3.) biefe Konflante c 
ſelbſt eliminire, allemal die gegebene Differengial» Gleichung (1.) 
wieber hervorgeht, fo nennt man biefe Gleichung (2.) das all: 
gemeine erfie Integral der (J.) 

. Nimmt man nun von biefer Gleichung (2.) twieberum das 


‚ allgemeine erſte integral, nämlich 


4) y= . )+be 


mit der neuen, in (2.) noch nicht vorkommenden, willkuͤhrlichen 
Konftante b, fo heißt diefe Gleichung (4.) auch das allgemeine 
zweite Integral der (1.). — Sin fo ferne biefe Gleichung 
(4.) zu gleicher Zeit eine Ur: Gleichung ($. 15.) iſt, beißt ſie 
auch Bas allgemeine Ur⸗Integral ber Gleichung (2) 


. oder (1.). 


Differenziirt man aber die Gleichung (4.) iweimal binter 
einander, fo nr man erhält 


5)%y,=- t-bere® und 6) d’y, = be’.e“; 


und eliminirt man aus biefen Gleichungen (4. 5. und 6.) be | 


beiden willführlichen Konſtanten b und c, fo wird man wicht 
die Differenztal: Gleichung (1.) der 2ten Ordnung erhalten. 
Werden dagegen der Konftante c, ober der Konflante b, oe 
beiden Konftanten b und ‚c, befondere Werthe gegeben, fo daf 
fie nicht mehr allgemein jeden (von x unabhängigen) Werth an 


‚nehmen koͤnnen, fo nennt man. diefelben Gleichungen (2. ober 4) 
befondere (partikuläre) Integrale ber gegebenen Differengid | 


Gleichungen *). 


*) Das Integral einer Differensials Gleichung mag ein allgemeine 
oder ein befonderes ſeyn, fo folgt doch aus der hier gegebenen Definitin 
daß jede Funktion y von x, melche der integral» Sleichung genügt, net 


‚ wendig auch die Differensial» Gleichung identiſch machen müſſe. Iſt dahe 


( 


— — — — 


‘ 
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Zuweilen laͤßt ſich eine Differenzial⸗Gleichung an ſich, oder 
doch eine Umformung derſelben, welche durch Einfuͤhrung neuer 
Veraͤnderlicher hervorgebracht iſt, in iwei Faktoren zerlegen, ſo 
daß ſie die Form 

ft *0 

annimmt. Man kann dann f==O integriren, wenn £=0 noch 
feine Ur⸗Gleichung iſt; und auch O integriren. St aber 
k O von einer niebrigern Ordnung als 0, fo nennt man 
f=0 einen fingulären Werth ber gegebenen oder umge: 
formten Gleichung f-y— 0, und das allgemeine Integral von 
90 wird dann auch das allgemeine Integral von I-y—=O 
genannt. — Sollte aber 0 zufällig als ein befonderes In⸗ 
tegral in dem allgemeinen Sintegral von w==0 oder von f-y=0 
fteffen, fo würde dann 1=0 ben Namen eines fingulären Wer; 
thes verlieren, eben weil es nun als ein befonderes (partikulaͤ⸗ 
res) integral erkannt wird. 


* is}. B. von der gegebenen Differenzial⸗Gleichung ber Aſten Ord⸗ 


u x fx —4y. 87. .H4xy =(, 
Das allgemeine Ir» Integral dieſes: 
2) x. 4ad:y = at 2a’ X, 


und hat die willführliche Konfante a. — Man kann aber bieſelbe Dif⸗ 
ferenzial⸗Gleichung (1.), wenn man ſtatt y lieber u einſuhrt, ſo z. B. 
daß man 

8) y„-r’=u 
fest, umformen. Es it dann „zu, und, wenn man dieſe Gleis 
hung nach x difjerenglirt, noch 

4) dy,— 2x == Zu-du,, 
alfo daß man mittelft der Gleichungen (3. u.4.) die Difierenzials Koeffizien- 
ten dy,, 8°y,, fo wie y felbft aus (1.) hinwegſchaffen kann. Dadurch geht 
die gegebene Gleichung (1.) in diefe andere Gleichung 


die Integral⸗Gleichung eine Nrs Gleichung, fo bat man bie Zunftion y 
von x gefunden, welche der gegebenen Differenzials Gleichung genügt. 


118 Analyſis. Kap. V. . 5. 48. 


6) w. [x-80,°— 20-280, — x] = 0 

über, und nun genügt ihr auch u=0, d. h. 
6) "Yy— 0 oder y„-!=0, 

ohne dag diefe letztere Gleichung „= x" in dem allgemeinen He, Sntegnl 
(2.) enthalten wäre *). Die Gleihung y„—x’ = 0 it daher ein fingu- 
lärer Werth der gegebenen Diferenjial+ Gleichung *). — Hinſichtlich 
dieſer ſingulären Werthe findet man das ausführlichſte in dem („Syftem 
der Mathem. Th. V. $. 270. $. 275.:und $. 280.). 


$. 48. 

Sol aber z. 3. eine gegebeite Differengial⸗ Gleichung der 
2ten Ordnung ꝙ — 0 (zwiſchen x; y,dy, und 8y,) allgemein 
integrirt werden, fo ann man twieberum zunaͤchſt den Maclaw 
rin’fchen Satz anwenden, nad) welchem jede Sunftion y„ alfo 
auch jede, welche dag gefuchte Integral bildet; in folgende Reihe 
verwandelt iſt, naͤmlich 


Oo, ,y=I., He or, ea 
-Idey ————— re 


wo @ irgend einen Gehkmmten Ziffernwerth —* Differen⸗ 
ziüirt man nun die gegebene Gleichung — 0 der 2ten Ordnung, 
hinter einander nach allem x, ohne-Ende fort, fo kann man aus 
den entftehenden Gleichungen’ nad) und nad) 3°y,, O°y,, 9'y, 
sc. x. finden, ausgebrädt in x, y, und dy,. Setzt man nun 
ftatt x den Siffernwertb «, wie dies bie Sleichung (O) vers 


1) 

2*) Man erkennt dies daran: Eliminirt man aus (2.) und (6.) den 
DVeränderlichen y, fb füllt durch Feine Annahme ber Konſtanten a und b 
der Veränderliche x zugleich mit heraus, wie dies doch feyn müßte, wenn 
für irgend konſtante Werthe von a und b die Gleichung (2.) in die Glei⸗ 
chung (6.) übergehen ſollte. 

**) In der That giebt dieſe Gleichung y=x’; 9, = 2x, 8°y, =2; 
und diefe Werthe, in die Differenzial-Gleichung (1.) gefest, machen fie 
identifch. Diefer Werth genügt alfo der gegebenen Differensial- Gleichung 
A wie vorauszuſehen war, weil er einen ihrer Saktoren der Null gleich 
macht. 


I 
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langt, ſo bleiben b und Ioöy (die in allen den, fuͤr die 
Koeffisienten [d°y,1,, [8° Yıl, 2c. 2c. gefundenen Werthen wies 


der vorfommen) allein unbeftimmt, und auch völlig willführlich, 
jedoch (nach x) konſtant. Alſo giebt die Gleichung (O) das 
Urs integral der gegebenen Differenzial» Gleichung der 2ten Ord⸗ 


nung, mit 2 willkuͤhrlichen Konſtanten. 


Diefelbe Gleichung (O) mwirb aber auch das Ur- Integral 
vorftellen, von jeder gegebenen Differenzial» Gleihung der nten 
Drdnung, nur daß dieſe leßtere, und alle aus ihr durch fortge⸗ 
ſetztes Differenzüren erhaltenen Gleichungen bloß dey,, rt!y, 
Ort2y, 20. 20. geben, iR x, J. Oy. yy +++ O°1y, ausge 
drückt, fo daß die Werthe der n letztern, für x=— a, unbeftimmt, 
übrigens nach x konſtant, bleiben, und wilkührlich gedacht werben 


fönnen und müffen. Das Ur: Sintegral einer folchen Differen: 


zial- Gleichung der nten Ordnung bat alfo dann n willführliche 
Konftanten. | 

Das Ur⸗Integral einer Differensial-Sleichung der Ifen Ord⸗ 
nung wird daher, eben deshalb, nur eine einzige mwillführliche 
Konftante in fich aufnehmen, und doch ganz allgemein feyn, 6. 5. 
alle Funktionen y, enthalten, welche der gegebenen Differen 


zial⸗Gleichung genügen *). 


% 49. 


Obgleich diefe Integrations⸗Formel (O); welche der Macs 
laurin’fche Lehrfag direft liefert, gerade wie die eben daher 


geholte Formel ($. 28.) ganz allgemein ift, und in jedem vor⸗ 


kommenden Sale das integral giebt, fo hat fie doch twiederum 
dag Ueble, daß fie zu unendlichen Reihen auch in den Fällen 
führt, mo ein Integral in enblicher Form exiftirt. — Für dag 





*) Die nah ($. 47.) zuweilen eriftirenden fingulären Werthe 
müffen offenbar einen diefer Koeffizienten in der Reihe (CO) zur Nechteh, 
auf die Form 5 bringen, weil fon diefer Werth in dem allgemeinen In⸗ 


‘ 


tegral Reken, alfo den Namen eine: ſingulären Werthes nicht verdienen 


würde. 
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Integriren einer gegebenen Differenzial⸗Gleichung / = 0 in 
endlicher Form bat man nun folgende Regeln: 
A. Genügt bie Funktion w den Bebingungs- Gleichungen 
der Sintegrabilität, exiſtirt alfo ein Integral f von w im Sinne 
des ($. 43.), fo finde man folches £ nad) dem ($. 43.) und 
nehme f= c als integral: Gleichung, wo c eine mwillführliche 
Konftante if. Ja, bat man £ fchon ganz allgemein gefunden, 
fo ift in £ fchon eine wilführliche Konftante enthalten, und dann 
fann man f= 0 nehmen als allgemeines erfted integral von 
v0. 

So findet ſich dqs erſte allgemeine Integral ber Gleichung 

1) y° yo rt = 0, 


fogleich wie folgt, nämlich 
J° Bye log ° 
oder 
2) Och ste = 0, 


Und von biefer letztern Sein findet fich wiederum fogleich das all, 


- gemeine Integral 


3) 3) Haprerte = 0, 
wo e und c’ zwei willků hrliche Konſtanten ſind. 


B. Sind in einer Gleichung die Veraͤnderlichen getrennt, 
d. h. enthält fie lauter einzelne Glieder, in denen bloß x allein 
oder bloß y allein vorfommt, fo genügt fie allemal den Bein 
gungs- Gleichungen der Sintegrabilität, kann alfo dann allem 
nach (A.) integrirt werden. 
Dies ift z. 3. in der Gleichung (A. 2.) der Sal geweſen, 
wo die Veränderlichen getrennt erfcheinen. — Bon ber Gleichung 
1) XX, Yz == 0*), | 


*) ind dx, dy zufammengehörige unendlich» Heine Zuwachſe von x 
und y, fo if 1 
u — 4] 
9, = dx’ 
und men kann daher der Gleichung (1.) auch die Sorm geben 
d<--Y,-dy = 0. 
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wo X, fein y, und. Y, fein x enthalten follen, finbet man fb> 
nach fogleich das integral 
2) SX-dı-+-[Y: yN)rce= = (0. 
Aber auch von der Gleichung 
L. X.TV, dy,+Z,-dz, = 0, 
findet man fogleich dag Inregral 
IL , SX-dsH+/Y-dy+fZ-de+c=0. 
C. Iſt die Funktion y nicht integrabel, fo fucht man nach 
($. 45.) einen integrivenden Faktor ꝙ, fo daß Y- integrabel 
toird, — fett fatt der Gleichung 0, diefe andere ꝙ == 0, 
und integrirt Ießtere nach (A. oder B.). 
So integrirt fich die Gleichung 
1) dy, = A-ya oder By, Arya 0, 
indem man fie mit dem integrirenden Faktor Sy, multipfisirt und dann _ 
(nad) A.) integrirt. Man erhält dann zunächſt dy,-8°y,—A-ym+dy, =0, 
und hieraus 


2) et 


als erfied allgemeines integral. 
Eben fo integrirt fich die Gleichung 


J-x Oyz = 0, 
indem man mit = mulsiplüitt, wodurch man - 
\ 2_ 2: — (0 


erhält, und diefe dann nach (B) intggit Dadurch erhält man 
logx—logyt+c = 0, oder log 7 te = (, 


ober T =e", oder y=e’-x, dry Ce, 
wo C eine willkührliche Konftante if. 
© integrirt fich 
X, Y,+X,-Y,-dy, =0, 


indem man mit multipligirt, und bie entftehende Gleis 





1 
Y,-X1% 
hung dann nach (B.) integrirt, fo daß man 


*) Eigentlich muß ſtehen V . dy,) ·da; allein nach ($. 30. Nr. 4) 
iſt jolches Integral = [X -dy. 
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/ 
—JV—— 20 
als allgemeines Integral erhält. 
So integrirt ſich aber auch noch die Gleichung 
XX, -Z,.+ X, V,2,.8y,+%,-Y,+2,-8z, = (, 
indem man folche mit X-Y-Z bividir. Man erhält dann 


< ar fir [Gurte — 0. 

D. Diefe Methoden (A. B. C.) kann man zuweilen dann 
erſt anwenden, wenn in die gegebenen Differenzial⸗Gleichungen 
neue Veraͤnderliche eingefuͤhrt worden ſind, ſo daß ſie dadurch 
eine, fuͤr dieſe Anwendungen bequemere, Form erhalten. Dar⸗ 


uͤber ſehe man jeboch weiter unten ($. 51.). — 


9:50 

Meil bie allgemeinen Antegrationd- Methoden bei Differen- 
zial⸗Gleichungen noch weniger leiſten, als bei den Integratio⸗ 
nen entwikkelt gegebener Funktionen, ſo hat man hier noch mehr 
Urſachen, beſondere Formen beſonders zu betrachten. 

Unter allen Differenzial⸗Gleichungen heben ſich aber als be⸗ 
ſonders wichtig hervor die linearen (welche man auch bie 
Sleichungen vom erfien Grabe nennt, und die dabei von be: 
liebiger Ordnung ſeyn können). Dies find die Gleichungen 
‚von der Form 

Sy HA, d1y HB, 8° 2y, he +P,-8y,+0Q,-y=X 
wo die Koeffigienten A, B, C, P, Q, fo wie X beliebige 
und gegebene Funktionen von x (aber ohne y), auch beliebig 
fonftant (und daher zum Theil auch Null) feyn können. 

Diefe linearen Gleichungen werden reducirte genannt, wenn 
X=0 if; fie heißen vollfiändige, wenn X nicht O ift. 

1. Die reducirte lineaͤre Gleichung der erften Ordnung 

1) Oy,-mA,y = 0 
integrirt ſich fogleich, mittelft des integrirenden Baftore — ‚und 
giebt. 
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| 
JS + Andre — 0, 


oder .  bgy+fAr- dire = 0, 
oder 2) C. 

D. Will man aber bie volfländige lineaͤre Gleichung der 
erften Ordnung 

1) oy, HA, sy =|!X, 


integriven, fo feßt man die Form des Integrals fo voraus, 
wi ſolche in (1.) fo eben für den Fall gefunden worden, daß 
=0if; man fett alfo | 
er | y= C ce’ Marie, 
betrachtet aber C als eine noch unbekannte Funktion von x, 
welche fo beftimmet werben muß, baß die Gleichung (2.) der (1.) 
genügt. Man differengiire alfo die Gleichung (2:) unter diefer 
Voraugfegung, fubftituirt dieſe Werthe von y und dy,, die man 
aus (2.) erhält, in die Gleichung (1.), und legtere geht dadurch 
über in 
kanal —=X 00.8 


woraus IC. = X etc, 
alfo = fXret= .dx 
hervorgeht. 


Durch diefes Verfahren konnte man im ($. 46.) die Gleichung (2.) 
integriren, welche zu den vollkändigen lineären Steigungen der erften Ord⸗ 
nung gehört. 

II. Mit der reducirten lineaͤren Gleichung der 2ten Ordnans 

1) My -rA,-öy,+B y=0- 
bat man fich zwar vielfach befchäftigt, aber in wenigen beſon⸗ 
deren Fällen nur, ihre Integration in endlicher Form bemirft. 

Sind jedoch die Koeffizienten A unb B (nad) x) Fonflant, 
fo fegt man 

2) y=e“, alſo y, =m-.e“, y = —RR 
und die Gleichung (1.) geht über in 
. 3) m®’-+-A-m-+-B = 0, 
und giebt für m zwei Werthe m, und m, (welche bie Form 
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pRj · A haben werden, wo *0 ober q nicht Null if). 
Dann nimmt man 

4) y-= Gens Q,. em; 
wo C, und C, zwei willführliche Konftanten find. Und dieſe 
Gleichung (4.) genügt der (1.), hat zwei willführliche Konſtan⸗ 
ten, und ift baber das gefuchte allgemeine integral. 

Sind die beiden Werthe m, und m, einander gleich und 
== m, fo nimmt das allgemeine Integral (4.) diefe Form an: 

65) .  y= e"*.(a+b-z)*), 
wo a und b die beiden wilführlichen Konftanten find. Und 
find bie beiden Werthe m, und m, wirklich imagindr, alfo 
—=p+qg-V—I, fo giebt man dem allgemeinen Integral 4) 
bequemer diefe Form 
- (nach den Formeln ET oosgHVII- sing); 
nämlih | 

6) = &*.(arcasge-kb: einge), 
ober auch) 

7) y=a-e-.(cosgx-+b), oder y = a-e*«sin(gx-+b), 
wo (in 6. und in 7.) a und b die beiden willführlichen Kon: 
fianten vorftellen. | 

IV. Kann man aber die rebuzirte Tinedre Gleichung der 
2ten Ordnung 

1) 9 +A day, +By=0 | 
ed mögen bie Koeffizienten A und B fonflant oder Funktionen 
von x ſeyn, integriren, fo findet fi) das allgemeine Integral 
derfelben doch immer von ber Form | 

2) y= aR,+b:S, *), 


„*) Dan findet dies, wenn man anfänglih m, =m und m =m-HFh 
ſetzt, dann e”2'* in emx.ehx, d. h. in emx. At °) vers 
wandelt, dadurch das Nefultat (4.) ny=enx. (OHCHOhx-R) 


umformt, dann +06 = = a, C,.h=b ſetzt; zulest aber O fiatt h 
fchreibt. 


”*) Man findet dies, wenn man den integrirenden Faktor fucht, unter 
der Vorausſetzung, daß er bloß x und nicht y, noch weniger aber dy, ent- 
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wo a und b zwei willkuͤhrliche Konftanten vorftellen; und dann 
kann man auch allemal die vollftändige lineaͤre Gleichung 
3) Ay rAdy,rBby=X, 
integriren, indem man genau wie in (II.) die Gleichung (2.) 
als das Integral der (3.) anfieht, der Form nach, und num 
noch die unbeflimmten Koeffizienten a und b (als Sunftionen 
von x) dergeftalt zu beftimmen fucht, daß der Gleichung (3.) 
wirklich genuͤgt wird. 
Zu dem Ende differenziirt man bie Gleichung (2.) und erhält 
4) dy, = a-dR, +b-85,+(R-da,-rS-0b,); 


fett den eingeflammerten Theil = 0, fo daß man zur Beſtim⸗ 


mung von a und b einftweilen die Gleichung 
œ) R-da,+S Ob, = 0 

hat, dagegen dy, in (4.) genau fo toird, wie wenn a und b 
noch fonftant wären, nämlich 

5) dy, = a-dR_-+b-8S,. 
Hernach differenzlirt man diefe Gleichung (5.) noch einmal, und 
befommt 

6) Ay, — 2 BR bh. 925_-1-(OR_- 22.438, -Bb,), 


wo ber nicht eingeflammerte Theil zur Rechten genau berfelbe 


ift, wie wenn a und b noch fonftant wären. 

Da nun, nad der Vorausfegung, die Werthe aus (2. 5. 
und 6.), wenn man aus (6.) den eingeflammerten Theil wegs 
läßt, bezuͤglich ſtatt y, Oy_ und 82), gefegt, der Gleichung (1.) 
genügen, alfo, in die (3.) fubftitwirt, den Ausdruck zur Linfen 
in (3.) der Null gleich machen, fo geht diefe Gleichung (3.) jeßt 
fogleich über in 

ß) ORz + dax+-8S.-Öb, = X. 

Ans den Gleichungen (a. und A.) findet man nun fogleich 

On, umb Ob, als bekannte Sunktionen'von x, etwa - 


> 


hält. Diefe Vorausfegung findet fich beftätigt. Denkt man fich die Gleis . - 


chung mit diefem integrirenden Faktor dann multipligirt und integrirt, fo 
fieht man, daß das Integral allemal diefe Form annehmen müfle, auch 
wenn man es nicht wirklich berftellen kann. 
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T) 5a* X md Ai X, 
und daraus dann 
Ä 8) a = [Xledı-rc, b== SXl.de-rch,. 
mo c und c! die beiden willführlichen Konftanten find. 
Das Jategral der Gleichung (3.) iſt dann 
9) y=R.-/X!l.dx-+S2- IN. dx->c-Rx-+ct- Sn 
Sind die Roefftllenten A und B fonftant, fo iſt (nach II.) 
entweder 
R= errx md S er⸗s, 
wenn beide Wurzelwerthe der Gleichung m’4+-Am-+B = 0 
reell und ungleich find, 
oder R=e= mb S—x.e“, 
wenn beide Werthe von ım reell und gleich find, 
oder R = e”r.cosqgx und S = e.-singz, 
wenn beide Werthe von m imagindr und = p>&qg-V—1 find. 

Anmerfung. 

1) Man fann danad) leicht Tin eire Differenzial⸗Gleichun⸗ 
gen, welche reduzirt find und konſtante Koeffizienten baden, von 
jeder beliebigen Drbnung integriren. 

2) Wenn man das Integral der reduzirten Bleichung 

a) SyAArdy, eBay, +Qy 0 
mit Fonftanten ober veränderlichen . Koeffizienten. gefunden hat, 
welches immer von der Form 

P) J=C-R+G-R+C Rt Ca R. 
feyn wird, fo kann man daraus leicht auch das allgemeine In⸗ 
tegral der vollfiändigen lineären Gleichung 

V) FytAI—Ty,t HP, +0 y—=X 
finden, indem man das integral (A.) auch jeßt noch, der Form 
nach, beibehält, aber die Koeffiienten C,, Ca, Ca ++» Ca als 
noch unbeftimmte Funktionen von x bergeftalt zu beſtimmen 
ſucht, daß die Gleichung (6.) wirflic) auch der Gleichung (y.) 


genügt. Zur dem Ende bifferenzürt man die Gleichung ( 9.) 


n—1 mal hinter einander, feßt aber in. jedem Differenzial den 
Theil deſſelben, welcher die Differenzial⸗Koeffizienten &XC,) 
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C.), KCs),, 2C.), enthaͤlt, der Nun gleich (da aus 
den fo entfichenden n — 1 Gleichungen dieſe unbeftimmten n 
Sunftionen C,, Ca, Ca, »*+ Ca ihre Beltimmung erhalten koͤn⸗ 
nen, fo ift dies offenbar erlaubt), damit nicht bloß y, fondern 
auch noch dy_, D’y,, dey,de⸗iy, jest noch ber Form 
nach genau biefelben find und bleiben, wie vorher, wo C,, C,, 
C, +++ C. konſtant waren. Zulegt findet man durch nochma⸗ 
liges Differenzliren auch O"y_ und zwar einen Theil, der genau 
fo if, wie wenn alle diefe C konſtant find, und noch den Theil, 
melcher die Differenzial- Koeffiienten d(C,),, (Ca), +++ (Ca), 
enthält. Subftituirt man nun diefe Werthe flatt y, Oy,, O°y, 
e..Or-Iy und dry, in die gegebene Differenzial-Sleichung (y.),. 
fo wird, vermoͤge ber Voransfegung, links alles der Null gleich 
bis auf den legt erwähnten Theil von dey,, fo daß die Glei⸗ 


chung (y.) nun übergeht in 
) 9 CAR ARCHE. 


Diefe nte Gleichung in Verbindung mit den obigen n—1 Glei⸗ 
chungen zwiſchen den Differenzial« Koeffiienten (C,),, CC»). 
(C,) „+ · AC.), geben nun, da fie algebraifche einfache Glei⸗ 
chungen find, dieſe nm letztgenannten Differenzials Koeffizienten, _ 
‚durch bloße algebraifche Auflöfung, jeden als eine gegebene Funk⸗ 
tion von x, fo daß nach den Sintegrationd; Regeln des Iten Ka⸗ 
piteld, dieſe Koeffisienten C,, Ca, Ca, -*+ Ca, jeder noch mit 
einer willführlichen Konftante, gefunden twerden. 

Diefe Methode, dag integral einer vollftändigen linedren 
Gleichung aus dem allgemeinen integral des befondern Falles, 
wenn X—= 0 gefegt wird, abzuleiten, verdanft man dem Las 
grange, und man fagt, eu babe „bie Konſtanten variiren 
laſſen,“ weshalb man fie auch bie Methode der Variation 
der Konftanten nennt. Sie iſt offenbar nichts weiter als 
eine Anwendung ber. Methode der unbeftimmten Koeffizienten, 
welche in den Elementen, wie in fpätern Unterfuchungen immer 
mit Vortheil da angewandt werben kann, wo man die Form 
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der gefischten Ausdrücke keunt, oder doch vermuthet, und baber 
vorausfeht. 


$. 51. 


Oft laſſen fich gegebene Differenzial» Gleichungen durch Ein- 
führung neuer Veränderlichen in folche verwandeln, deren Inte⸗ 
gration man bereits durchgefeßt hat. — Man muß su dem Ende 
folgende Verſuche anftellen: 

I. Man wird in bie gegebene Differenzial: Gleichung v=f, 
flatt der Differenzial-Roeffisienten Oy,, d°’y,, ⁊c. 2c. nach ($. 16.) 
Ausdrücke ſetzen, welche ihnen bezüglich gleich find, aber bie 
Differenzial: Koeffizienten dx,, 8°x,, ıc. 2c. enthalten; ober 

I. Man wird, wie im Beifpiel gu ($. 47.) gefchehen, einen 
neuen Veraͤnderlichen u flatt y einführen, fo daß bie Differen 
sials Gleichung nicht mehr y, dy,, d°’y,, 2% !ı ſondern bloß 
x und u, du, deu,, ꝛc. ꝛc. enthält; oder 

UL Man wird einen neuen Veraͤnderlichen u einführen, 
wiederum, mie fo eben befchrieben. ift, mittelft einer beliebig an- 
genommenen Gleichung (smifchen x und u, oder zwiſchen y und 
u, oder) zwifchen x, y und u, aber fo, dag u an die Stelle des 
unabhängigen Veränderlichen tritt, alfo daß bie neue Differen 
zial» Gleichung bloß u, y, dy,, Ay, 2c ꝛc. enthält; ober 
endlich 

IV. Man wird zwei neue Verinderlche u und v einfuͤh⸗ 
ren (durch zwei Gleichungen zwiſchen x, y, u und v), und fo 
eine neue Differenzial: Gleichung fich verfchaffen zwifchen u, v, 
vu, D’vu, 26.5, oder zwiſchen v, u, dur, Ö?uy, IC. IC. 

Iſtes Beiſpiel zu J. Hat man z. B. die Gleichung 32), ay mit 
telſt des integrirenden Faktors Sy, integrirt, und 

(y 2ay?’-+c 
zum erfien Integral erhalten, und wollte man nun diefe letztere Gleichung 
aufs neue integriren, fo würde man ſtatt dy, das nach ($. 16.) ihm gleiche 
> fegen, dann bloß eine Gleichung zwiſchen y und dx, haben (ohne x), 


ſolche alfo nach dx, algebraifch auflöfen Fönnen, und dadurch 


4 


si. Int. v. CM. Steigungen, 29 
EEE nn 


ur ' \ in, = XF Var. 
erhalten, Bora dann (ic ‘ 





un RE — dy = est Va Va) 


folgt *). 
... ges Beifpiel zu 1 Hätte man ’;. 8% die Gleichung ne: 
u a x a Fl 


bo würde man, wenn nad) ($ 16.) - ſtatt By und —— kattthg 
7 


geſetzt würde, fstei erhalten bie Gleichung 
—A,: .ö,,—B, ‚ırY, =(, 
weiche Linear, —** und von der-pien Krdmung if, alſo ſogleich Auge 
grirt werben, ann nach ($- 50, Ye fo ‚oft. man von der ‚tehuiisten linearen 


Gleichung '' 
Bauch, Be, B, R0 
ein allganeines Integral gefundes bat, alſo namentlich, wenn A nund B 
nicht bloß kein x, ſondern auch Fein y enthalten ‚follten. . . ne 
Ifes Beifpiel iu IL Geſetzt es ware iu infegiten die Sei i 
1) mu «Syzchl me 0, 


fe ſetzt man t .. , ur ’ . „’ N R * u ta “x . ; ‘“..ı 
2); : 5 | y-ıı =u u 
fo daß, Indem man dem & 17.) gemaß. verfährt, en nl 

dy, a = 0, Bu ” 


wird, und elininirt nun aus Blefen, 3 Gleicjüngen ſowohl y als auch 
Dyz; und man. erhält 


yet, re . mann ai 
als bier neue . Gieihung, welche an die Gtelle der „a ) it Diefe giebt 


nad (L) 
— = an, er * — —— du, 
d. h. = Brennen u 


tee t + 
I. ft 


*) Diefed Verfahren if offenbar. allemal mit Nutzen anzuwenden, fb 
oft die gegebene Differenzial- Gleichung von der erfien Drönung if, und 
außer dy, und B% nicht ſelbſt noch = enthält. — So wie man nämlich 


nach ($. 16.) = ſtatt dy, fett, fo hat man bloß eine Gleichung zwiſchen 


da, und J. tann bolche nach de, algebraiſch auflöſen, und erhält 
85, = I, alle x = SY-dy+C. in 


I. | [9] 


N 


2% : nahe Kap... $: 5; 
oder, wenn man fiatt u wiederum feinen Werth y—a-x feht, 
az re = (1) +g [1 u). 


wo ‘c die willkührliche Konfante vorſtellt. I 
28 Beifpiel zu IL.” Es ſey zu "itegilien | bie Biden 
M,, +N, „y,= = 0, „\ . 


wo M und N ‚enge Suiftionen von x.und y find voñ ber 
rien Dimenfion, d . » ſo ſub daß wenn man = = zu u feet 
dam! Bar J X N Ka 22 
⸗ M.m- MER . in tig, ge 
=, N = U: u 
wied wo Vi, Ui; bloffe Funktionen son’: vorſtellen. In 
vleſem Falle wird’ ma y—x-u ſetzen, und hat dann 
u Dyy ze u-bxräu,. 
Seat man nun vieſe Werthe In: bie gegebene Pe Ski 
Hung, ‚je seht fie übe me 
(Uta: UN FU: Anz = 6 . : 


2 
und dieſe kann nun mittelft des integrirenden öefore Kurmay 
infegrivt werben, weil ne Bann abergeht in J 
PR EHRE Sr U! "don. æ* 9 ni 
in , weicher die Beränbgrichen, getsennt find, ſo daß fe liefert 
jan tgl. ser Cıyy ’ ' 3 
nn logx+ an dach) , 


gtes Beif sieken II Wire 1. 8. gegeben die Gleichung 
., yrtA, uchB, N. 


= 


u = 
heben m fer num bie gegebene Gleichung . 


fo würde man 


wen, und 


) Diefeb Werfahren ik befonders wohl iu werten, weil es allemal 
ai, a oft M und N homogene Sunftionen ‚einer: md derfelben Dimen 
ion fin 
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u, -HAs:ut-B, = 0. 
übergeht, welche vollſtändig lineär aber von der erften Ordnung if, daher 
nad) ($. 50. IL) ohne weiteres integritt wird." Sub man aber eihit mt 
willlührlichen Konfante gefunden, fa folgt aus dy, = u fogleich noch 
— —= fü-dıtc, " 
welches das allgemeine Urs Integral der gegebenen Difllennat⸗ Sri 
der zweiten Ordnung if. ; 
Sind z. B. a und B au nad x x Eonfient, fe hat man 


f Ma: J ex! PX 
— ze ul. SL, en 2 2 
* T — Se, — 
a nen. in une ee a ae apa on 
ws C die willführliche Konfante iſt. © RIED STR BD a Hs 


Und dann iſt noch nur. nn en 123Böig wii. 
.Y ir :a-+.: “u 


os ” - 
CT VER; 


d. h. . yo ent In 
BT 


PEST yerBklich rg is nun 109) 
das vollfändige Ur⸗Integral der obgöienen Stern RA mut 
und C die beiden willtührlichen. Konfanten find. 


Iſtes Beiſpiel au II. Sf. B. — die Tineäte Gleichung 
A 5 haft Ja ‚ä R 


ir, 173 FRE “ 
’ 2 
\. 8y. * BIS Ep rin Lilo 


wo A und“ B dig 9 konſtant ſeyn onen) * ſete ch. A © 


31 Vo A ® 1 4 ca 3. ln KT RENT RUE Br 
x. = R 
ur —— F voor weicher 3j) 
fo daß —* zu ü 


wird. — Hernach hat man nach ts. 16) und & 17) 


2— re Dean J 


Oy;. = iu "lm 


% 
9, = Io 2 5% — a m). _ 4. — pr) 2u 3 *50 4 
Fa a ; -Dxa A TB ‚Ja 8 ‚m ea Tau 


Subpimie. men. fe bie Werfbe in die gegebene Difereial Brian, 
ſo seht fie über in — 


By ArdyrBey = Fan); 
umd diefe Gleichung iſt ht ineär, mie die gegebene, hat ‘aber lauter kon⸗ 
ſtante Koeffizienten A, „kann daher nach ($.. 50:).-shne- weiteres inte 
grirt werden. ee 0 
2tes Bei fpiel iu IL st gegeben die Differensialz Gleichung, .der 
fen. Ordnung nn En “ nn 
[9*] 


N 6:52 


Öyat A. .X. J ‘ 
* 23 a —J 
fr wen won a nich, wenn. A tonfant ie, 2 
j x * et du, = = 
nund man hat nun nn 
uw s oh a dy. ⸗ Bu B 
Dh re BE N 


Die gegebene Sleihung wird nun, , . 
"B—Ay= —— 
und dieſe letztere iſt wiederum Jineär, bat aber einen konſtanten Feet 
ten, it alfo einfacher als die gegebene: ,. : -. 5; Bi J J V 
Beiſpiel su IV. Iſt gegeben die Breichung * nen 
BE — —⏑—⏑— = oo 
fo fege man 
=) mm y#p u. und ap beyrke =Yv 
Soll nun die neue Gleichung bloß u, v und A aithalten, fo muf 
men nicht vergeſſen, daß nach (5. 16), 
£) ara sn | =. 
if, und ı man muß, u um. mrach ($. 17.2 elimiuiren zu Finnen, die Beiden 
Gleichungen («.) nach allem u differenziieen, fo daß man erhält 
) wiheielu ed. 
Sindet man num hieraus Ox, und dyr und fest man diefe Werthe in (2), 
fo bat man das flir dy, zu Tegende, nämlich 








n-dw; mA. 
9) Oyx = h—n-dv, “ R 
Die gegebene Diferensial- Bleichung wirde nun 
m· ↄ. ⸗ 
ur; nV. = (, 
oder 0602 aa) humey): ang: = 0; 


und da dieſe Gleichung nach u und » homogen iſt, fo kann fie nun nach 
Anleitung bes: nerherschenben (2er: Beiſpiele 38.11.) weiter behandelt um 
integrirt werben. 


$. 52. 


Zuweilen führt man auch neue. Veräuberliche in der Abſicht 


ein, um die ‚gegebene Differengial- Gleichung in zwei Steichun: 
gen zu zerlegen, von. denen jede fi ch integriven laͤßt. — Hat 
man dann zwei Ur: r-Gleichungen z. B. zwiſchen x, y und u, fo 


6, 55 Int. De Diff. Gleichuſigen. 133 


kann man u aus beiben'chiminieen, und bekommt eine Gleichung 
ztoifchen x und y. — Hat man aber 3 Ur⸗Gleſchungen zwi⸗ 
fhen x, y, u, v, ſo kann mar u und v eliminiren, und bekommt 
dann die Gleichung zwiſchen x und y. 
Beiſpiel. Iſt gegeben die Gleichung 
HP, -y+0Q; == 6, 

(welche als Iineäre Gleichung bereits nach ($. 50. IL) integrirt werben 
Tann), fo kann man auch in ihr y=r urv,.alfo Sy, = had 
fegen, und man erhält dann 

wer. - da,P;-urrQ, =6,: 3 
odet | u(öv,+P,- MrrDch te 


" A. 1 DB n .: 4% 
“= 128 ve en 


7 
42144 


vund an, nämlich 
,+P,v=0, welche v = e/Pes 2. 
ig wird die gegebene Differemial- Gleishung bloß 
J * ra, Er 
ſo daß’ man ſogleich © 
u= _fQre die) dx 
erhält. — Dann iſt aber y-urv,nlf 
y- — ———— er ix), dx | 
das verlangte allgemeine Integral. , en 
| Da⸗ Verfahren ($.50.11.) führe aber gene gu denſelben Rechnungen 


%, 58. Ze 
Sind zwei Gleichungen zwiſchen t, t, x, y, &x, dy, dex, yo 
ec. ꝛc. zu integriren, fo ſtehen zwei Wege offen; entweder 
1) man eliminirt aus beiden gegebenen Gleichungen eine ber 
unbekannten Sunftionen, 5. B. x, mit allen ihren Differenzialb 
Koeffiinten dx, 9°x, ⁊c. 2c, nad) (9%. 17. 18.)5, und integrire 
dann bie entftchende Gleichung (zwiſchen t, y und deren‘ Diffe⸗ 
renzials Koeffizienten) nach den vorſtehenden ($$.); vder | 
2) man integriert bie gegebenen Gleichungen direft ohne vor⸗ 
ber zu sliminieen, entwebrr in fo ferne fie den Bebingungs⸗Glel⸗ 
chungen der Integrabilitaͤt genügen, wie z. B. die Sleichung 
THX, dx +Y, — =0, 
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aber. mel ie; mittelft eines integricenden Faltors Kine — 
aemt wen. können, wie 1:8. dh Stacune 
. ’ 0%, «BD? — ml, 0... 


welche, m 565 multiple, in « ln) en 
de, d X. BEE 0 
i re 2.0, en 
‚" en * —* en J 
übergeht my wenn man fie Aneegitet, — 
ö N 
er re =. Be a = —8 


giebt Dieſe lettere kann dann ſogleich wieder integrirt werden 
weil fie e ebenfalls’ den Bebingungs- Gleichungen der x Jutegrabili 
tät genügt, und giebt i 

Ä = eich. et 

Anmerf. 1. Daffelde fi tann man leicht auf mehr Differeu⸗ 
zial⸗Gleichungen zwiſchen mepreren unbefannten Funktionen aus⸗ 
dehnen. 

Anmerk. 2. Die in der gemeinen Algebra ſchon gegebene 
Regel, daß man naͤmlich aus den gegebenen Gleichungen durch 
algebraiſche Kombinationen erſt neue und bequemere Gleichun⸗ 
gen bildet, ehe man an das weitere Geſchaͤft des Aufloͤſens 
(oder Integrirens) geht, findet natuͤrlich auch hier ſtatt. 

Hat man z. B. die Gleichungen 

») . ‚9%&=X m.2)°,=X 
zu integriren, ſo kann man die (1.) mit dx, bie (2.) mit dy. 
multipligiven, pub beide Refultate addiren, ſo daß man erhält 
3): Or 0’, +Oy,-O’y, = X-dx,-H-Y-dy..- 
Man kann aber auch die (2.) mit x multipliiren,. bie (1.) da⸗ 
gegen mit y,. und. lebleres vom erſſeren ſubtrahiren, und man 
wird erhalten . un . 

Mr Orr Lr—Xeyz 
und wenn man dann von den Gleichungen (1.2. 3. ober 4.) 
irgend: zweie nk. -fQ, bar manchie peiben gegebenen. (1. n. 2.) 
vouſtandis erſetzt. 
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In den Glekhinigen: (3. und 4.) ſind er die Ausdruͤcke 
zur Linken integrabel; es iſt nämlich a Goa 
nn RB Piydedt = LOFT 
und Sa-8°y,—y-dz).d=x-dy—y-dn; . ©. 
ſollte duher einer ber beiden Ausdruͤcke zur Rechten in ben Glei⸗ 
chungen’ (8; und 4.) ebenfalls integrabel ſeyn (was von x m 
Y..d:.$ von deren Beberunung abhängt), follte etwa⸗ 
SKY By,): ding, oder Sa-Y-y-L)- army; 
ſehn (ohuedaß nämlich die für x und y gefuchten Funktionen von 
t bekannt zu ſeyn brauchten/ alſo während x und y jede beliet 


bige Sunftion: bon i vorſtellen, worin eben der Begriff der Inte: 


yeapilitäk einer Differenzial-Zunftion liegt, nach ($$. 43. 44.)), 
fo bat man, wenn man links und rechts in (3. oder 4.) wirk⸗ 
lich ‘Ste Integrale( nach t) nimmt, ſogleich eine oder zwei In⸗ 
tegral⸗Gleichungen, jede mit einer willkuͤhrlichen Konſtante; und 
von biefen Sintegrals Gleichungen (melche noch immer Differen- 
zial» Gleichungen, aber doch nur folche von der er ſten Ordnung 
find) erfegt jede einzelne, eine ber gegebenen Differensial: -Glet: 
chungen der zweiten Ordnung (1. und 2.). 


IR alfo 3. 2. 
X = Ayry? un Y- = x’--2ry; 


fo if 
ee NÖR-VBy de yHry — 6yyb: 
und die Gleichung 8 giebt ſezleichh 
—QBR— —E— 
wo c bie iügetiße Konfante if. 
Für diefelbe Beeutung von X und Y. if dagegen der Ausdruck zur 


- 


Rechten in (4.) nicht integrabel. Man muß daher zu der Gleichung (5.) . 


eine der beiden Gleichungen (1. oder 2.), oder eine, aus diefen Gleichun- 

gen gebildete noch hinzunehmen, "wenn man bie Gleichungen (1.0. 2.) voll- 

ſtändig erfegt haben will. 

Nimmt man abr X=x, Y= y, fo iR 
S&-dx,-+Y-dy)-d = Ic+ly+e 


M. xAX. · at = o · at ⸗ ce; 
und bie Gleichungen (3. u. 4.) geben nun fogleich die beiden 
neuen Gleichungen 


/ 


und 
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8). Orr öye r. 
und 6) — == ch, ont ck 
wo c mb c! bie. Heiden eingehenden, singen Bonfn 
ten find. 
Dieceſe letzteren beiden Gleichunen find wun. Seibe. me —8* 
San ber erſten Ordnung und erſetzen bie beiden gegebenen Diffe⸗ 
renzial⸗Gleichungen (1. u. 2.) ber. zweiten Ordnung ganz und 
vollkommen. — Gelingt «8, aus ihnen durch aͤhnliches oder 
anderes Verfahren, abermals 2 Integral⸗Gleichungen gu ziehen, 
fo bat man 2 Ur⸗Gleichungen zwiſchen x, y und t; und die 
durch Die Gleichungen (1. u. 2.) gegebenen Sunftionen,x mb 
y von t find nun endlich gefunden, d. h. in gewöhnlichen alge⸗ 
braifchen Formen gegeben. - 

Findet fih z. B. aus den Neben. ‚Bedingungen der Aufgabe 
daß 0 ſeyn muß, ſo iſt die Gleichung G der. 

öy . Or. — 4 

yr- 

fogleich wieder integrabel und giebt 
F logy—logx = logC, 


7) I- =C, ode ach 


Setzt man dieſen Werth von y, und ben juochbrigen Werth von 
öy, ud dy,—= C-dx, 
in die Gleichung (5.), fo geht fie über in 


8) (%&) = "+ = r2+k, 





F C 
wenn ber Kürze wegen ir mu durch, k? bezeichnet wird. 
Diefe Gleichung (8.) giebt dann, nach Anleitung des ( Iſten 
Beiſpiels zu I. des $. 51.), ſogleich | 
. 3 SL . 1 
"TYP 
und dann | 


1 P . j on, 
= (ia = lg FT, 








—— u u — — 


1) \ 
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ober 9) x+V Bpki ze el, 
wo C! die neue Konſtante if. 

Die Gleichungen (7. und 9.) find nun die beiden Ur⸗Glei⸗ 
chungen, -twelche x und y als bie gefinhten Sunftionen von t 
vollends finden laffen. | 

Was aber hier beifpielsweife für 2 gegebene Gleichungen 
nachgewieſen worden iſt, dag läßt fich offenbar auf 3 und mehr 
Gleichungen, .an& denen 3 mb: mehr ‚Sunktigdep. algebraiſch ent, 
wiklelt (d. h. weiche Infegris) 5 werden follen; ausbehnen. 
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Sechſtes Kapitel. 
Variations⸗Rechnung. Größte und kleinſte Werthe. 


. 54. 


Tepe nach Potenzen von x fortlaufende gegebene oder gefuchte 
Reihe, z. B. 

1) a+b-x+c-x’-+d- peate, 
welche, für <= 0 in a übergeht, betrachten wir als eine Funk⸗ 
tion von x, bezeichnen fie durch a,, und benfen fie ung nad 
dem Maclaurin’fchen Eehrfage ($. 19.) nad) Yotenzen von 
x entwikkelt, ſo daß ſie dann die Form 


2) aa a ta - | 





annimmt, wo da, Ö?a, 3%, Ö*a, ıc. ıc. bie Koeffizienten der 
Maclaurin’fchen Reihe, alfo nach ($. 19.) die Wertbe der 
Differenzial: Koeffizienten 

9a, ran, ran, Dan, x. ⁊xc. 
für <= 0, vorfiellen. — Diefe Koeffisienten der jebigen Form 
(2.) der Reihe a,, alfo die durch da, ö?a, Ö°a, Ö*a, ıc. ıc. bes 
zeichneten Koeffizienten, nennen wir bie Bariations:Koeffis 
sienten von a, und, wenn irgendwo flatf a bie ganze Reihe 
(1.) oder (2.) gefeßt wird (welche für «= 0 wieder in a über: 
seht), fo fagen wir a fey (durch x) variirt. 


5. 56. :. 202 Watiau Mechnung: as 

Die Variations⸗Riechn ung befchäfkket Met: ueht- der Auf: 
ſuchung dieſer Varigtionds Koeffizienten in jebam.igegebenen, Eins 
zelfalle. — Sie iſt daher, ‚ben: ſo eben ‚gegebenen Definitionen 


zu Zolge, nichts‘ anders als eine. einfache Unwendung des Mac 
laurin’ fchen kehrſabes * F 


ds, BE TRREn 
1 of & eine Sunktion von x, und wir fact, x bie Rip, 


» . 
. an P) re \ 
X U 

» 


X, ‚oder Shah PC erh 


gefett, fo geht auch £ in eine folche Re ater. wie nach 
($. 54.) durch 


fa oder f+x- FRE Vu BR Fir u 


. 
— 
. 
. 


Seiner wird; und dann findet fich, ‚weil 
* ot Idt.]. = B’.).,, x. x N 


43 


iR posten. 


1) ehr an u 
2) rl — oa 
u. ſ. w. f. .. Re 





000. - . 
221 — —* vr» ve 17 3760 x. 


*“) erste man. die Reipen: (1. 2) dire mit nut, ie ets 
hält man in diefem Einzelfalle ſogleich Fur 
de — b; Ham 2%; Ha=äld = ‚6d; d= se 246; 3 

Differemitrt man aber bie Weihe © öber * inter einander, ſo er⸗ 
halt wann --- j I : : ie 2 ut : 
Be, = —— an] 
da, 22 dee 
a, = 3!d-F2 3:4: exe .. 
Fa = » die.» >. 
u. fm f.“ J 
Bent son num: Wer == 0;' —8 Defe Defereisnl Eyelſnleuten 
in bie der Macloprin!fcen Reihe übergeben, alfp. in diejenigen, ‚welche 
wir fo eben Bariafionss- Koeffizienten. nannten, mb durch da, 9°, 
Pa, 8a, 2. sc. bezeichneten, fo erhält man gem daſſeibẽ, was durch die 
direkte Vergleichuns erhalten worden iſt. anna 
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. IE SRf ce Suntich von x md y, und werben ſtatt x 
und y.bie Raben . Br 
Ä zu ober — a . 


und Yx oder yraöyrt 3. Pytpee . 





gefeßt, fo geht auch F in eine ot nu Boten von x fort 
Iaufende Reihe 


$, ober fr en gie 


21... 3! 
* = +6. .öy; 
2) = DE, 2.8" Mur —E— di 
" Ir öf,- HNy; 

ef. m f. - 

ID. Iſt £ eine Sunftion von z, y und a und werben ſtatt 
x, y, z bie Reiben x, y„, 2, geſetzt, fo geht auch f in eine 
folche Reihe ſ. über, aber bie einzelnen Wariations ) Koeffigien 
ten dieſer Reihe find jetzt . 

1) = dk dä, dy-rBh dr; 

2) ME — 3, IH, öy?-- Bf, dt 

+21, oöx-öy+ 2 DU,» öx- dz 

N ec ——— IF .ö%; 
u. |. m. f 

IV. Iſt f= -Biy,, und wirb nun ſtatt y eine Reihe y. 
geſetzt, ſo geht auch f in eine Reihe £, über, und die (Bas 
riations⸗) Koeffizienten dieſer Reihe find 

386) FERNE = —— x. 
d. h. 
KO"y,)=8*(6y),; 8°(y), BEI x. 


. Me en Fate 2 Die Reihe z, 


gefegt, ſo geht auch fin eine Reihe £, über, beren ( Variations.) 


Koeffizienten durch nachthenbe Steigungen Beine fabr naͤm⸗ 
lich durch 








S8& VLVILVIIE > Sacht. Srehunng. 221 


HE, Hd), „6 X. 
5er) iz), PO) N), x.” 
VI. Mi=f,, y.ds, und wird nun ſtatt y die Reihe 
y„.sestts fo ‚gebt auch £.in, due ſolche Reihe fu. über, deren 
Variations⸗) Koeffizienten durch die Gleichunge . 
Hzf,., an.das. Be en: ‚de; x e⁊c. 
beſtimmit find: J | 
VIE gſt ?⸗ =, 321885, amd wird nun fat y Cine nel 


wert 


wie Auer, ganz beliebig, ‚alfa, fie. wieder Zunftionen. von x 


ſeyn kdnnen; — werden aber zugleich auch ſtatt b und a ſolche 
Reihen, h,, und au geſetzt, fo geht: £ wicherum..in eine ſoiche 
Reihe £, über, deren (Variations⸗) Roeffisienten ‚aber. I 


.1) .ö = JPY db y,.da; 
een de öy,-öb-—- dx: da 
dy, Gb) —dy,-(da)?+-y,-9'b—y,-0’a *y 


vi. Iſt £ eine Sunftion bon x, ober von x und y, oder 
son x,'y und z, und. geben dieſe letzteren in bie Reihen x., 


Yu, 2, über,. fo geht £ nach (I. II. III.) ebenfalls in eine folche 
RXcihe 5; uͤber, deren (Variations⸗) Koeffizienten hier durch Sf, 


Ö%, 9°, 1. bezeichnet ſeyn mögen. — Sind nun etwa x, y, & 
und vieleicht auch öx, oy, öz, 8°x, dey, °z, ıc. felbft noch Sun 
tionen von t, und denkt man ſich zuletzt noh.tin 

u, d. h. in Ener ea Ye .. 
uͤbergehend, fo wirb die Reihe, in welche £ nun übergeht, wie 
derum anders. Bezeichnet man fie durch I, und bie (Vaͤria⸗ 





4 


*) Wo Yon Ya, dyꝛ. dy, das bedeuten, was aus y, und dy, hervor⸗ 


gebt, wenn b, a ſtatt x geſetzt werden, während Ay, dy„ ebenfalls das bes 


deuten, was aus Sy, im Falle folches eine Funktion von x iſt, hervorgeht, 
wenn b, a ſtatt x beſett werden. 
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tions) Kuefligientern dieſer letztern, um ſie von. ben kurz vorher 
betrachteten zu· unterſcheiden/ durch dch FOR: x. ꝛc. fi 
findet men u on. 
1) = ge 9*T0F 
95 By HE 2ER), roh. —J—— ar ” 3 
uf TE Er 5, TEzeTE 
IX. HM * irgeubwie zuſammengeſetze, u in“ re Ber 
ſtand hei⸗ unter der Vorausſetzung und mit der Enſchraͤnkung 
daß. f. fo wie allemal, Rullı. oder dech angant (d. h. 
h, = :) ſeyn fol, fo. hat man nothwendig 
ee are 
" Diefe' IX Nrönineen eithälten! Bie he En Ger 
hing Sollten die "FAIRE noch Hifaninenge: 
ſetzter ſeyn ifo laſſen ſich die Vaͤriations - Rocifhfehten‘ aus den 
bier entwitkelten jedesmal leicht muſatiemenſehen.“ Kiez ZZ 
Was aber die hier Aufgerähiten Betſpieie bitrifft, fo jrhen bie Reſul⸗ 


tate alle aus dem im vorhergehenden ($. 54.) Geſagten hervor, nämlid, 
daß af der Werth von AK; ift Für « eb; und daß eben. fo, del, ꝛc. x. 
die Werthe von 4, 8°, ,..e. ze, Ind, für 4 9. 

Die File (1. IL II.) laffen fic ich no insbefandere ‚aufehen: | da nãm⸗ 
lich 4.2. in (HL)T, —— 17’ kann fan fh’ in 6, unter 
x, y,z bereits diefe x n2 Jar In — denken; dann — nuter dies 
fer letzteren Vorausſetzung nach allens' x diſfetemitren (nach den Formeln 
des F. 11), ſtatt der. Differential⸗ Koofigienten: dx;;; dy,, Qu ꝛ. aber ſo⸗ 
gleich die für x == 0 hervotgehenden Werthe IX, dy, du, z,2c. ſetztn, wills 
rend für àO die x... Ya 2. wieder auf die bloßen x, 7, = zurück⸗ 
ziehen, fo daß in den Ende iefultaten B y: z nicht, mehr. Kar Jan Zu, vor- 
fielen, fondern, das, mas fie mirklich find. Nach diefer An cht geſchieht 
das Variiren genau nach. denſelben Regeln, noch welchen das Differen⸗ 
ziiren dem (5§. 11.) gemäß ſtatt findet. 

Was dagegen die Bälle (IV. — VI.) betrifft, ſo gehen fie tasbefondere 
aus den Sätzen (5 10. und $. 38, L) Deroor, nach denen es einerlei .ift, ob 


*) Differemiirt man nämlich Af,., nach allem x, fo Tann man erſt⸗ 
lich nach dem * differenziiren, welches in x, y, z Refft [unb-bies giebt, 
nach unferer jegigen Bezeichnung ddl.) oder ld), dann aber nach dent 
x, welches in.t felbit noch ſtekkt (dies letztere giebt aber Kr daher . 
hat man (wie in 1) Key) = I-ILrEfgeöt 
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man zuerſt wacht vaid. daun nach x, Aber: in umgekehrter Orbnung diffe⸗ 
Pan der. iffegenzüirt, und integrjrt we nr Fi hleütern Soll, die 
Orenien be —* nicht ſelbſt noch serändertich fin 
Den Sa VIER) gebt ans (Gin 301 B) horvor.. 
u. Ball: a seht darans dervor, daß DORF 
Er ale m- x. allemal gleich —* ‚ber Summe. der DifferenialsKoef 
dem x genommen find, das in einzelnen beliebig genommenen 

en sorfommt, wenn nur zuletzt nach ölten x wirklich {er ſich 
findet (vgl. $. 11.).. In dieſer Anſichteſtekkt aber, genau ‚genommen, auch 
der. Fall (VI. Ir toie au noch die Falle Me, er nl dhrim ſtekken. 

ſt aber gine nach. x fortlaufende D. hie, für, In — 
eihiände er 6 der —* gleich ‘für jede x, fi YpaN ren —* duu e ber Kr 
rienten dieſen Reihe aothmendig den Bulk; Und ea AX.): 


22 > „> 


een ls ih LE De EEE Ze ER 


as CR MR N 516.* se” omg ihn, 
43 X il. Kechn he: 753 "in 15,0 
In ben — — 54 55). iR. * Beliebig groß 


oder, „Ärligkig,, —— ie, ber . „nachfolgenden. Autgendung denken 
26,9, alepalımnenhlic-Elein (nal .$, 209- m. 

‚2. Sal ‚udzmliche jäten, t.gamz. unabhängig, gedacht If 
eing Rechnungs⸗Form bingefteil, werdem welche ad ‚gleicher, Beit 
die beiden, ‚Werthe, von,t ausbuhdt,, die dem t. f — ** — 
hen: und näpft. folgen, fo ſchreibe man bloß ——* d enfe fi ‚fd 
% unendlich Elein,. und. aameatint ya, und. "rat 


Sant man in dieſem Falle a ii —* 

En oder —* are a ic. . ſtatt —* 

— heist 

fo hm = 1; dageen Pete = 0: 4 
denen. eu ben a ad than sion Wir. 


2) Malie x sont PP na eine Funkrisn von F 
fo nehmen: dis Werthe Hoit:x ; meldhe zu dan rd chſt anliegenben 
Werben 64% von t gehören nach: dem Taylor fchen: Lehre 
ſatze Die: KForm einer nach ganzen Potenzen von * forinmfenten 
Reihe an. Bezeichnet man ſolche uch 


1. oder a La, chen, 
fo iſt dasmal u 


t 


Ey W 


ec 


- 


‘ 


24 Aralyſc. ns VA. 36 
dr =@ On, Sy ze o dr dh, Ye Se 
3) Iſte ĩvon x und von!t. abhängig, und eiwa wieder 
von t abhängig, wie in (2.), fo ſind die zu den nach ſte anlie⸗ 
gender Werepen: tie ven t gehoͤrigen Werthe von f offenbar 
ebenſalls in eine nach ganzen me von x fette Reihe 
nen, weiche durch 


"be oder — BL ., g 


köegue mirden. fabn, und wo man nun die durch d, af, —* 
26 26, bezeichueitn Lecffisienten„auf ben Wege der Variations 
Rechnung, alſo der (66. 54. u. 55.) finden und entwiffeln muß. 

4) Ef irgend wie von t, x,,y, z, 26. abhängig, und biefe 
t, x, y, z wieberum entweder von einanber unabhängig, , ode 
felbſt wieder fegend wie von einander abhaͤngig, — ſo laſſen 
fi die den unabhängigen‘ t, x zc. naͤchſt anliegenden Werthe 
durch die Reiben t;, x 2c. X aber auch die zugehörigen’ Werthe 
der abhängigen Veraͤnderlichen y; z, 2: "dutch die Rehen Yo 2, | 
xc. begeichtteny ı und bie (Barlaridn®-) Koeffizlenten '3y, 8%, a, —* 
xt. ꝛc. werden Bann von denen dt, I, "x, m. x abhaͤn 
gig feyn und nach ($$. 54. 55.) gefunden werben koͤnnen. Aber 
auch die zugehoͤrigen, dem knaͤch ſi anliegenden 8Werthe von £, 
werben durch die Reihe f, vorgeftellt," und’ deren‘ " (Bitiatione.) 
Koeffizienten „SE, 9°, ıc.. werben wiederum nach ‚den ($$. 54. 55.) 
in bie erfietn dt, öx, öy, ö2; ꝛc. aus zudruͤcken ſeyn. 

5) Die Meihe f, ſiellt alfengwei dem £ nächk anliegende 
Werthe, oder 2 Reihen folcher Werthe von vor, welche man 
erhält, wenn x unendlich⸗klein und abwechſelnd negativ und 
poſitiv gedacht iſt, und weiche zu. maͤch ſt groͤßern and naͤ ch ſt 
kleinern Werthen der unabhängigen. Veraͤnderlichen gehören. — 
Sind num dieſe Werche falle heide größer: wie f ſelbſt, fo 
nennt man £ in Bezug auf diefe beiden Werthe ſ. cin Mis 
nimum GEleinſtes Sind. aber alle beide Werthe f. Fleis 


—1P ner | 
| 


*) Wäre etwa bloß z= art, fo wäre dx,= a, ö’z, 8’, tx, %. 
dagegen = 0, ımd dann wäre dx = a, dm ixmdrmi.ı.=0. 
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nen.ald:£, fo nennt. man. E: ſelbſt in: Bezug auf biefe beiden 
Merihe ein Marimun AGroͤßtes). Gind aber bie bei. 
den, zuc pofitivem: und negativem abet unendlich-Fleinem ‘x gehoͤ⸗ 
rigen Werthe von £ fo, daß der eine davon größer als f, ber 
andere aber kleiner als f ift,"fe-mwird dasmal £ felbft weder ein 
Miniumnmnechiet Maritim genannt... 

»i 6): iſt alſouf ein VAminum in vn auf Siefe beiden 
—2 wenn die Diſferenz 
—5.5 u [N = % 5 bie Keihe ; x HZ —— * 


mit x ſelbſt * (+ 4 —) Zeichen nicht wechfelt, ſondern 
jedesmal poſttivniſt;::bagegen iſt f. iin: Maximum, wenn dieſelbe 
Differene ober Neihe (O) Lebenfalls mit x felbft das (4- oder —) 
Zeichenunicht wechſelt, aber jedesmal negativ if. 
1.5 7) Weib jedoch »' unendlich »Elein gedacht iſt, fo ändert jede 
nach =} fortlaufehde; Reihe. ihr CHaitober —) Zeichen, wenn das 
erſte Sieh — wei mio: Ruf * dieſcs Zeichen aͤn⸗ 
dert. VPUiſee muß· 

8 o 
fan; wem fein Maximum ober Minimum fol werden können, 
in. Bezug duf-biefe beiden Wexrthe .f,.; weil, wenn Sf. nicht Null 
ift, die Reihe ((0) mit bem Gliede x+öf, alfo mit x zugleich 
ihe (A ober —) Zeichen aͤndern wuͤre. 

: 8):.Die Gleichung öE==.0: kam. oft in 2 und mehr Glei⸗ 
Hungen zerfallen, ber Natur ber einzelnen Aufgabe zu Folge. 
Hat man aber aus diefer Gleichung FO ale Werthe ber 
unabhängigen Weränderlichen gefunden, welche durch diefelbe bes 
ſtimmt werden fönnen, fo fubfituire man biefe in If. — Wirb 
dann HE negativ, fo iſt gegen f. ein Maximum; wird aber 
ö?f pofitio, fo ift f gegen f, ein Minimum. \ 

9) Sollten diefelben Werthe, welche HE 0 machen, auch 
Sf zu Null machen, fo müßte man die Unterfuchung bie zu 
ö°f fortführen, übrigens jedesmal bie in (6.) erwähnte Entfcheis 
dung berbeisuführen trachten. 

10) Weil für gewiffe Werthe der Unabhängigen, die durch 

L [10] | 


\ 
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3, Sf, x. bezeichneten: Koefftzienten der: für .gefanbenen 
Maclanrin’fchen Reihe auch Die Fonme Aannehmen Kbumen 
(vgl. Anmerf. zu $. 19.), ie wird mn. in deſem öl, die Dif⸗ 
ſeren; on nd I29 BP Beta Er 
0 Fee FE 
bireft unterfuchen, ob fie:für.die aus öf == 0: etnorgegamgenen 
Werthe ber Unabhaͤngigen immerfort pofitiordder immerfors ne: 
gativ bleibt, nöthigenfals alfo die; nach gebrochenen Patenfen 
von x fortlaufende Reihe. auffinden, in, welche. N ‚(für Diefe 

Ausnahmswerthe der Aiabpängigen) die Differenz CE wied 
entwikkeln laſſen. nn 1a, 

- 11) Und weil bie Baihe ber Unabpängipen, weich et 
immerfort. pofitiv : oder immerfoßt negativ machen, man mag. x 
pofitio oder negativ: (nue jedesmal unendlich⸗klein) nehmen, — 
weil alfa .diefe Werthe der Itnabhängigen: auch bereit SE auf 
die Form 4 bringen koͤnnen nach: CAnmerk :zu:$. 29:34; fo wir 
man, um. Feine Werthe zu. übergehen, svelche .f gegen £.. Zu einem 
Marimum oder Minimum nad fönnen, auch: jebedindl noch. 

=. 

d. 5. den. Nenner von öf * Null gleich ſetzen muͤſſen, und bie 
hieraus fi) ergebenden Werthe prüfen, ob b fie nt Imaperfort 
poſitiv oder immerfort negativ "machen. 

Anmerk. Näberes findet man in ber . „Büfee vor. Großten 

und Sleinften”, Berlin 1824; ferner in "Ep der = Rathem. u 
Vier und VIter Theil. 





B. Höhere Geometrie, 
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en, Erhes aapitel. 


Bon’ den’ pirjeikiohen, Kobrdinaten und von der werwand⸗ 
luns dieſer teureren. 


KL. 


I. Ei: Punkt M wird auf eine gegebene Ebene E pro: 
jleirt, wenn man fid) von M aus, auf Die Ebene E eine ſenk⸗ 
rechte Linid MM, heradgefält denkt; der Punkt M, in der Ebene E 
beißt | die Projektion de Punktes Mauf dieſe Ebene E. 

U. Ein Punkt M wird” Dagegen auf eine gerade Linie L 
projicirt, wenn man ſich durch M und L eine Ebene denkt, 
und in dieſer Ebene von M aus auf L eine fenfrechte Linie 
MM! zieht; der Punkt Me heißt dann die Projeftion des 
Punktes M auf bie Linte .. 

1U. Eine gerade Linie MN wirb auf eine Ebene Keoder 
auf“ eine gerade’ eitie Li‘ projteter, wenn man ihre Endpunfte 
M und N nad) (1.) oder nad) (II.) auf die Ebene E, oder auf 
bie Linie L projicirt. — Sind dann N, und N! für den Punkt 
N, was in (L. oder IE) M, und M! für den Punkt M, fo beißt 
bie gerade Linie MN, die Projektion ber Linie MN auf die 
Ebene E; toähtend die Gerade MIN! die Projektion der 
Zinie MN auf die Linie E genannt wird. — Dabei iſt es nicht 
nöthig, daß die Linie MN und die Linie L, auf welche erftere pros 
jicirt aebacht wird/ in ‚einer und derſelben Ebene Liegen. 

,.4 IV. Denft man fih in eimer. Ebene. zwei auf einander 
fenfrechte Axen (Big. 1.) OX und OY, und in derſelben Ebene 


un. + 
. Dr | 
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einen Punkt M, fo wie feine Projektionen M! und MI! auf dieſe 
Aren, fo nennt man bie Linien OM! oder MM!', und OMN 
oder MMY, die Koordinaten bes Punktes M. — Drüct man 
fie aber in Zahlen aus und fegt man denfelben noch ein (-+-) 
oder (—) Zeichen vor, um anzubeuten, daß ber Punft M rechts 
oder links von OY, oben oder unten von OX ift, fo hat 
man die poſttiven ober negativen Zahlen, welche Bir die Koor⸗ 
dDinaten+Werthe nennen wollen. Ferner fagt man auch: 
der Koordinaten: Werth bes Punktes M ift Null, wenn 
M in ber Are felber liegt. — Und will man beide Koordinaten 
von einander unterfcheiden, ſo. ange man bie ine bie-Abfciffe, 
die andre die Orbinate,...y :. u. wm 

Sind nun x und y die Koordinaten ⸗Werthe des Punktes 
M, und bezeichnet man die Winkel 
... .MOX und MOY dur, @ und. REN 
fo iſt allemal | ee. 

1) x * OM «Cosa; . 2) y= = = OMregeß; 
fo daß x und. cosa, beggleichen y und 'cosß, zugleich. pofitio, 
negativ oder. Null werden. — Und da ferner, x und. 7 moͤgen 
poſitiv, negativ oder Null ſeyn, allemal 


sheet 


3) ?+r-y7? = oM?. 
if, fo folgt; wenn man aus (1.2 3.) x mdy eliminirt, noch 
4) ' cos’ +cosf? — =1, .- 


wo bie Winfel a. 6, fpige, ſtumpfe ober rechte Linke find. 
Ferner folgt aug (1. und 2.), wenn. man, OM eliminirt, 
’ 5) a LTE ei Yım 
gosa, x 

Weil jedoch. allemal, wo uch der Yinte M lege mag, 
entweder J 
* = 90°, “ oder Pa = 906" ober. Ha = 90°, 

“ "ober. 360— (a+P) =. 9 

iſt, fo ift allemal 0 Ä 


: Ä 5 zer) Ara 

| *) In Biefer und in allen blxaten nnmetluchumhen erben. immer 
* — zrechte ober. Runpfe alſo nimmer hahle Mintel verfänden, nie 
erhabene * 


"Ir [} 
7 A: H X . dl —— 5 Pr 2 s . 
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"ey" "006 = Leine, je. nachdem ß | — 
Wenn man alfo Biefen Be in (5.) ſubſtiturt / ſo bat man 


Mamald 23 37373 eh. " 
My, Dr Pre 
7) 6 Er za nd om ſtumpf J 


Vo affeweim korvernichen hnaume) Denkt man fih-3 auf einan⸗ 
bee: ſenkroichte: Axen OX, OY:ımb OZ (Fig. 2.), und dann’ ir 
gend WE hm Raume einen’ Punkt M; und diefen auf die 3:6 


RUTOV,:XOZ, LOZ: phofiertäfe Bad MM und:M, feine | 


3 Preitklionen find; fo hat: man‘: 3 neue !Ebenen M,MM;; 
MM} uxd MMM., welche bezuglich mit‘ den 3 vorherge⸗ 
nannten parallel laufen, ſo daß alle 6: "Ebenen ‘ ein rechtwintni 
ches Parallelepipedum bilden. 

I In dieſemy Kbiper ſteht aber die Ränte OMW! fenkracht auf 
der Wand: VENE MiM,Nalſo ach -feifrecht auf der Linie MM. 
Aus beinſelben Grunmdẽa ſteht die Kante OM fenkrecht' auf MINI 
und die Kante OM- ſenkrecht auf MM, — Diefe 3 auf. eins 
änder ſenkrechten Ratten 3OM!. = "MM; 4 M;M& FE M MW 
feenee: "OMU = MMı == MM = , Mut und noch 


omiu us MM. -M,Mlit=b.M,;MV heißen nun wieder bie 
bredi Koordinaten des "Punktes M. Drückt man: fie aber 


#8 Zahlen ‘aus, und” gel: :mah -diefen noch ein (+) ober 


C Zeichen vor, wir anſudeuten / daß Ber: Punkt M rechts 


ober Tintsi der Ebene YOZ, dicſfeits oder jenſeits der 


Ebene XOZ, ober⸗ ober unterhalb der Ebene XO liegt, 
fo Hat man bie: ‚Rootblfateni; Werrhe des Punktes M, 


\ y 
er einge... Mn 


*) sahık man sie Winkel R son 0X in. der (Shen: 9 br ug rich 
OY bin, und in derfelben (Bagen-) Richtung Weiter, von 0° Bid’ zu 360°, 


fo ift allemal, es mag 4 ſpitz oder fiumpf: fenn, .. —W 

cosß == Tan sinu; en 

folglich wird dann in jebem Zualle'" ut 
: PT Fe — y — 

ig“ — vu 3. it — Ay X ‘ ed gg 


Bir nehmen abetden Winkel =, wie in ber "yorfehenden Note gefagt if. 
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von denen eimer oder ber andere auch Nijll werben fann / m 
Falle der Punkt Min einer dieſer KoorbinatenEbenen 
felb liegen follte.: . . BL 2277 Bu TrLy a 

Bezeichnet man dieſe 3 Kborbincten Werthe bes Punktes 
M durch x, y und. z, und fett man dir Winfl 

MOX =#c, MÖOY=# wıb MOZ=}7, 

fo. bat man. allemal, vermöge der ruchtwinflichen Dreiecke, 
1)x=0OM- case; 2) y=0MrcesP5:3) = QM yrary,. 
fo daß 5. 3. x und cosa zu gleicher Zeit pafitig, negativ ober 
Nun merden; deägichhen. y und aoa Az: und eben fo, werden and 
z und. vosy zu gleicher Zeit pofitio, ‚negativ. der: Mull ſeyn. 

Weil aber OM ? = x rn und om J—— 
iß / ſo hat man allemal : RER: 

4) OM = Ay — 
und dies güt auch dann noch, wenn x yeder 2 Beliebig. poſ⸗ 
tip. und ‚negativ ſeynſollten. Eliminirt man endlich aus den 
Gleichungen hy: die x, J Baker ſo: erbaͤlt vn. wech. 
TTeoos qꝰ 172. 7,255. 27.57 37,7 53 Po SrerenE on 

bie: Winkel_ es, 4 2. moͤgen ſpitz, aycht aber. Rumpf ſeyn. Sind 
aiſo und 4 gegeben, ſo iſt ber -Winfel.y war nicht mit ge 
geben, aber doch (easy)”, "fo:daf.nur noch unbeſtimmt bleibt, 
od. cos/ pofifiv.wder negativ, d. dx Pb x Tpis, oder ſtumpf if. . 
VL Iſt die denen) (Fig. Ir) alles wie in (IV.), aber au⸗ 
fierdem in derſelben Ebene noch ein: Punkt N gegeben, durch 
feine Fondinatn · Wetthe ‚x! mb Ka “Bed ferner Die 
Winlel mol . .: su x 

0, NOX m el: und: NY. 
gefeht, fo hat man noch (genau nah IV.) 


1I1) * ON. casa; 2)yJ' = ON orafE3 
a a Een m. 
und? 4) Cosa co - 4,. I 
nt co yt . 
fo wie 5) co0cr = oo 





md 6) gel, ‚je nachdem A Bra J 
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endlich OB, OY und OV mit einander Silben, nach: berfiben 
Sormel: 
2) cosal = 20a p« cos cos (00 ) - 
———— 
3) cap = c08(90°-4-p)-cesu- 
sin (90° )· sinw-cosy!!; 
4) —* cos (900) cos (900 ) 4- | 
in (90° +9) sin (I0°-4-)- cosyll. 
Um den Winkel y— UOZ zu beftimmen, betrachte man 
dag Förperliche Dreieck, welches OU, OZ und OD mit einan⸗ 
ber machen. Da OZ fenkrecht auf der Ebene XOY ficht, fo 
fießt OZ auch fenfrecht auf OD, und die Ebene ZOD fenfrecht 
auf der Ebene XOY; alfo iſt der Winfel unfers jetzigen koͤr⸗ 
perlicherr Dreiecke, der an OD Hiegt, = 900 , die ihm ge: 
genüber liegende Seite UOZ die beiden andern Seiten 
UOD und ZOD .find dagegen bezüglich v und 90°; und bie 
felbe Formel giebt daher | 
5) cosy = cosy- c08.90° -4- siny - sin 90° » cos(90° — y). 
Desgleichen findet fich durch ganz analoge Betrachtung 
6) cos '= == c08(90°’ V) · cos 900 + 
sin (90° +) · sin 90° . cos (90° — 1). 
Und weil OW ſenkrecht ſteht auf der Ebene vov, ſo ſteht 
OW auch ſenkrecht auf OD, und die Ebene WOD ſenkrecht 
auf der Ebene TOV, alfo daß der Winkel an OD, in dem 
förperlichen Dreieck, welche von OD, OW und OX gebildet. 
wird, = My iſt; die diefem Winkel gegenüber liegende 
Seite iſt WOX oder a, und Bie beiden andern Seiten find 
WOD ober 90° und XOD oder 9; und man hat daher 
T) cos&l! = 00890° -cosp-+ sin’ - sing · cos(W-Fyii), 
Und auf ganz analoge Weiſe zeigt fich in dem von OD, OW 
und: OY gebildeten Dreieck, in: welchem der Dinkel an OD, 
=M+y! if, 
8) cosßll! cos 900. cos (900 9) 4- 
sin 90 » sin (9009) · cos (90° . 
[11*] 





N 
ie: Aapirikinıt 5:07 WIE 


du NER if Werther KAVIBAEEE ud VER & und. 3, 
ni anen ſu At 0 me min ma im lineare 
malt Pe Ei rg miahl‘ et, 
Nr di a nOMRON.: MOD OMION : .“ 
d. 5. wenn man flatt x —* yqund yc —— 
(IV. 1. 2) und (VI. L 2) ſubſtituirt, 
7 AR ER ee X να 
HM 5 ein rechter Winkaln if: älfescond.em O5: fee bet 
man noch el 
8) — c08 0: c08 al} enaf- gas Pi = 0. 
Nah Er Mir” Bünanıı DIN: aber salat: taker ETW) 
weh; sanferkem reisdenm :npdi xin Ieinet Yunft/ Ne gegeben 
barch fie Dorpinetann Werbe;.al AV eh Aperhem dam 
Durch AM Brei, —— MX, MY, Mæpærallel, mit den ral- 
tn OX, OY, 0% „aeleaps_fe, Gadihie neue Koordinaten Wer⸗ 
tbe deſſelben puntei N nothivendig Ente, arm oa 


— 
X TK — as, Mu Un Te ar 
Werben nun die Winfl  -. 
Nox ef; NOT er vor yore 
gefetst, und nennt “man die 3° Winkel, welche die Richtung, MIN 
ai ntgegengefegte Richtung NM) ‚mit biefen 3 neuen 
al lien vaBummaN, bepdatte,_ === we CD 
und Yo, 
POSTER nina Bird iliget L —8 bet —* och foß 
gende Gleichungen KILL 


wi er 2 } 
1) x! = ON.cbsal; . “ —— ON: —*— 
3) z! & ON: 008Y!; 2 
hp) 33 Ye —W —* 288 —A ya a unit ven . vo: 
* cosi. nt 2Q os at pout Eu 


60 - ON: GiWS--—"G7 ———— — 


Of. LEN SA 6, A ENTE; ; 
3) = MN; n. 
Tr a ee dretend 236 da nes < 
san ———— zu olbicher geit ind uva ıbet nn 
Tg nau icimpahem: a Oak: Leer j 
Beh eeTeec Tartndci ia a alhumsa. 
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und r immer abſolut (d. 5. ‚nicht negatio), ſo iſt für jebe Lage 


des Punktes M, alſo wenn x, pofitio, get ober Ru ſud, I 


doch allemal 
1) rcop x, und 2 veanp—y; 
und natürlich dann auch, wenn 9 eliminirt wird/ 
3) x? + "= — r”, 
welche letztere Gleichung jeboch aus 66 1. IV.) ſchon be⸗ 
kannt iſt. 


RFW 


Und wollte man ſtatt W. MOX =  p lieber den Nebenwin⸗ 


fl = einfuͤhren, fo hätte man natürlich 
4) x = —rT-cosß; 5) y= r+ sind. 


VI... eDafiette im kerveriichen Kaum) Aber. auch im rperlichen 


» °. 


Raume lann man ſtatt der rechtwinklichen Koordinaten⸗Werthe 
x,y,2 eines Punktes M (Zig.2.) bie ſich auf hie 3° auf. einander 
fenfrechten Axen OX, OY, 02 beziehen, Polar: 800 rdinaten 


einfuͤhren, die jedoch hier. von verſchiedener Art ſeyn tdnnen 


A. Iſt naͤmlich alles wie im (9. 1. V.) vorausgeſetzt, fo. 
fann man erftlich den Winkel 9 in Rechnung. bringen, welchen. 
die Ebene MOX mit der Ebene XOX macht, dann dem Win⸗ 
fl MOX = 9, und endlich die Linie OM r, welche. wie⸗ 


derum der Radius⸗Vektor genannt wird. — Nimmt man 6 von 
0 bis 27, dagegen p von O bis =, und r abfolut (d. h. nie 
negativ), fo ift für jebe beliebige Lage des Punktes M, alfo wenn 
die Koordinatens Werthe x, y, z pofitiv, negativ oder Null find, 
wenn nur r abfolut, d. h. nicht negativ gedacht wird 
]))x=r-cosy, 2) y=r-sinp-cosd, 3) z=r-sing- sind. 
Dabei ift, wie fchon befannt, aber aus dieſen 3 Gleichungen 
auf's neue hervorgeht, 
’+-P”’+r=rn. 
Es ik nämlich y—= MM, = MM’.c0sd und eben fo 
z = MM, = MM’-sin9; 

zuletzt aber MM’ == OM-sing = r-sing 5 und daraus folgern die obigen 
Gleichungen (1. — 3.) ohne weiteres. 

B. Eine zweite Sattung Polar-Koordinaten hat man, 
wenn man den Winkel M,OX = 3, dann den Winkel 
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Nennt:man- Bader H A, « bie drei Winkel, welche eine Ebene 

E mit den drei Ebenen XOY, XOZ, Yoz macht, fü bat. man 
wochwendis nach (9. J. V. 5.) 

cos a? cos P?-Fcosy? = 1. 

IT. Denkt man ſich irgend. eine Zigur f in einer Ebene E, 

und alle Punkie ihres Umfanges auf irgend eine Ebene XOY 

projicirt, fo entftcht auf letzterer Ebene eine zweite Zigur fi, 

welche mar bie Projektion ber Sigue f auf diefe Ebene 

XOY nennt. Iſt nun > der Winkel, welchen die Ebenen E 

‚ und XOY mit einander machen, fo ift allemal 5 


a Sb —. f» cosx. ww — - 


Don Rechtecen mCep, rpBgq, AsBr, ꝛc. x. ie )i: deren: ‚Seiten zum 
Cheil mit der Durchſchnitts⸗ Linie DS der Ebenen E und XOV parallel laufen, 
zum Theil auf diefer Durchſchnitts⸗Linie fenkrecht ſtehen, gilt der Sag 
offenbar, weil dann das Rechteck f und feine Brojektion-f; gleiche Grund⸗ 
linien b, aber verfchiedene Höhen hund h, haben, jedoch fo daß hıschsensy 
if. Alſo gilt der Sag auch von den Hälften ABny x. ꝛc. dieſer Rechtecke, 
und dann auch von jedem beliebigen Dreieck ABC, weil jedes Dreieck 
in Bezug auf die beliebige Durchfchuitts » Linie DS aus lauter fol 
chen Rechtecken und folchen halben Rechtecken durch Addition oder Sub⸗ 
traktien zuſammengeſetzt, und cos/ iulegt ald ein gemeinfchaftkicher Faktor 
berausgefegt ut kann. — Aber nun gilt. der Sat auch ganz allgemein 
von Jeder Figur teil jede Zigur in Dieiecke zerlegbar ik 


ei: „IV; Denkt. man fich- nun in einer Ebene E, welche mit den 
Ebeuen XOX, XO und YOZ die Winkel y, A, æ macht, 
eine beliebige Figur f, und dieſe Figur auf die 3 leßtgenanntn 
Ebern .projigist; bezeichnet man ferner: dieſt 3 Projektionen, durch 
fin is amd de, fo hat man nach (III.) De 
I). ficoay; ml mweß; . han beooen. 

Bari üb addirt man baber dieſt 3 Gleichungen, ſo er⸗ 
Ball mm - 

322) —E =: 
d. h. das Quadtat des Inhalte der Figur £ if gleich der Summe 
der Quadrate der Inhalte ihrer 3 Projektionen auf beliebise 3 
auf einander ſentrechte Ebenen gebacht. 


BE 


4.3. 1. I. Projektionen u, Koordiuaten. 4607 


2 =. * Ey 7 er — 2 
.. . . ‘ed dies —— 


* 2 

..8I Wenn zwei gerade Linien H und L nicht in einer and 
berfelben Ebene liegen, ſo können: fie auch feinen Winkel mit 
einander bilden. Wir aber fügen in der Folge? zwei ſolche Li⸗ 
nien H und L, bie gar nicht in einer Ebene liegen, bilden uͤn⸗ 
ter füch den Winkel a, wenn u der Winkel iſt, den eine, durch 
einen Punkt p von H- mit der Linie L parallel gedachte Linie 
pl, mit ber. Linie H.bildee *). — In Diefem ‚Sinne: kann mat 
alfo im ($. 1. VII) fagen: a, As 70 ſeyen die Winkel, welche 
die Richtung MIN (aber nicht die entgegengefeßte Richtung: NM) 
mit ben 3 Axen OX, OY, OZ made, ‚obgleich ſie im Algemel 
nen Feiner diefer 3.Axen begegnen wird. .  ' 

IL. Sins M, N, P, Q beliebige und- belichig viel Puntu⸗ 
entweder alle in einer Ebene, oder im Raume beliebig vertheilt, 
und denkt man ſich bie Linien MN, NP, PQ, QM gezogen; 
find ferner u, », rn, o bie Winfel, welche dieſe Nichtürigen 
MN, NP, PQ, QM, (wo man nicht die entgegengefegten. Rich⸗ 
tungen, z. B. nicht PN fiatt der Richtung NP_ nehmen darfı) 
mit einer beliebigen Geraden OX (und nicht mit ber entgegen, 
gefeßten Richtung XO) macht, fo iſt allemal ' 

MN -cosa-+ NP -cosv-+-PQ-cosn--QM : cosg —0. 

Denn man denke ſich zuerſt die Punkte M,N,P, 0 mit ox in einer 
und derſelben Ebene, wie etwa im (Fig. 11.), ſo hat man 

MN.cosu = MN’, weil „ bier ſpitz gedacht iſt, 
NP.cos» = —N’P’, weil » nach der Annahme ſtumpf if 
PQ .cosx = P’Q’, weil x fpis genommen merden muß, 
QM-cosg = — QM’, weil 9 Rumpf gedacht werden muß; 


und bier fällt nun die Nichtigkeit des Satzes in die Augen. a 
Aber gerade fo bleibt die Sache, wenn M, N, P, Q bellebig im’ Raume 
vertheit ſind, und OX wiederum belehi im Raume Het: weil ſich Par 


-*) Da alle &inien, weiche mit L verelle schade Ad, such unter 
ſich parallel ſeyn müffen, fo folgt, daß wenn man den Punkt p in H ims 
mer anders und anders nimmt, der Winkel 1? boch immer terene nd 
ben wird. ? . 


' . . l 2299 2 
288 24 ar 
r. v 8 
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Linie z. 3. MN auf die OX gerade fo projicirt, wie auf bie Durch einen 
Punkt von MN gelegte Parallele mit OX. Um dies letztere recht anſchau⸗ 
Lich zu machen, darf man.fih nur durch die Punkte M und N Ebenen 
auf OX- fenfrecht gelegt denfen: Diefe find mit einander parallel, ihr 
Abſtaud iſt == MIN; Berfelbe: iſt: aler auch der Projektion von. MN. auf 
bie duch M mit OX parallel gedachte Gerade, gleich, Und beide ſenkrech⸗ 
ten Abſtände fi fü nd voffenbar einander gleich. 

- HL: Hat man wiederum in der Eb ene wei auf einander 
—*88* Axen OX und OY (Fig. 4.), und find x und y bie 
Koordinaten: irgend eines: in derfelben Ebene llegenden Punktes 
M;; führt men: ferner in derfelben. Ebene zwei nene auf einans 
ber, ſenbrechte Axen OU und OV; ein, dadurch ba: man 
3 DE Winkel a, 4 giebt, welche OU mit OX, OY macht, 
und die Winfel «', A! giebt, welche OV .mit OX, OY macht, 
ſo hat man erſtlich nach ($. 2. VI. 8) wenn ir 8 1. VL 7) 
-VOU ober XOY Rett . geſetzt wird, * 

*15 cost» cosa!+-cos —— — O, 
: ” cosa.cosß + cos a). cosßl =, 
fe wie ohnedies allemal (nach 8. 1. IV. 4) 

2) wre und, coat +cos fr = | I. 
Sind nun u,v die Koordinaten deffelben Punktes M in Be⸗ 
zug auf dieſe neuen Aren OU ugd-OV genommen, fo, if, wen 
man OP, PM und MO. auf OXx projicirt, und hedenft, daß die 
Winkel, welche dieſe Richtungen mit OX machen, bezuͤglich a, «! 
und 180° — MOX find, und daß 


| - c08(180°—MOX) ; == -c0sMOX = = — 


ift, nach dem io eben bewieſenen Satze (UL): 

u) Es cgaachv «casa —=0 oder x=u-e0sa-+v- o0sal; 
md dann auch / wein dieſelben Binien auf OY projicirt werben, 
4) u» .cosß+V- cos -0 ode y=u-cosß+V-cosfl; 
md‘ dieſe ztwei Bleichungen ſind es daher, ‚welche zwiſchen den 
alten. „Koordinaten x.und y, und den neuen Koordinaten u und 
v eines und deffelben Punktes M ftatt finden muͤſſen. Dieſel⸗ 
ben zwei Gleichungen behalten aber auch ihre Guͤltigkeit, wenn 


OM 


SEAN Projektirnen wienebiähten. [17 


flatt x, y, u, v, nicht ‚ie Rogrbinaten, ſondern die rRoordinaten⸗ 
Werthe geſetzt werden Fy. Bey Er N Ve 
Denkt man fih OU unb oV ald die atten Axen und OX 
un& O als. die neuen/ for munß man auf druiſelben Wege, wenn 
OQ, QM und‘ OM uf OB And’ OV pojicire werden, erhalten 
5) \ I god yes; 
6) . II äl'guooachs yaicda Al, #0) ; 
Diefelben Reſlltate (5. 6.) erhält man aber: auch, wenn 'man 
die Gleichungen X3--4. )nach vund nach v algebrdiſch aufloͤſt. 
IV. @oftebe In Wepelicheit Mana) GSind x, yg 2 die! alten Koor⸗ 
dinaten eined bekebigen Punktes M ($ig52.), : wie in ($.1. V.); 
denkt wäh? fidhiaber 3 neue Koordinaten⸗Axen OU; OV, OW 
dirch denſelden⸗ Puntt O; wiederum: anf ein ander ſenkrecht, uͤbri⸗ 
gens aber beliebig, und gegeben: Dark. bie“ nn 


— — 46 lee 7 a zu x ne ale 
3) deder Winkel, den OM —R unten ſich machen, und 37 
der" ‚Winfel, den OM und, OY unter ſi ch bilden; find ferner eund «’ die 
Winkel, welche OM mit OU und’ OV bilder; fo bat man nach 1. VI. 7) 
) co8d = 008:-c0sa+-cose’-cos«’, 
), .!S zre cos dl, mut cbasrcas B-lmooadkcenf. 
Set, man. nun. der. Fine wegen ‚ON =.r, ſo bet PR na ($. 1. IV. 
1. und 2 2.),. 
u y a N — FE 


c art 8 —* = 
en tn RR Er cos — 72 cos. roa Tg? « 


wenn:.xr'y:nu;y bie Koordineten, Wertäe worſtellen. Sußfituirt man 
aber. dieſe letzteren Werthe ſtatt cosd, cost”, .cose, cose’ in bie Öleichuns 
gen (1. u. 2.), (0 ergeben fich fogleich die obigen Gleichungen des‘ Tertes, 
welche alfo gar; allgemein gelten. Wir wählten im Terte die Vorſtel⸗ 
Jung .der Projektionen, ‚in fo ferne fie..und ein: Gedächtniß⸗ Hilfämittek 1m 
ſeyn fcheint, um danach ‚die Gleichungen ſchnell reprodueiren zu Tünnen.- 
Hat man nicht mehr jeden Sal, fondern. nur die Lage der Aren im 
Auge, wie fie gerade in (ig. A.) ift, fo kann man P=90=a, F=a 
und «’ = I90-+« nehmen, und es ift dann: - - . W 
cos a’ F=.— ma, gs sine. md ‚cosp! = cosa5 
und. die ee ie xy u ı and, J. ſehen in diefem Sale io aus, 
nämlich ‚ N 
Zur x . u· cos- Vesine, W Bu u 
20 ST Weser HVe con. 


“ ‘ x 
desgleichen ——— 
— X-cosa-t-y-sin«, , 
"TI Svamresihkastfecoser- 2:0; 


‘ 
D 


— 


28 — E — ER, 


ey): an —— 
Winkel { a, AI, y! —* mit ben 3 —* 
Aral, Bu, zit) 3 Kun} 











0%,:0Y; 82 machen fo. bat: am eohlih- nad (. Lv.) . 
' 0 ae. ee \ in. :W-; 
cos «PR os08 Al? > ensy!!-—a 1 
c08 a! ir cos A coey! = 1 
mb. ein. td Ds — 
VEXEXL —————— | IE Erg 
on op” ee N: -. ii 
nk Day? c ö say? uk. i in 
us. dann noch æach ($. 1. VIR &), meil-PU; QY; om 
peanweiſe auf: einanber ſenkrecht ſtehen, und ben fo auch OL 
OX, OZ auf einander fenfuadt:fehen, - :: 3 u 
cos »cosal +cosß + cos! Fcosy-cosyl = N 
u e| eosa si cosäll+c6sß « cos Al} cosy- weyl.= =0 
un cos al· c08 · cos fl. ros All} cosy}=cds yi= 0 
(B) ·· · und ” 
cos —E— ll = = 0 
'c08& +co8y+cösal«cosyl +cosallscoryl! = 0 
‚soo «cos y:kcosß! « cosy +eosfllecosyl! = DJ 
Es feyen nun u, v, w Pie 3 neuen Koordinnten deſſelben 
Punktes M, auf diefe 3 neuen Axen bezogen, namentlich ſey 
(Zig..2.) Mm fenfrecht auf DU, alfo Om — u. Denkt mat 
fih nun die 4 Punkte O, M',M,, M.auf OU projicirt, fo he 
mon, teil a, , y bie Winkel find, welche die. Richtungen 
OM, MM., M,M mit OU machen, und weil "| 
OM:cas(180— MOU) — = = —OM- co Mal) ==. —u 
if, (nah dem Saße IL) - 
u x 00004 Jreosfikz-eney—ü = 0. | 
Miederholt man daffelbe in Bezug auf die beiden anbem 
Arm OV, OW, fo hat man zuletzt die 3 Gleichungen 
u == X-080& F+Y-o0sf' FZ’cosy |) 
(CO)... | v = x. c0sal Hy:cosf! 4-2 cosy! 
w= x. c0sall a yacosßll-pz- cosyl 








—⸗⸗ —— — ni | —— 
= 
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Unhganz auf dieſelbe Weiſe, wenn man bie 3 auf einander fol⸗ 
genden Koordinaten u, v, w und MO auf bie Axen 0%, OY, 0OZ 
penfkit, erhält. man dann noch nach AL.) 

X == u 608&-$-V+cosal-p w+coseall 
Ber y == u-0sß-+-v«ıcosß!-+w«cos All 
zZ. = uUr008Y-PV+cosy!-Fwecosyll 
während die Gleichungen (C. und D.) auch fogleich aus einan⸗ 
Bee ſich ergeben, wenn man bie erfteren nach.x, y, z, ober bie 
anberen nach u, v, w algebraifch auflöf, zuletzt aber die Glei⸗ 
chungen (A) und (B) berüdkfichtigt. 
.. Und obgleich dieſe Darſtellungsweiſe die Nichtigkeit biefer 
Gleichungen bloß in dem Falle erfennen läßt, daß x, y, z,u, v, w 
alle pofitiv find, d. h. wirklich Linien vorftellen, fo ift folche boch 
fehr geeignet, die im Gebächtniß verloren gegangenen Gleichuns 
gen ſchnell und ficher zu reproduciren. 

. Will man. aber diefelben Gleichungen (C. und D.) als all⸗ 
gemein gültige (zwiſchen ben Koorbinaten ertpen) nach⸗ 
weifen, ſo ſetze man der Kuͤrze wegen 

OM r, 
hat dann, es mögen x, y, z, u, v, w poſitiv, negativ ober Null 
ſeyn, wenn d, Ö', OU und e, #, & die Winkel find, welche OM 
mit ben Axen OX, OY, OZ und OU, OV, OW macht, ak 
lemal nach ($. 1. V.) 
x == Tr°cosö; y rcoso; zZ == T-cosöl; 
. um=r-ose; v=rT-cosd; w== r-cosel; 
zugleich aber auch nad) ($. 1. VII. 7.) 
c080 == c088-c0sa-rcosel-cosal-pcossll-cosall 
cosd! = coss+cosf-H+cose! cos! -+ cos e!! · cos Pl 
c0söll — coss« 008Y + Los sl» cosy! +} cosell.cosyli. 
Subſtituirt man nun in dieſe 3 letzteren Gleichungen ſtatt 
cosÖö, cosö!, cosöll, coss, cossl, coss!! ihre. Werthe 
xy z u vv WW 
t’r’ Tr Tr ’ Tr r 
aus den nächft vorhergehenden Gleichungen, fo erhält man wie⸗ 
Derum bie obigen Gleichungen (D). — Auf demfelden Wege 
L [11] 
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kann man aber auch die Sleicheugen (©) Direkt und abgewein 
V. Wenn alles wie ſo den. in (IV.) voraͤusgeſetzt wich 
fo werden die Ebenen UOV und XOY einander ſich fhneiden, 
in einer Durchſchnittslinie D'OD. (Sig. 12.), und dafelöft einen‘ 
Winkel mit einander bilden, den wir ſpitz uns denken wollen, 
unb welcher nach ($. 2. I.) gleich iſt dem Mintel WOZ sder „4. 
Sind nun noch die Winkel. XOD=y, YOD=W+-g web 
UOD = y, ſo wie VOD.= My gegeben, ſo daß durch 
op bie Lage von OD in der Ebene XOV, ‚durch ww dagegen bie 
Lage von OU in der Ebene UOV gegeben ift, — fo iſt die 
Lüge ber Zunenen Aren OU, OV, OW durch die 3 Winfd 
yu, ꝙ und ı nothtvendig gegeben, und es muß daher moͤglich 
ven, die Koſinuſſe 
c080, cos ß, cosy, cosel, cos, cosy!, cosall und cos ff! 

in die Winkel >, p und auszudruͤcken, während wir jedoch 
bier U als einen ſpitzen Winfel genommen haben. 

Es bilden aber OD; OX ımb OU ein Törperliched (oder 
fphärifches) Dreieck, in welchem der Winfel an OD, = 7, 
die gegenüberliegenbe Seite XOU = a, und die beiden andern 
Seiten” p und find; alſo hat man nach einer Befannten For 
mel der fphärifchen Srigonometrie (Element, Mathem. Tb IH. 
Kap. 7.) *) 

l)) cosd — ———⏑————— 

Desgleichen findet ſich aus den koͤrperlichen (ſphaͤriſchen) 
Dreiecken, welche OD, OX und dann OD, OY und OU, 


*) ind in dem 1 fobärifehen Dreieck ABC (Gig. 6.) die Geiten (db. 
die Liniens intel BOC, AOC und AOB) bezüglid) a, b, c; und if der, 
der Seite a gegenüberliegende Tphärifche Winkel (d. h. der Winkel der bei 
den in OA fich fehneidenden Ebenen BOA und COA) = o, ſo if allemal 

cosa = cosb-cosc-H-sinb-sinc-cosa. 
In den folgenden Unterfuchungen des Textes, werben alle törperlichen 
Drreiecke betrachtet, welche um OD ($ig- 12.) herum liegen, fo daß im ber 
vorliegenden Zormel immer der Winkel an OD flatt « gefegt wird. Dies 
fer Winkel ift aber bald “ bald 1800, bald 90°”, bald B0. . - 
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enblih OB, OY und OV mit einander bilden, nach derſethen 
Formel: 

2) cosal = op cos (HO’-Y) + 

8 ——— 
3) cp = c08 (90° 9) · cos v 
ek a ꝙ α 
4) cosfl. == e0s(MW’-F-g) cos (MW - ) 4- J 
sgsin (90° -F-gp)- sin (90°) · cosy!!. 

Un den Winkel „= TOZ zu beftimmen, betrachte man 
das Förperliche Dreieck, welches OU, OZ und OD mit einan: 
ber. machen. . Da OZ fenfrecht auf der Ebene XOY ſteht, fo 
ſteht OZ auch fenfrecht auf OD, und die Ebene ZOD fenfrecht 
auf der Ebene XOY; alfo ift der Winkel unfers jetzigen för: 
perlichen Dreiedis, der an OD Hiegt, = MW —!!, die ihm ge 
genüber liegende Seife UOZ == y; bie beiden andern Geiten 
UOD und ZOD find dagegen bezüglich w und 90°; und die 
felbe Formel giebt daher 


5) cosy = cosy-cos90° + siny -sin 90° » cos (90° — Hi). 


Desgleichen findet fich durch ganz analoge Betrachtung 
6) cos yY= = c08(90°’-+-W):cos90’ + 
sin (90° +) - sin 90° «cos (90°’— N). 
| Und weil OW ſenkrecht ſteht auf der Ebene UOY, ſo ſteht 
OW auch ſenkrecht auf OD, und die Ebene WOD ſenkrecht 
auf der Ebene TOV, alfo daß der Winfel an OD, in dem 


koͤrperlichen Dreieck, welches von OD, OW und OX gebildet . 


wird, = 9005 iſt; die diefem Winfel gegenüber Tiegenbe 
©eite ift WOX oder all, und die beiden andern Seiten find 
"WOD ober 90° und XOD oder 9; und man hat daher 

7) cOos = cos90° » cos p-+ sin 90° » sin ꝙ · cos (MW’-H-Y!!). 
Und auf ganz analoge Weife zeigt fih in dem von OD, OW 
und. OY gebildeten Dreieck, in: welchem der Winkel an OD, 
— 9007 if, 

8) cos All = 008%’ «cos (90°’-+-Y)-+ 

in 90 · sin (90° -4-) » cos (90° +). 
| [1] 
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Dieſe Gleichungen (1.— 8.) laſſen fich aber, nach gehoͤriger 
Reduktion, auch fo fchreiben: 

1) cosa .= c089-cosy-Feinp- sinw-cosyli; 

2) cooß == —sinp-o0s1{W-4-cosgp- siny+cosy!!; 

3) cosy = siny-sinyli; 

4) cosa! = —-cCos ꝙ -· Sin Vein ꝙ -cosıy-cosyll; 

5) cos Al = sin ꝙ · sinw-F-cosp-cosw+cosy!; 

6) easy! = cos. siny!; 

7) cosall = —sing-einyli; 

8) cos! = —co8p-sinyli.: 
And in der That genügen biefe Werthe zur Nechten, wenn fie 
in die 12 Gleichungen (A. und B. ber IV.) -fubflituirt werben, 
diefen Gleichungen vollſtaͤndig. 

Eliminirt man aber aus dieſen 8 Gfeichungen Die beiden 
Winkel p und w, fo bleiben 6 Gleichungen übrig, zwiſchen ben 
9 Winkeln a, , y, a, fl, yl, all, Au, zu, wodurch 6 dieſe 
Winkel in die 3 übrigen ausgedrückt find, während dieſe letzte 
ren unbeftimme bleiben müflen, weil offenbar die Lage ber 3 
neuen Axen gegen die alten, 3 Beſtimmungs⸗Stuͤcke (naͤmlich 
die Lage von OD in der Ebene XOY, bie Lage der Ehen 
DOUV gegen die Ebene XOY, und in diefer Ebene DOUV 
die Lage der erftern Are OU gegen OD) erfordert. 

Von den 12 Gleichungen (A. und B. der IV.) find daher je 
6 nothwendige trigonometrifche Folgerungen aus ben 6 übrigen. | 


VL Man kann in der Ebene (Fig. 1.) flatt der beiden 
Koordinaten: Werthe x und y eines Punktes M, auch feine Bo; 
lar-Koordbinaten einführen. So nennt man nämlich der 
Winkel MOX = 9 (den man getvöhnlich in Bogen: Länge für 


i_ 
den Radius 1 ausdrüdt, fo daß sinpy — zT und 


cos ꝙ rel ift) und die Länge ber Linie OM = r, ik 


man den Radius: Vektor nennt. — Nimmt man der Min 
tel op in der Richtung von OX nad) OW und von O big 2; 


- Lund aut tie uf 


t 


\ 
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und r immer abſolut (5. 5. ‚nicht negativ), ſo iſt für jebe Lage 

des Punktes M, alſo wenn * poſiti, megatie oder Null fd "Br 

doch allemal | 2 
1) rcagp =x, | und 2 any —=y; 

und natürlich dann auch, wenn 9 eliminirt wird/ 
3) x? + ’= — — 

welche letztere Gleichung jeboch aus 6“ 1. IV.) ſchon be⸗ 


1 


kannt iſt. 


Und wollte man ſtatt W. MX = — 95 lieber den Nebenwin⸗ 
kel = 0 einführen, fo hätte man natuͤlich | 
4) x= —r-c0sß; 5) y= rind. 
VI. CDaſſalbe im korperichen Konme.) Aber auch im koͤrperlichen 
Raume tann man ſtatt der rechtwinklichen Koordinaten: Werthe 
x y, 2 eines Punktes M_ (ig. 2.), bie ſich auf die 3. uf. eingnder 
ſenkrechten Axen OX, OY, O2 beziehen, Polar: ‚800 rdinaten 
einfuͤhren, die jedoch hier von verſchiedener Art ſeyn fünnen., ’ 
A. Iſt nämlich alles wie im ($. 1. V.) vorausgeſetzt/ ‚fo. 
kann man erfilich den Winkel 9 in Rechnung bringen, welchen. 
bie Ebene MOX mit der Ebene XOX macht, dann den Wine 


kel MOX—= 9, und endlich die Linie OM —r, tele. wie⸗ 


derum der Radius⸗Vektor genannt wird. — Nimmt man 6 von 
0 bis 2, dagegen p von O bis =, und r abfolut (d. h. nie 
negativ), fo iſt für jebe beliebige Lage des Punftes M, alfo wenn 
die Koordinaten Werthe x, y, z pofitio, negativ oder Null find, 
wenn nur r abfolut, d. h. nicht negativ gedacht wird 
l)x=r-cosgy, 2) y=r-sinp-cosd, 3) z=r-.siny- sind. 
Dabei ift, tie fchon befannt, aber aus diefen 3 Gleichungen 
auf’s neue hervorgeht, 
+. PP’. 55. 
Es iR nämlich y= WM, = MM’.cosd und eben fü 
z = MM, = MM’.sn9; 

zulest aber MM’ = ONM.sing = r-sing ; und daraus folgern die obigen 
Gleichungen (1. — 3.) ohne weiteres. 

B. Eine zweite Gattung Polar-Koordinaten hat man, 
wenn man den Winkel M,OX = 9, dann ben Winkel 
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aan kar—r) , pofliio ). 

' MOM, = | ya I je madibem x | 3 ift, 
endlich wieder OM = r (abfolut gedacht) in Rechnung bringt. 


Nimmt man wiederum 9 von-Q bis zu 360°, fo hat man, al- 
Iemal, die Koordinaten Werthe.x, y, z. mögen poſitiv, negativ 


oder Null feyn; en B 
PBx=rsiny.osd; 5) y=r-siny-sind; 
'6) 2 = T°c087; en 


und natürlich noch immer 2 

x 1-2 —— », 

welches letztere aus den Gleichungen (4. —6) noch ins Beſon⸗ 
dere hervorgeht. 

Statt 7 führt man auch wohl den Binfel MOM, = y "ein, 
fo dag i - alfe, sy cosy ift, fo lange z poſitlv. 
Die Gleichungen (4. — 6.) ſehen dann auch fo aus: 

Bi, > — T+c081)- 0080; s)y= teedsyeeind; 
9): 2* r.siny; ; 
allein ſie gelten’ nur, fo lange z poſitiv iſt; und ſollen ſie all⸗ 
gemein gelten, ſo muß man ſich vornehmen, den allemal ſpitzen 
Winkel v negativ in Rechnung zu bringen, ſo oft 2. nega⸗ 
tiv iR. 
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. 2 Zweites Ka witel. 


Wie Linien in einer Ebene durch Gleichungen. wiſchen den 
Koordinaten⸗Werthen eines beliebigen ihrer Punkte andges 


- - brüdt werden. Zr 
„4, . ’ „an » ..» u “ f ‘ ‘ . un» nr Fre [ . . 
WERE „ ... 422 8. 4. .r " A. 9 ‘- 
’ ee von den eraden Linien 


.72 
€ 


— man in: einer maendiichen geraden ginie LU Sig. 5.), 
welche mit den Aren OX und OY: die Winkel und 2 bildet, 
8: ‚pn A, B, M, und‘ drückt man fr duch ihre Koorbina⸗ 
ten⸗Werthe tt, yl fuͤr A; ferner xt, yu fuͤr B5 endlich x, 
fuͤr My ang, ſo hat man nach ($. I. VI. 5. u 6. )ı wie’ auch 
die Punkte gegen einander liegen mögen, NT 
"nd get yaye! yo 


— —f a 
— — , — 











cos & zT 2 Bi SE rg}... 
—— wie; 
wo 2 Ega if, je na dem 
Bir Ten - Ess J ide F umpfe 
* we, 18.0 ih wenn 1.0 nah bis, zu 
360° gegählt wird (vgl. Note zu $. 1. IV: 7.). ee 


..d Denkt, man ſich nun die Linie LI durch die Beiden Punkte 
Aid B hegehen, her Durch, einen «hiefer beiden Puntte und 
e die Winkelner unde d. h. durch den Winlel a und 
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burch die Angabe, ob 4 fpig ober ſtumpf iſt); mab repraͤſentirt 
M jeben beliebigen dritten Punkt bderfelben Geraden, fo macht 
man aus (1.) und (2.), indem man mit bem Nenner weg muls 


tiplisire, entweder 
3) y-yl! = A.a—ı), 
ober 4) y-y'"= A:x—ı), 
wo 5) A= I TI= ige, je nachdem ß | pm Fumpf 19 


bekannt und gegeben iſt. ., 3: 
Jede diefer beiden Gleichungen (3. oder 4) siehe auch noch 
die Gleichung 
6) J = A:ı-+-B, 
‚ two A bie Bedeutung ber (5) bat, während dagegen B gegeben 
iR duch die SGleichung 
7) Buy An ——— 


Sebe diefer Gleichungen (3. 4. 6.) liefert zu jedem beliebig 
gedachten x, den zugehörigen Koordinaten» Werth y (oder ums 
gekehrt), und dieſe als sufammengehörig gefundenen Koordinaten, 
Merthe x, und y gehören dann Be einem Punkte ‚an, det 
in, der geraden Linie LI legt. 

. Jede diefer Gleichungen (3. 4 6) iR daher der Adrifen 
tant aller Punkte der Linie LI, und deshalb der ganzen (unend⸗ 
lichen) Linie LI ſelbſt, und jede dieſer Gleichungen. wird daher 
die Gleichung der geraden Linie genaunt. 

II. Umgekehrt: alle Punkte, welche aus irgend einer ale 
braiſchen Gleichung ber. erſten Ordnung 
(O-+ p- ——— oder —E 


wo a, b ſtatt ur und J gefegt worden find, auf bie ſo 


eben gedachte Weiſe hetvorgehen, gen nothwendis in einer und 
Derfelben geraden Linie - - - =: 1.10 


ig 


Zr “ 


*y Zahlt man den Winkel a u der (Bogzen⸗) Richtun von OX 
nad) OY Hin vom 0 bi6 360° (mas mir hier nicht than), f —X 
Aus pigamiga, es maß A ſpitz oder ſunpf ſeyn. 
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Dean nimmt man brei verfehledene Werthe x’, x” und x ſtatt x, und 
berechnet man fich die drei zugehörigen imd durch , y und bereichne⸗ 
ten Koordinatens Werthe aus der gegebenen Gleichung O, r het m man 
| Y max. Eu 
yY'= ax"+-b 
yzax-+b. 
Sustsahiet man i swei biefer letztern Gleichungen von 1 einander und dis 
vidirt man die" entehenden Gleichungen durch einander, um b zu a ui 
eliminiren, fo erhält man ’ 


IT „Ic — 
\ u ar —— 
b. b. die Verhaltniſſe der Katheten (ig. 5.) in den rechtwinklichen Dreleden 
ABC, AMD und BME find einander gleich, alfo auch W. HBE=W BAC, 
moraue folgt, daß die Richtung BM mit der —— AB B Mfanmenfi 
: HE in der Gleichung De SEE 
p-ytrgyq 0, de y= u-x-+b, 


q47=0,.0fp.a==0 und ya—=b, ‚fo haͤuft die, durch 
biefe Gleichung vorgeſtelte Gerade mit be Asfifm. Are 0% 


parat. — — aber —** aiſb =; * I Ö.48 


baß Bie Gleichuns ſebſt in 4. + = 0, ober 1* * = =e 


übergeht, fo' läuft Die durch bieſe Bicidung vorge € Serabe 
mit der OrbinatenrAfe OY paralkl. 
IL A. Iſt ae Bar Pa ee 71 
1) ER TE 12 . — —E 2. . . 
die Gleichung einer Geraden Li, ſo iſt bie Gleichung ber nmit 
ihr parallelen und durch O bindurchgebenden Linie Lil. (Fig. ). 
im Salle.ızı und ya; die: Koordinaten⸗Werthe ned helinhigen 
ihrer Puntte vorſtellen nothwendig a 


3) ey u De 4 


wen jchelmel et ef? ty un. Die wintd 6, P, eig Sie 


' 2 te 22 un 


Sin Ll und Luka —— — genay Diefelhen —— 
gemeine ausgebrct Es find die durch die Sieden 


Dam ER dr SErr =... amd 
und 0 u —— Pe ot 1 aan 
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bertelelinn ds mit einander paalilnt wenn u. * oder 
183 4. , oder pe q p=0ik 

B. Die Gleichung einer ebenfalls mit der LI parallelen Li⸗ 
nie Lal, (3. 5.), die aber durch einen seoeenen Puntt A, 
ober (x 9) *) hindurch geht, iſ aber. ou 

3) YyBY9zaı(m—p, 
wenn x, y, bie KRootdinaten / Werthe eines jeden beliebigen ihrer 
Punkte vorſtellen. 

C. Denkt man ſich —* O eine Lini⸗ Lels ſenkrecht auf 
Lil (ober url oder auf L;1,), fo if As: Sehe allemal 


—⸗ 


1 
4) 'h = ih, er 


wenn x,'Ys die Koordinaten⸗ ⸗Werthe eines jeden bellchigen der 
Punkte dieſer Senkrechten L.l. vorfiellen.- | 

Denn es find die Winkel a‘, , welche biefe Sentrechte Li mit ie 
Henn macht, von den Winkeln a und 8 bezüglich um 90° verfehieden, ale 


baß ig eg ſeyn wird, menighens dem abfoluten Werthe 
nach. Der Lage der Linien Li, und L;1, nad müſſen Aber die zu einerlei 
Ibſciey⸗ Nerfh x = x, gehorigen Myineten⸗ Ventht. Ju umd y. vertan 
dene (+) oder (—) Zeichen hakemı; a muß, weil 
in (2.) +a flieht. 5 J 
Allgemeiner ansgedructtt Wr durch die Steigungen 
"P-yr4- Pau Ex 0-3 Ente Dr 
Er NER peyK X 0: wel. 
—* On ſehen ·auf einander —* wer. 


q it 312. 


ei 5 _, oder I+E >08 —* pi d=dDf 

„Di: Sind aber xXc amd; Yu die, ‚Roorbinateg- ⸗Wertbe eines 
jeden beliebigen Punktes. der Linie L, 5 welche durch einen ge 
gebenen Punkt A ” ber sul" ‚aber uf dir Ip A flog 


nz RL LINIE 


*) Wenn wir fagett: CK, 9) # in ehe Ant fo verfehen wir 





darunter, daß x und y bie Koordinaten⸗Werthebieſes Punktes And. =: 
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ſtehen fol, fo.:ift ihre Gleichnug, Ba dieſe Linie Ind der. Lals 
parallel läuft, notbwenbig : : —. 


—A ln J 


IV. Sind ati gerade Linien Ih. und. Ih seochen durch 
die beiden Gleichungen : 
L) yı=a .x,-+b ober Y—4- a lu . Ze 
2) „za, +b! oder „y—n=a.(ı— 8* 
ſo find dieſe Linien mit einander parallel, wenn a al nad) 
(I. A. B.); Dagegen ſchneiden fe ſich, wenn ⸗ verſchieden iſt 
von al. 

Sind im Iegtern Falle (Big. 1. ) x und y die "Koordinaten: 
Werthe ihres Durchſchnitts⸗ Punktes D, fo muffen dieſe Werthe, 
da der Punkt beiden Gerade. angehört, beiden Gleichungen 
(1. und 2.) genügen, wenn fie bezuͤglich flatt x, und yı, un 
flatt x, und y. geſetzt erben. ‚ Sir dieſe Werthe x und ˖ y hab 
man daher gleichzeitig 

y — a · und ya gb 
und "TOR man biefe- beiden Steichiägen alebralſch af; 2. m 


bet fich 
Pr ——hl 5. kedlchı: 
©“ ‚2 nd eur. tn 
. fo daß alfo der Durchſchnitts⸗Punkt D, befimmt if. ...; » 
Denkt man ſich durch: tun Urfprung Ö ber Koordinaten zwei 

Linien Lal,: uũnd L.I. mit den vbigen vbeiben laand Ix be 
zuͤglich parallel, fü find ihre Gleirchuiuigennach· täk A.) bezuglich 
BB) ya a een ar ui 
und da bieſe letzteren beiden Cinienununter ſicht: gernau Benſelben 
Winkel u bilden, welchen die erſtrven beiden unser Ach machen, 
fo folgt, daß dieſer Winfel y nur von den Werthen vontiane 
keinedwegte.:äber won: den: Zahlen I ha bhuüngi. u: SZ 

v te man ·dieſen Winkel⸗ ſinden, iſo⸗ mou⸗ man in jeder 
ie re ne) HTDGRNTER a SAT 

Many Ninun man diefe Formen jun Rechten 6'(p. a} a Hin 
der erſtern Bike, uhb ten, m)· in: ein Punbe dueiweitin Beräben Tank} 


v 


4 
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ber Linien LI; und L,1, einen Punkt, etwa P, unb P,, fo daß 
beide Punkte diefelbe Abſciſſe = 1 haben; finde aus ben Glei⸗ 
ungen (3. u. 4.) die Ordinaten⸗Werthe dazu, darcus (mach 
§. 1. VI. 31.) die Entfernungen OP,, OP, und BP, „ und dann 
aus ber trigonometriſchen Gleichung 

PP, = OP,’ -+OP,—20P, OP, -cosy 
biefen coey. — Man findet . | 

OP, = = +, OP, = +VI Fra, 

Bʒp̃. E(a - ah. 
wo das (+) oder (—) Zeichen fo genommen werden muß, daß 
PP, nicht negatio wird. — uUnd daraus 


O · · Zn co I-ra»al i 
. . oa vv, = Vi+a®’ 
alſo auch 

Bu . L _ aa) 
Or = VIra.Vira’ 


wo bie beiden Quadrat⸗Wurzeln nicht negativ genommen wer; 
den därfen, und wo im Zähler, von sin das (+4) ober (—) 
Zeichen fo genommen werben muß, daß biefer Zähler nicht ne 
gativ wird, weil -sinw. nie negativ werden kann. — Daraus 
folgt dann weiter 

8* aa) 
(Cı)-«, = gwy= TA 
we —— — darf, fo daß ſpitz oder 
finmpf iR, ja nachdem der Nenner JPa⸗a“ pofitis ober nega⸗ 
tio wird, mie ſchon aus LT) erhellet. — Unter w ift aber ber: 
jarige der beiden Mebenmwinkel. Yerfiauben worben, deſſen beibe 
Scenfel nn nach de: poſtieen nSeite kr Abſciſen · Werthe er⸗ 
Breffen..: tan 
Wird * die seite Pink Li er. anb: ‚fo geiucht, baff & 
mit. ber. nen Ik: den gegebenen. Mintel ,nibilbet, fo muß 
man die gefundenen Gleichungen (CK) benwgen, um aus a und 
den Koeffizienten a zu gehalten. — IR dabei yr nicht iin. rech⸗ 
ten Mipfel ſo mhälk. man; birmd img 2 Werthe weiche beide 


® 





. 4. V. Gfeihung für d. gerade. Binie, 178 


Der Aufgabe genügen, wenn nicht die Richtung der Schenkel bes 
Winkeld gegen bie Axen OX unb OV vorgefihriehen iſt *). 

V. Iſt gegeben die Gleichung einer geraben Eine Li ss —8 
naͤmlich | 

1) yz aex-+b, u 

und außerbem noch ein Punkt, z. B. A, durch feine Koordina⸗ 
ten⸗Werthe x! und y!; und ſoll nun die Länge: A,B, der auf 
Li ſenkrechten Linie A,B, gefunden werden, fo findet man zuerſt 
die Gleichung der (unendlichen) geraden und auf u 1 fenteechten 
Linie L,I,, nämlich nach (IL), 


2) _=— ap), 


dann nach ut) * Noordinaten · Werthe x und y ihres Durch⸗ 
ſchnitts⸗ Punkte B, mit der erften inte, welche alfo aus den 
beiden Gleichungen 


3) gearrtb ud 9-9 =——-—P) 
hervorgehen, und dann nach ($. 1. VL u die Entfernung j 
A,B, mittelft ber Gleichung 


A,B, = Ve - WHY; 
fo daß ſich findet, wenn man Kan y aus (3.) bier lubſiuiet: 


4) AB = * V. 
während, wenn man aus (83.) 5 eliminirt, 
6) —I — — —— —Sn 
a 
ſich dazu findet, fo daß 
6 A J = > 
wirb 


| *) Sf ein rechter Winkel und gegeben, fo bat man Ita = 0, 
alfo «= ——, wie ſolches bereits in (UL) gefunden. porden if. 


/ 
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"VI: IR gegeben: die Gltichung y a-smb für eine ge 
rade Binde, während x nad ’y- bie, auf vechtwinfliche Aren OX 
und OY :fich beziehenden Koordinaten⸗Werthe eines beliebigen 
M ihrer Punkte vorſtellen, und find ꝙ, r die Polar⸗Koordinaten 
deſelben Punktes M (Sig. L.), fo bdaß man nach ($. 3. VI) 

37, RT T Sing 
get; mb. ſubſtifuirt men -hiefe. Werthe ftatt. x und 3 in bie 
Slachnrs Imn a⸗xAAb, fo erhält man die Gleichung 
IT -Aarcmp—b—=O 
wiſchen ben Koordinaten: Werthen x und ꝙ9 deſſelben Punktes M. 


C 
Die Gleichung rr= Kumor EB 


lar · Koorbinnten: , und r, druͤckt alſo geht: eine gerabe is 
nie aus. .. ... 


zwiſchen den Po⸗ 


§. 5. 


‚Won den Trammen Linien Im Allgemeéinen. 


- 1 Jede: Gleichung zwiſchen rechtwinklichen Koarbinaten: 
Werthen x und y, wenn fie zu fietig neben einander liegen 
den Werthen von ‚x, reelle. Werthe von y liefert, oder umgefehrt, 
tepräfentirt allemal. eine. Linie in. derfelben Ebene, in welcher bie 
Axen OX und OY liegen, und allemal eine Erumme Linie (ober 
Kurve), fa oft die Gleichung zwifchen x und y nicht auf bie 
Gleichung der erfien Ordnung A-y+B-xHCz=0 gebradt 
werben kann. — Solche krumme Linien, deren Punkte alle in 
einer und derfelben Ebene liegen, beißen einfach gekruͤmmte 
Linien oder ebene Kurven. ' 

11. Nach der Gattung der Gheichung zwiſchen den Koorbis 
naten» Werthen x und y eines jeden helisbigen Punktes einer 
Linie, theilt man nun die ganz in einer Ebene liegenden Linien 
ein, in algebraifche und in tranfcendente (zu welchen 
letzteren die logarithmifchen, trigonomeitrifchen, ꝛc. ꝛc. gehören). 
Die algebraifchen ‚Linien, welche durch algebraifche Gleichungen 
zwiſchen x und y ausgedruͤckt find, theilt man wieder ein, nach 
ber Ordnungdleſer Glelchungen, in algebraiſche Linien ber 





N - Ä \ 
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sehen DOrbnung: bis: ſtad aber allımalı genude: binien), 
ber zweiten: Ordnung (welche burch: bie voaaandie Glei⸗ 
hung der zweiten Oroͤnung | 

2. Aay+by-edtdyte-t. 0. * 
ausgebruͤckt find, und’ welche man auch Kegelf nike nenne), 
und in algebraifche Linien. ber dritten, vierten und je 
der beliebigen Höhern Drdnung. 

UII. Jede ebene Kurve, welche auf gegebene ie ox uid 
0x bezogen durch irgend eine Be 

ausgedrückt ift, kann ſogleich ud auf beliebig andere Arxen 
OM und OV (Fig. 8.) bezogen tverden, welche durch einen 
beliebigen Punkt O' gelegt, übrigens wieber auf einander ſenk⸗ 
recht ſind. Denkt man ſich naͤinlich durch den beliebigen Punkt 
O!, deſſen alte (auf OX und OY bezogenen) Koordinaten-Werthe 
p und q feyn mögen, zuerſt Axen OX! und OTY! parallel mit 
OX und OY gelegt, und die alten Koordinaten- Werthe von M 
durch x und y, diefe neuen aber (von demfelben M) durch xl 
und y! bezeichnet, fo hat man junaͤchſt nach ($. 1. VI.) 

2) 'xerH und yeytg u 
Werben nun durch O! abermals heue fenkrechte Axen OU und 
ON gelegt, die gegeben fi nb gegen OX und OY, "oder gegen 
O'X! und OY!, mittelft der Winkel w, ß und of ß', ſo bat 
man noch, wenn u, v bie jegigen Koordinaten: ⸗Werihe deſſelben 
Punktes M find (nah 3.11.) 

3) x! = urcosa-}v-cosal 3. 

yı= u · cos ß-EV+ cos pl 
alſo wenn man dieß in: (2.) fubſtituirt, v 
4) | ı= u-cosa-+-v-cosa/--p I | 
= u-cosß-+v- .codßlrq 
Subftituirt man nun dieſe Werthe in bie Gleichung dı. Ir ß 
erhält man bie Gleichung Ä 

5) 0 Pr 0% 
zwiſchen ben jeßigen —— u ms v te 
Belichigen Punktes M der Kurve. 


»E 0 0°. 
. w 
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Barachtet mar aber bie Gleichungen (4.), fo: findest man 
. balbı. daß, wenn p,, === eine algebraiſche Gleichung iſt, von 
irgend einer Ordnung, dann bie. Gleichung Fu, == 0: nothwen⸗ 
dig ebenfalls‘ eine algebraifche Gleichung derſelben Drönung ſeyn 
werde; und ugelkehrt. 
Die in (IE) gemachte Eintheilung der Kurven, wenn fie ſich auf recht 
winkliche Koordinaten⸗Axen bezieht, iſt daher von der Lage der Koordina⸗ 
ten⸗ Axen unabhängig, und berieht ſich demnach wirklich auf karakteriſtiſche 
Unterſchiede der Kurven fell. 

IV. Die Gleichung einer Kreis⸗Linie, welche durch die 
Koorbinatens Werthe a und b ihres Mittelpunktes C (Fig. 9.) 
und durch ihren Radius c, ihrer Lage und Größe nach gegeben 
ſeyn mag, iſt allemal, wenn x, y bie Koordinatens Werthe eines 
beliebigen Punktes M bderfelben vorſtellen, 

CM’ = CD’+-DM?, 
ober nach (1. v1. 3.) 
| G-bi+R—a) = ce, 
oder 

| y’+r?—2by —2ar-+(@’+b?— 2) =(; 
und da biefelbe algebraifh und von der zweiten Ordnung if, 
ſo gehoͤrt die Kreis: Linie demnach zu den algebraifchen Linken 
ber zweiten Ordnung (d. h. zu. den Kegelfhnitten). 

V. Wil man die Durchfchnitts- Punkte zweier durch Die 
Gleichungen 
0m Yun 7 9 
gegebenen geraden oder frummen Linien. finden, fa verfährt man 
genau nach ($. 4. IV.), beseichnet die Koordinaten Wertbe eine 
folhen Durchſchnitts⸗ Punktes durch x und durch 2, und bat 
dann zu deren Beftimmung, weil diefer Punkt in beiben Kurven 
zugleich Liegt, bie beiden Gleichungen | 

| te y,—l. 
Loͤſt man ſolche nach x und nach y auf, ſo erhaͤlt man die 
Koordinaten⸗Werthe x und y dieſes Durchſchnitts⸗Punktes. — 
Man kann aber mehrere, ja zuweilen unendlich viele Paare reel⸗ 
ler, dieſen beiden Gleichungen genuͤgender Werthe von x und y 


% 
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finden, fo daB die Kurven in mehreren, Ja in aunendlich vielen 
Punten ſich ſchneiden koͤnnen. 

Eine Gerade dagegen und ein Kegelſchnitt (Linie de keiten 
Ordnung) Fünnen ſich hoͤchſtens in zwei Punkten ſchneiden, und 
zwei Kegelſchnitte ſchneiden fi ſich boͤchſtens in vier Punften weil 
die Gleichungen 

I, — 0 md y, >= 0 
nur von ber zweiten Ordnung find, alfo hoͤchſtens vier paare 
von reellen Werthen haben; fo daß durch fünf gegebene Punkte 
nicht zwei verfchiebene Kegelſchnitte hindurch geben Fünnen, 


%. 6. 
Mektifitation und Duabratur ber ebenen Kurven. 
L Iſt (Sig. 18.) ADM eine beliebige Kurse, durch die 
Sleichung 
FR,= 0, oder y= —— 
gegeben; find a und x die Abſciſſen · Werthe OE und OP ber Punkte 
D und M, fo find der Bogen DM =s und bie Fläche DMEP=—f 
offenbar von x und von a allein. abhängig, alfo Sunftionen von 
x und ven a, demnach auch ale Funktionen. von x anzufehen. 
Nimmt man nun PQ —= dx unendlich: klein, fo if, wenn Iman 
MR parallel mit PQ zieht, NR= —dy, Bog. MN ds 
und Inh. POMN = df, wenn, wie immer, dx, dy, ds, df zu⸗ 
fammengehörige unendlich -Eleine Zuwachſe bedeuten. Der Punkt 
N liegt dem M näclt an; der Bogen MN if daher als die 
Hypothenuſe des rechtmwinflichen Dreiecks MRN anzufehen, def: 
fen beide Kathetn MR— dx, NR—= —dy find. Man bat 
Deshalb ' 


1) ds = Yir+ +dy? = &- vii+(z) ) *). 
und weil POMN = PQ- PM-HON fr fo hat man noh 


®) gr den Zuwachs ds des Bogens hat man bier oben flatt des 
Bogens MN eigentlich die Sehne MN genommen. Nun Fönnte aber 
L. 


[12] 


x 


, | 
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37. dem yedekidudy u yeik, 0° 
in fo ferne das Glied Idx .dy nach ben Pringipien Gnalyſ. $.20. 

Sin 32.7 weggelaffen werben. muß: 
Dividirt man beide Gleichmgen u. 2:3 durch dx weg, 


a Aa 
To Aerhaͤlt man, weil — = Is, und = df, iſt nach (Ana⸗ 
iyſis $. 21.), ln une DEN 


or By; DE = 
md) Ber Sy; 


und wenn fr den. — I. u. 5 echte Glieder wegge 
laffen find, welche das Unendlich, Kleine in höheren- Dimenfio- 


nen enthalten, fo find dagegen Die Gleichungen ( 8. u. 4.) gan 


genau, weil die Gleichunsen ds, = = >: und I, = = gerade 
‚4 N “ 


nur dann genau "wahr find (nach Analyf. $..21.), wenn bie Zaͤh⸗ 


vielleicht der Bogen so der Sehne nicht bloß um ein Unendlich = Kleine 
der. höhern Ordnung, ſondern um ein Unendlich» Kleines derfelben Orbnuns 
yerichieden ſeyn, und in diefem Falle wäre nach ($. 20. Aualyf.) Hs uw 
richtig. angegeben. Bedenkt man aber, daß eine Kurve, genau genommen, 
eine ideelle gebrochene Linie iſt, ſo iſt, genau genommen, ein unendlich— 
kleiner Bogen zu gleicher Beit feine Same, r d. h. geometrifch anzefehen 
find. ‚beide ein und daſſelbe — 

‚ Bei. dem Inhalte POMN hat man die beiden Grenten POMR —y.& 
und POQNS = star dx, welche, weil Yrtax = ty dx ih, 
für dx unendlich-Mein in einen und benfelben unendlich» Fleinen Ausdrud 
y-dx det erſten Ordnung gufammenfallen, nad ($: 30. Analyf.). — Hier 
kann alſo gar kein ſolcher Zweifel aufgeworfen werden. — Aber auch m 
Bezug auf den Bogen BIN kann man zwei Grenzen finden, zwiſchen denen 
er liegt, etwa die Sehne MN als die kleinere und etwa die Summe der 
beiden an M und N gedachten Tangenten, big zu der Stelle, wo fie ſich 
fchneiben; oder die beiden Tangenten MV, NU an M und an N, Jede bi 
zu der Orbinatens Richtung des Punktes N und M genommen, von denen 
nach Prinzipien der Euklid'ſchen Geometrie (Elem. Math. IL Th. Kap. 5.) 
die eine immer Feiner als der Bogen, die andere nothwendig größer aß 
der Bogen if, wenn nur von M bis N die Ordinaten fortwährend wachſen 
oder fortwährend abnehmen. Berechnet man fich aber die Länge dieſer 
Zangenten, smwifchen denen ber Bogen MN liest, fo findet man, daß fe 


beide mit bdemfelben erſten Gliede YL-+-3y,?-dx anfangen, und nur um 
Umendlichs Kleine höherer Ordnungen von einander verfchieben find. 


R 
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Ir ds und d£ die Glieder der zweiten und Höheren‘ Dimen onen 
des Unendlich⸗Kleinen nicht! mehr enthalten — Aus ben Glei⸗ 


‚dungen (3. u. 4.) folgt aber noch ee 
Fu: ) 83 = S.. vı+3y2 dx. on 
und 6) f = San yıds, ur si He 


weil⸗ fobalb = =a wird, der Punkt MinD hinein tale, alfo 
Bann s— 0 und f 0 werben muß (vergl. Analyf. $ 34.) 

. IL. Denft man fich Polar Koordinaten, härfiich,, ‚ig. 18.) 
Mintel OFM =9 und FM = :R, und denkt man. fi ich, ben 
Winkel 6 um dag unendlich⸗ fleine Stüd MIN 4 *y wach⸗ 
ſend/ To waͤchſt K um bag gügehörige dR, .fo bag FN = R+aR 
ft, und ber Bog. DM — s wächfl um daB Sud’ 'MN = "ds; 
fo mie, wenn ber inhalt AFM burch F' bezeichnet oird, ſol⸗ 
cher daburch um MFN = dF toächft. " — Nun it aber, 
wem mie FM=R aus F’der Kreisbogen MH, desglelchen 
mit, FN = R-+-dR der Kreisbogeh NL gejogen wirt, FE 

j ' Dog. MA=R- d6, iS 
"HN = dR, "Seftor FA — IR?. Kt 1. in 

"Sekt: FNL= =UR+dR)?. dO=3R°’. .dO-FR-dR-dö-+dR?. 46, 
(0° daß beide Kreisfefioren nur um unendlich⸗ Kleines höherge 


| Ordnungen von einander verſchieden find. Man hat baber, weil 


und FNL liegt, nach (Analyſ. $$. 20. 21)! 


MFN — dF, allemal zwifchen den beiden Kreisſeltoren FMH 


ng 


1) dF=1R.4 oder Ra. "oo" 

Serner kann man fi) MEIN als ein rechtwinfliches ‚Dreieck 
Denfen, von welchem ME und NH bie ‚beißen Katheten, MN 
Die Hppothenufe if. Dann hat man MN? — ME’ 4-NER, 
DB. h. dR—=R?-d6°--AR?; folglich 

2) ds=VR?.d9?-+4-dR? ober VRR FORT. : 


*) Man überfehe nicht, daß hier die Winkel nie’ in Graden ausge⸗ 
drückt find, ſondern daß a, do die Bogen bedeuten für den Rabdius 1, 
melche zmwifchen den Schenfeln der Winkel OFM und MEN liegen. 


[12*]. 
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Iſ nun etwa W. AFD —=.o, fo hat. man 
.8).: Bog DM'== f,. VRTFÖRF- 0, 


4) Inhalt DIM=f,, R:d0= 4f,., R’-d6, 


wo R eine, durch Bie Gleichung ber Kurve gegebene Sunftion 
von 9 vorftellt. 

Berechnet, man fich auf beiden Wegen den Bogen DM, ſo 
müffen die Reſuliate genau ſtimmen. Berechnet man aber auf 
dem erſteren Wege den Inhalt DEMP, fo wie auf dieſem leg 
tern „ben inhalt DFM, fo fann. man.den Inhalt ber Dreiecke 

‚FDE noch befonder8 berechnen, und fo aus dem einen 
dieſer berechneten Sinhalte, DEMP oder DFM, ben andern ab. 
leiten. Auch hier muͤſſen die Reſultate mit einander uͤberein⸗ 
fimmen. 

"" m. Ban fann ober. den Slächen: Inhalt auch, uoch auf 
Andere Art Finden. If z. B. der Flaͤchen⸗Inhalt (Big.. 23.) 
“DDURMRU zu befiimmen, während OE = a und os =b 
gegeben find, und DR, fo wie DUR zwei ganz beliebige Kur: 
ven find, fo denfe man fi) im Innern‘ diefer Zläche einen be 
liebigen Punft M, . beffen Koordinaten x, y von einander gan 
unabhängig find. .- : An dieſer Stelle denkt man ſich nun ein 
Rechteck MM.M.M,. von, ber Breite dx und Höhe dy, waͤhrend 
dx, dy. unendlich) = Heine, - von einander unabhängige Zuwachſe 
der Veraͤnderlichen x und y.vorfielen. . Dann folgt: 

1) dx-dy iſt ber Inhalt, bes Rechtecks MMM. M.; alſo if 
nach dem Satze Enalyſ. $. 35.) 

2) S,.,. 49: dy oder dx» SS. ‚1L-dy bie Summe ale 
biefer Mechtecke, die Von derſelben Breite dx find, zu demſelben 
Werthe von x: gehören unb zwifchen ben Grenjwertben von y, 
naͤmlich y' = NN! und y!= NN! liegen; db. 5. der Inhalt 
des ganzen Streifens NINUPPU*) — Dabei find y' und “ 


*) Genau genommen iſt der Ausdruck (2.), welcher unendLich-Fldn 
‚ von der erfien Ordnung if, von dem Streifen NN“P/P“ um die dreiede 
förmigen, jedoch Frummlinigen Zwickel verfchieden, welche ſich am oben 
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die durch bie Gleichungen der Grenz⸗ Niro — und Dunn 
gegebenen Sunftionen von x. 
Aber nad) demſelben Eualyſ. $ 35) iſt Kun auch 


2 
3) S.. (S..14y)-dx die Summe aller dieſer Strei 


fen von x=OE =a an bi ux=0S— b bin, d. b. ber 
inhalt der Fläche D’DYRRu *), 
Um dieſen Inhalt nun naͤher auszuwerthen/ hat man zu⸗ 
nachſt | z 
Jı43=y alfo / ı- Iy= lt 
folglich iſt dieſer Inhalt DDR BR 
I Satin = sy. 


| =. y!. i—f,., xu. dx. 
Iſt 9 0, fo fällt bie Kurse DR’ mit der Are OX zuſammen, 
und man bat Ss)" de =0; alſo ik dann i 
Anh. D’ERS = = f.,v%, 


welches Refultat genau mit dem der €I. 6.) zuſammenfaällt, weil bier y’ 
Diefelbe Funktion von x vorſtellt, welche dort durch. y bezeichnet wer, 
den war. 

Ganz auf analoge Weife feyen (Fig. 1.) OFM = 0 und 
FM =r bie von einander ganz unabhängigen Polar: Koordina⸗ 
ten eines ganz beliebigen Punktes M im Innern der Flaͤche. 

Man denke fih nım 9 oder W. OFM um ein unendlich⸗ 
kleines Stuͤck 90 —=W. NIFP! wacfend, fo wie gu gleicher 


+ 


. Zeit r um ein unendlich »Eleineg Stück dr, fo bildet fich, wenn 





and untern Ende des Streifens’ bilden, wenn man ſolche Rechtecke dx-dy 
zulest auch oben und unten an den Grenzen fich denkt. Allein diefe Zwik⸗ 
kel find immer Eleiner als das Rechteck dx-dy, alſo unendlich⸗klein von 
ber zweiten Ordnung, folglich if diefer Unterfchieb nach (Analyſ. $. 20. 
Pr. 12.) Feiner. 

) Der Unterfchied zwiſchen dem endlichen Ausdruck (3) und dem - 
Inhalte D’DR/R” ift wenigſtens nur unendlich» Hein, alſo nach (Analyf. 
©. 20. Nr. 12.) Feiner. 
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mon if, s = FM .amb.r-4-dr. = FM, Rreisbogen MM, und 
M,M, befchreibt, eine unendlich-Heine Flaͤche 
.. MM,M.M, = FM,M, — FMM,. 
Nun Habe | 
77.0 FMM, = ir-+dr)t:d0 
und _ ...FMM, = 3r7.d0; 
alfo iſt 

5) MMM.M, =r.-dr- d46-+1 dr. —redr-dh, 
wenn man nach (Analyſ. $. 20. Nr. 12.) die Unendlich« Kleinen 
der höhern Ordnung wegläßt *). 

Dann ift aber nach (Unalyf. $. 35.) 

6) dO- J HER ı dr der Inhalt aller dieſer Theilchen M, M.M, 
(von F an, wo r—0 iſt, bis zu FN! hin, wenn EN! —.R ge 
ſetzt wird), für welche 0 denſelben Werth behält, d. 5. der In⸗ 
balt des Sektors FNIPi. Dabei. ift in der Regel R ein 
durch die auf Dolars Koordinaten R und 9 bezogene Sreichung 
der Kurve D/N!R’ gegebene Funktion von 0. 

Hernach iſt nach demfelben (Analyſ. $. 35.) 

‚7) Si: u Sta) -d6 die Summe aller biefer Sektoren, 
vor'd = OFD'’ =. an, bis zu 6=OFN=P bin, d. h. 
der Inhalt DFR.. 

Nun if aber fr-dr irꝰ, alfe Sf, r-dr=;R?; folg 
lich findet fih der Inhalt D/FR\, näher außgewerthet, 

8) - = = f,. „GR)-d0, 
welches genau mit dem Kefulsat (M. 4) aͤbereinſtimmt. 

IV. Aber auf ganz analoge Art laͤßt ſich auch die Laͤnge 
des Bogens DM finden; es mag bie Kurve ſelbſt durch eine 


Gleichung zwiſchen rechtwinklichen ober zwifchen Polar⸗Koordi⸗ 
naten gegeben feyn. 


u 


*) Es if r-do der Bogen MM, und de=MM,, ale ii r-ds-de 
ber Inhalt von MM,M.M,, wenn man Ietsteres als ein Rechteck anficht, 
deſſen eine Seite dr = MM,, deſſen andere Seite de = MI if. . 
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„Nach dem: Begriffe einen Kurve kann man  folche :ald den 
Vebergang einer gebrochenen Linie betrachter, deren einzelne ges 
radlinigen Theile nach und nach immer kleiner und zuletzt un⸗ 
endlich-Elein, im Sinne des ($. 2D. Analyf.), werden. Nach 
derfelben Anſicht iſt nun in (I. u. HL) ein ſolches unendlich-Eleis 
ned, zu einem beſtimmten x: gehöriged (Element - der Sur ges 
funden worden. “- Ä EEE Be 

4) ° ,.= Vir5y%: «dx, a Fe 233 
wenn y =y; die Gleichung der Kurve if 


und auch 2) = VERS: .dO,. 
wenn. R == == By- die Gleichung der Kurve wiſchen den Poli 
Koordinaten R und 6 iſt. | 
Da nun die Länge des Bogens DM (Sig. 18) bie Summe 
aller. diefer Elemente ift, wie fie fi aus ber einen ober ‚ber ans 
dern ber Formeln (1. oder 2.), z. B. aus ber (1.) für alle 
Werthe von x, die um das unendlich» Kleine dx von. einander 
verfchieden find, von x=OE=a an bi u xı—=OP=b 
bin ergeben, oder welche 5. B. aus ber (2.) hernorgehen, indem 
man ftatt 0 alle, um das unendlich-Eleine d9 von, einander 
verfchiedene Werthe von 9=OFD=« an bis ju O=OFM=P 
bin gefetst fich benft, — und da nach, (Analyf. $. 37.) bie Summe 
aller dieſer Elemente (1.) ober (2) allemal 


= — VI+3y2, de = — VR?+OöRG-d0 - 


if, fo finder ſch nach dieſer jetzigen aAnſicht DM genau- ſo, wie 
wir ſolches in (I. 5., wo b=x gedacht iſt), ober in (a. dr 
wo A= 9 gedacht if) bereits gefunden haben. 
Anmerf. Die Länge des Bogend einer Kurve finden, nennt 
man aber häufig die Neftifitation der Kurve. Unter Qua⸗ 
dratur einer Kurve verſteht man dagegen die Auffindung des 
Inhaltes einer Flaͤche, welche zum Theil oder ganz von dieſer 
Kurve begrenzt if. _ 
Und weil der Jnhalt einer Fläche nah (I. 6.) vdurch 


My, ds dargeftellt ift, fo belegt man deshalb ſchon in ber Inte⸗ 








’ 
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grals Rechnung bie Integrale einer entwiflcht gegebenen Funktion 
y von x, ebenfalls mit dem Namen ber. Duabraturen. 


| % 7. 
Bou den Berätrungen und Ofentationen 

: Ye Kurve wird an jebem ihrer Punkte, ihrer Richtung 
nach mit einer geraden Linie verglichen (welche bie Tangente 
der Kurve an dieſer Stelle heißt), ihrer Krümmung nad 
aber mit einem Kreife, welcher ber Kruͤmmungskreis genannt 
wird, und deſſen Halbmefler dr Krümmungshalbmerffer 
der Kurve an biefer Stelle heiße. — Diele beiden Be 
griffe machen einen: Theil einer allgemeinern Theorie, welche 
man die Theorie der Oſculationen nennt, und welche 
lurz ſo iſt. 

I. Denkt man fich in /zweien geraden ober krummen Linien 
die Abſciſſe x beliebig aber genau dieſelbe, und bie zugehörigen 
Ordinaten durch die Sunftionen y, in ber einen biefer Kurden 
und y, in bet andern derfelben Kurven ausgedruͤckt , fo haben 
beide Kurven, den zum Abfeiffen Werth ‚@ gehörigen Punkt P 
mit einander gemein, wenn 

1) für x=e«, auch „= y!. wird. 

Wird nun die nächft größere oder nächft kleinere Abſciſſe 
durch x-+h bezeichnet, wo h unendlich-Elein gedacht ift, fo if 
der Unterfchied D der zugehörigen Drdinaten in beiden Kurven 
(alſo der Abſtand D der beiden Punkte, welche in jeber Kurve 
dem gemeinfchaftlichen Punkt P nächft anliegen, in der Ordina⸗ 
ten» Richtung genommen.) offenbar gegeben durch die Gleichung 
Or · D= Yen ——— 
ober es it, nach den Taylor’fchen Sage, und weil für za 
bereite ld Juy'e =0 iſt, dieſer Unterfchied D, ebenfalls für 


= @,—2r, )h-r(@’y,—d'yl, » u 


ey —2 R . 235 
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md dieſer Unterfehieb D ft mm deſto Heiner, d. h. bie beiden 


Kurven rücken an biefer Stelle (wo x == a if) einander befto 
näher, je mehr erſte Glieder dieſer, nach dem unenblich« Kleinen 
h geordneten Reihe, verfchteinden, alfo je mehr der naͤchſt fals 
genden von den Gleichungen 


2) dy. =.dyl 
3): - Hy = da )frıee 
4) dey, dl E 


mit der erftern Gleichung y, = yı, zugleich ftagg finden. und 
findet noch die Gleichung Hy — Hy, ſtatt, aber nicht mehr 
hy =aty,, fo ſagt man: beide Kurven haben eine 
Dfenlation ber nten Ordnung mit einander. | 

Iſt nun die Gleichung der einen biefer Linien 5.8. y', nicht 
volfiändig gegeben, ſondern nur der ‚Form nad), aber mit meh⸗ 
reren unbeftimmten Koeffizienten unb Exponenten a, b, c, 20. ⁊c. 
verfehben (telche Parameter genannt werden) ſo kann man 
von den Gleichungen (1. 2. 3. 4. ...) fo viel der erſtern (für, . 
diefen Werth @ von x) ibentifeh machen, als folche unbes 
flimmte Parameter a, b, e, ic. vorkommen und beftimme wer⸗ 
den ſollen *). 

I. Nimmt man nun außer der erſten Kurve y-y, die 
zweite | 


*) Cauchy behauptet mit einigem Rechte, daß diefed Verfahren des 
Lagrange, die Dfeulationen von der Lage der Axen, und namentlich ven. 
der Lage der Drdinaten- Richtung, in welcher der Abſtand D genommen: 
—ã erſcheinen laſſe. Allein führt man neue Axen OU, OV ein, 
d da 
x = u-cosa-+-V-cose/, 


yz= u-eosß-HV-cosf 
wirb, fo Ki fich fehr Jeicht nachweifen, daß, fo oft dy. 3835/ iſt für 
x «, dann allemal auch Ev, — dv, ſeyn müſſe, für den su x= u ges 
hörigen Werth von u. — Durch diefen letzteren Nachweis, der fich auf’ 
Die Differenzials Koeffsienten aller Ordnungen ausdehnen läßt, wird aber 
dieſes Zagrange’fche Verfahren ganz ſtrenge. 


6 ‚@eonfttrie, Kap. II. 5.9.20. 


yo marke, her u ‘=: 
y a - x tb, dp Ayım=a, . 


ſo in die wc Kurve eine gerade Fine i und sie "Gun 


derſelben 

yo = aextch: emo 
enthält zwei unbeflimmte Parameter a und b. — Man kann 
daher bloß die zwei erſtern dieſer Gleichungen (I. 1.2.) ibentifch 
machen, nämlich 


1) I „=artb) ILn 
ſchen, daraus a 
3), ‘a - dy, und b= ya—ıı.dy, . - 


finden, und die Gleichung der geraden Eine welche mit ber ge. 
gebenen Kurve ' 
‚J= y x j 

eine Dfeulation der erſten Ordnung nur haben kann, und welche 
die (geradlinige) Tangente der Kurve an dieſer Steile 
(wo ı= = a ift) genannt wird, iſt daher 

"yf=a-x+b, 
wo a und b die Werthe aus (3.) haben; — d. & bie Glei⸗ 
chung der geradlinigen Tangente iſt 
O) · ·· yI—y = dy,-@'—x) *), 





*) Man kann biſe Gleichung auch fo finden. Denkt man ſich (Fig. 10.) 
Die Kurve CPE als eine fietig gebrochene Linie und die Tangente TPN 
Ms die Werlängerung eines folchen unendlich einen gerablinigen Elemens 
tes PN der Kurve, ſo liest N in der Tangente und- in der Kurve zugleich. 
Wird nun OQ =x, OR == PS = dx geſetzt, ſo wie NS = dy, fo daß 
dy = dy,+dx if, fo bat Man, wenn Winkel PTX = W.NPS = «u geſetzt 


wird, tga = I - = dy,5 und bie. Gleichung der geraden Linie TP nach 
($. 4), —*9 


—— = gu —z) 
geht nun fogleich in 


y—y = Oy,° (2). 
über ‚ wie wir diefelbe im Texte gefunden haben. 


GTH.: Beuihruns U; Oſculat. 18% 


wo x! und y! die Koordinaten eines beliebigen Punktes der (ges 
rablinigen) Tangente . norftellen, ' twährend" x und y bie Koorbi⸗ 
naten desjenigen Punktes der gegebenen Kurve bedeuten, an wel⸗ 
chem die Berührung ſtatt finden fo: . ... er 

Will man bie Gleichung ‚der durch benfelben. Verlheunge 
punkt (x, y) gehenden: (auf der .Zangente ſenkrechten) 
Normale haben, ſo erhält man fies nad) (8. 4 III. D.), fe 
gleich wie folgt: 


(O-- = 


Da Zu a 


tes dieſer Normale 5 — 

Denkt man fich" die Tangente PN („gig. 10.) fo weit: vers 
längert,. bis fie in T der Abſciſſen⸗Axe OX begegnet, fo neunt 
man QT die Subtangente. Wird aber die Normale MP 
fo weit verlängert, bis fie berfelben Are 0X in W begegnet; 
fo wird QW bie Subnormale genannt. — Bezeichnet man 
durch x! den Abſciſſen⸗Werth (d. h. den Werth von x’) für den 
Punft T, deſſen Drbinaten Werth —J if; fe ‚dat man nach 
($. 1. VL) 
" Subtang. OT pe ER), 
to da8 (-F) Zeichen gilt; wenn, T links von Q, das (—) Zei⸗ 
chen dagegen, wenn T recht8 von Q liegt, weil die Subtangente 
als Linie immer abfolut (pofitiv) feyn muß. — Und da aus 


ber Gleichung Or: wenn man 0 ſtatt y', und gt ſtatt x! ſetzt/ 
EN ' BA 


öy, - 
folgert, fo bat man allemal 


: Men kann auch zwei beliebige zu ben Abfeiften x und x-+h gehörige 
Punkte ‚ber erft gegebenen Kurve nehmen, eine gerade Linie durchlegen 
(welche Sekante der Kurve iſt), d. h. die Gleichung dieſer letztern ſinden, 
tut ber 0 ſtatt h fegen, wodurch die Sekante indie gefuchte Tangente 
übergeht. BE 


\ 


6 ‚Beostötrie. Kap. IE: 67H 


J— pP a⸗xöh, Ber x 
np a ⸗x tb, Ab Dy a, 
ſo fe Die meine Kurve eine gerade. Ainier und die Gleichung ° 
derſelben oo. 

* — ab. 


enthält zwei unbeftimmte Parameter a und b. — Man kann 
daher bloß die zwei erſtern dieſer Gleichungen (I. J. 2.) identiſch 
machen, nämlich 


1) 0 ymaıtb) 
"2 — By. = a | für I — 22 
fegen, daraus a 

3) am dy, and b= Y By, 


finden, und die Gleichung der geraben einig welche mit der ge 
gebeiten Kurve 
y- — y * 

eine Oſculation der erſten Ordnung nur haben kann, und welche 
bie. (geradliniige) Tangente ber Kurve an diefer Stelle 
wo x a iſt) genannt wird, iſt daher 

“ = — a-x!+-b, 
wo a und b die Werthe aus (3.) haben; — d. b die Glei⸗ 
chung der geradlinigen Tangente iſt 
. yoy=dy.n®), 





*) Dan kann dieſe Gleichung auch fo finden. Denkt man ſich (Fig. 10.) 
Die Kurse CPE als eine fietig gebrochene Linie und die Tangente TPN 
als die Verlängerung eines folchen unendlich Meinen getablinigen Elemens 
tes PN der Kurve, fo liegt N in der Tangente und in der Kurve zugleich. 
Wird nun 0Q=x, OR PS = dr gefest, fo wie NS = dy, fo daß 
dy = dy,-dx if, fo bat man, wenn Winkel PTX = W.NPS = «a gefegt 


wird, tga -J- = 8y,;3 und bie. Olcihuns der geraben Linie TP nach 
($. 4.), a 


y_y == gu —z) 
geht nun fogleich in 


y-) ‚= — Oyz' 2). 
über, wie mir diefelbe im ze gefunden haben. 


4.7. H. Beuhreune· u, Miculat. 18% 


wo x! und y! die Koordinaten eines beliebigen ‚Punktes der (ges 
rablinigen) Tangente . norftellen, waͤhrend x und y bie Koordi⸗ 
naten desjenigen Punktes der gegebenen Kurve bedeuten, an wel⸗ 
chem die Berührung ſtatt finden fol: . ... ET 

Will man die Gleichung ‚der durch denfelben Beruͤhruugs⸗ 
punkt (x, y) gehenden , (auf der. .Zangente fenfrechten). 
Normale haben, fo erhält man fie, nad) (8. 4 I. D.). for, 
gleich wie folgt: 


(©-- 17 = BE Ru | 
wo X, Yı die Koordinaren⸗ + Werthe eines jeben beliebigen Bunt. 
tes diefer Normale votftellen. 2* 
Denkt man fich' die Tangente PN (Sig. 10.) ſo weit vers 
laͤngert, bis fie in T der Abſciſſen⸗-Axe OX begegnet, fo neunt 
man OT die Subtangente. Wird aber die Normale MP 
fo weit verlängert, bis fie derfelben Are 0X in W: begegnet, 
fo wird QOW die Subnormale genannt. — Bezeichnet man 
durch 2’ den Abſciſſen⸗Werth (d. h. den Werth von x’) für den 
Punft T, deſſen Ordinaten⸗ Werth yo iſt; ſo bat ı man nach 
($. 1. VI. 
Subtang. gr: = za), 
wo das (+) Zeichen gift, wenn T linfs von Q, das (—) Zei⸗ 
chen dagegen, wenn T rechtd von Q liegt, weil die Subtangente . 
als Linie immer abfolut (pofitio) feyn muß. — Und da aus 
ber Gleichung Or. wenn man 0 ſtatt y', und gi ſtatt a ſetz 


In). ‘ BE Au 


oy, _ 
folgert, fo hat man allemal 


: Mau kann auch zwei beliebige zu ben Abſeiſſen x und x-+-h gehörige 
Punkte ‚ber erſt gegebenen Kurve nehmen, eine gerade Zinie durchlegen 
(weiche Sefante der Kurve if), d. h. die Gleichung diefer letztern finden, 
— 0 ſtatt h fegen, wodurch die Sekante in die geſuchte Tangente 
übergeht 


\ 


_ 


' 
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* Bu Ey 
(DI Subtang QT= a 72, 
links 


ie adden T | het —X 
Banz auf dieſelbe Weiſe findet man die Subnormale. 
Weil aber Tangente und Normale auf einander ſenkrecht ſtehen, 
fo ib im A TPW (Sig. 10.) allemal ° 
. T0:QP = QP:QW, 
alfo, weil OP =y iflı 
... — _ I __ 4, 
(Dr. Subnorm QW= Subig, ==y.dy,, 


wo das (+) Zeichen gilt, wenn W rechte, das (—) Zeichen 
Dagegen, wenn W * liegt*). — Dabei mag man nicht übers 


fehen, ba dy, = ei fo ‘oft x unb y als Zunftionen von 


t angefehen werden ke. 
UI. Nimmt man in (I.) flatt der zweiten Kurve bie, durch 

die Gleichung 

‚1) Gb’ +K— a? -2=0. 
ber Form nach gegebene (Kreislinie), ſo erhält man aus ihr, 
wenn man biefe Gleichung hinter einander nach allem x diffe: 
renzürt, 

2) (—h)-dyt +) =, 

3) Gb) By Hay? rl. 
Man kann nun aus biefen 3 Gleichungen ſowohl y, als auch 
Oy!_ und ’y!_ algebraifch entwiffeln und dann folche (für den 
Werth von x) bezüglich den y,,dy, dey, ber erſt gegebenen 





*) Liegt demnach T Links und W rechts, fo find y und By. noth⸗ 
wendig beide poſitiv oder beide negativ. Liegt aber T rechts und W links, 
fo haben y und By, (immer für diefen Werth .« von x, der bem beſtimm⸗ 
ten Punkte P zukommt) allemal verfchiedene (-+-) oder (—) Zeichen, weit 
die Gubtangente und die Subnormale, ihrer Definition zu Solge, als 


exiſtirende Entfernungen, immer pofitis (db. b. nicht negativ) werden 


müffen. 


. 7. M. Berührung. u. feat. a 


Kurve gleich ſetzen, um fonach dem erſtern 3 Gleichungen (1. 2. 3) 
der (I.) genügt zu haben. — ‚Die Endreſultate der Rechnung 
werden aber biefelben, wenn man ‚aus diefen 3 Gleichungen bie, 
und jenen 3 Gleichungen „=, Ay, dy!, und 9°y —dyl, 
ber —* die Ausdruͤcke Y dy', und 8’y, eliminirt, alfo. aud 
| wenn man dieſe Ausdruͤcke aus den letzteren 3 Gleichungen fi 
det und in Die obern 3 Gleichungen ſubſtituirt. | 
Dies giebt aber als End-Refultat der Rechnung dielelben 
3 Gleichungen (1. 2. 3.) wieder, nur daß an die Stelle ber 
yydyr,, Bryr,, jettt die y, dy, wib-9°y, (bee ern gegctenen 
Kurve) zn ftehen fommen. 
RE man aber (immer ımter der Vorausſetzung daß Anter 
x der beſtimmte Werth gedacht wird, zu welchen ber oſcill. 
rende Kreis gefunden: werben fol) bie zulckt erhaltenen 3 Old. 
chungen, nämlich - 
Gb == ec 
(A). »« (y—b)-dy,-s—.) = 0 
sb dy, +5’ +1=0 
nach ben unbekannten a, b, c algebraiſch aufı fo erhält man: 








1 8 a woraus bie Koorbinas 
| boy — —ien⸗Werthe s unbb des 
* 1 BRittelpunlts b. Kruͤn⸗ 
(B)-«- a—Xx =—dy. = Jx mungs⸗Kreiſes fh er⸗ 
N TR I * 
_Fü +87. | welches bee Sriimninge 
BR.) Halbmefler if; 


wobei das (-+) Zeichen: gilt r wenn dr, poftio tft, wo bage: 


ger das (—) Zeichen der Wurzel a -Föy? i genommen wer _ 
den muß, wenn Ö’y, negativ ſeyn ſollte; weil der Kruͤmmungs⸗ 
Halbmeſſer e allemal poſttiv (d. 9. nicht negativ) werden muß.’ 

Sind x und y als Sunftionen von-t angefehen, fo bat man 
nach ($. 16. Analyf.) 


10 Grome 6:7, IH. 
et Papa 2 75 via ie 
tin j D uk 7: 

C)ere. ::, n 
Ned Zune ven Pyım 





Subſticuirt man daher dieſe Ausdrůcke den Aussruc für den 
Keükmuhgs + Salbıneffer in (B. Jr fo’ erhält, ‚malt Ho” en 
* (+ 3y 2% en 
03 W e ů _ ha. non 2! 
Nr Te ze Fr — ANY, BEI 


— * derſelbe Krimungg Salbınefle: nad) in auberer Eom 
ne if. vn 

Set man. ben Bpgen ber Kurve, der: ‚jur, — x gehört, 
=r ſo iſt. nach (6. 6.5, Be), 


1) = NF352. alſo auch 8, . Vo EBR, 
Daher at er ber Rrümmungs-Halbmeffer c auch fo fchreiben: 
u Be | 
Ira’ . ' . 
E) .. lea 3 
un en Os, ' , 
Lied. nd] öx, .ö — 





me sah “ sr —) Zeichen. gilt. welches ie poſitiv 
man. Ei Zur 


ARE oe 





» Don Endet den Gelmmntigs» Hl6mefler auch dadurch, daß man 
die Kurve als eine fietig gebrochene Linie fich denkt, und d in durch 3 
michſt auf einander falgende Ecken, deren Abſeiſſen * x+dx und x+Hmedı 
find, eine Kreiglinie. legt. 

Man kann auch 3 Punkte nehmen ‚ welche beliebig weit aus einander 
liegen, ‚welche ; dB. die nenn zb, x+m-h aben, — 
eine Kreislinie durchlegen, den Halbmeffer derfelben finden, und zuletzt in 
Dem. dafür gefundenen Ausdruck, O fiate h ſetzen, und man wird den Krüm⸗ 
mungs s Halbmeffer haben. _ 

- Dan legte aber durch 3 Punkte, deren Koordinaten Werthe (a, 4). 
—— P}.. (æ, A”) And, dadurch erne Krejtlinie, daß man in ihre allge⸗ 
meine. Gleichung 

(y‘ —b? +-(z a)? = cd, 
(in fo ferne jeder diefer Punkte in diefer Kreislinie liegen fol, feine Koor⸗ 


\ 





&%. IV. Berühsumg.- wi. Oſculat. = © 
- IV: Die Kruͤmmungs⸗Kreis hat, wie min efteht, eine Of 
latlon der zweiten Ordnung ˖mit ber gegebenen Kurve an der 
gegebenen Stelle. — Hätte man Kreiſe geſucht, welche mit der 
gegebenen Kurve an ber gegebenen Stelle bloß eine Dfculation 


der er ſten Ordnung habein, und ‘weiche man berührenbe 


Kesife.nennt, fo hätte man Yon den 3 Gleichungen (IH. A.), 
der (I.) zu⸗Folge, ‚nur: die beiben erſtern nehm bien. ee 


zus bie Gleichungen Be a Fr ’ 
I): - yob’He-a) = u NUT. 
und 2 - ' (y—b): &y, + (x—a) — ı A er ae 
Dann -aber fann man’von den 3° Parametern a; b; © nur 
sweie (in den dritten): ausdrücken. Er ot 


: Man erhält alfe nach Bein unendlich vielen beliebigen Werthen 
des dritten Paremeters unenblich viele berůhrende Kreie an den 


7 als 


dinaten⸗Worrhe alfe :diefer- Deichuug menügen muſſen, wenn man n folche 
fat x’ amd y⸗ fegt) fatt;x‘, y’ zuerſt « und 4, daun «/,,p’, zulent aber 
a, g' ſubſtituirt, und hie, 3 ‚entfiehenden Gleichungen. nach a, b, « ‚alger 
—X — ed 
Hier aber if - EEE nt zu 
ax, y}e ms Berry —2 hama 
Die erſte biefen ,3 Gleichungen wird daher 
G2-b’+&@—a)’— 2 — 0, oder nr, 

wenn fo den Ausdruck G-bi+@- ae. vorſtelit: die beiden ang 
dern werben aber dann 3 
[x 4), = 0 und fm) = 9 EEE EZ 

oder, wegen“ bes Taylor’ ſchen sanfte, und weil Tisch Fe’ =: if, 


= uf . EN 





h. 
+ 102 gr? Kegptet = 0, 


und. | . nn 

nd — * ı U 'mah ae mꝰ · h* Pe vn BE 
BE - dd 

Für h = 0.ergiebt fich aus diefen Gleichungen . 7, N 


Hm, = 0, und Hy 03 
und dies ſi nd die obigen 3 Gleichungen (A.). 

Nimmt man das im ($. 20. Per. 10. der Analyſ.) Erwieſene zu Hilfe, 
und betrachtet man den KrümmungssKreis als denjenigen, welcher durck 
3 sunächft auf einander folgende Punfte der Kurve geht, fo hat man au⸗ 
genblicklich ( = 0, dl.) = 0 und 8, = 0 iu feiner Beſtimmung. 


x 


SR GSeometrie. Kap. II. §. 7. IV. 


felben gegehenen «Stelle ber gegebenen Karve. Die Gleichung 
4..) giebt c; bie. Gleichung (2. ) dagegen enthält fein c und 
Uhrt, wie die Koordinaten Werte a und b bed Mittelpunktes 
son einander abhängen. Diefe Gleichung (2.). it: aber keine 
andere als die Gleichung (0) der (II.), d. 5. bie Gleichung einer 
Normale am diefer Stelle. — Die Mittelpimfte aller, an einem 
gegebenen Punkte die Kurve berühtenben Kreife (unter denen der 
Krümmungs:Kreid, der an dieſer Stelle mit ber. Kurse eim 
Dfeulation ber zweiten Orbnung hat, ebenfalls enthalten ift) lie 
gem alfo alle in der Normale der Kurve an diefer Stelle. 

Anmerk.Wir können dieſen (8. 7.), welcher die Theorie 
ber Dfeulationen enthält, wicht verlaffen, ‚ohne noch die in ben 
Noten (S. 186:) und (S. 190,): für die Auffindung ber 
geradlinigen Tangente und bed Kruͤmmungs⸗Kreiſes gegebene 
Anficht hier gang allgemein für alle Dfculationen binzuftellen. 

In der bier im ($. 7.) durchgefuͤhrten Anficht hatten aber zwei 
ebene Kurven. an einer. Stelle eine Oſculation ber nten Ordnung, 
wenn fie an dieſer Stelle einen Punkt geihein hatten, und wenn 
die diefem gemeinfchaftlichen Punkte in jeber der beiden Kurven 
nächft. anliegenden Punkte fo wenig wie möglich und zwar fo 
wenig unterfchieben find, daß Diefer Unterſchied ein Unendlich 
Kleines ber n-Fifen Ordnung nur iſt, während ber Unterfchieb 
der zugehörigen Abfeiffen- Werthe als ein Unendlich - Kleines der 
erfien Ordnung betrachtet wird. . 

Man könnte, aber auch fagen: zwei ebene Kurven y=y, 
„und y y’, haben an einer Stelle eine Dfculation der nten 
Ordnung, wenn fie an biefer Stelle n-+-1 naͤchſt auf einans 
nder folgende Punkte mit einander gemein haben. — Ginge 

man von’diefer Definition der Ofculation aus, fo märe 
sy —0 für n +1 naͤchſt auf einander folgende Werthe 
von x; als müßte dann ohne meitered nach (Analyf. 8. 20. 
Nr. 10., wenn daſelbſt y, — y, ſtatt f, gefegt wird) 
nicht bloß 5,7y =0, 
fondern noch y,—y'.), = 0 
. 9 
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(7, —* *0 
uf. f., fo wie zuleßt noch 

9 (y, — sl) = 0 
feyn; und dies find genau bie Nefultate bes ($.7.1). — Beide 
Degriffe ber Ofculation führen daher zu einem und bemfelben 
Nefultat. Diefer hier fo eben betretene Weg giebt aber die Res 
fultate viel bequemer, nämlich fogleich und unmittelbar. 

Wollte man von diefer dritten Definition ausgehen: „Zwei 
nebene Kurven haben eine Dfeulation der nten Ordnung an einer 
gegebenen Stelle, wenn fie anfänglich n-+1 beliebig weit von 
einander liegende, zu ben beliebigen Abfciffen: Werthen x, x-+h, 
nx-Hnch, x-Fm/ch, x-hm!ich, ··· xn®—Deh gehörige Punkte mit 
„einander gemein haben, biefe aber baburch daß h immer klei⸗ 
„ner und Feiner gedacht wird, nad) und nach einander näher 
und näher rücken, und zulegt alle in dem zum Abfciffen- Werth 
nx gehörigen Punkte zuſammenfallen, — wollte man, fage ich, 
von diefer Definition der Dfculationen ausgehen, fo würde man 
immer noch zu denfelben End» Refultaten geführt werden; und 
man hätte dann diejenige Anficht allgemein durchgeführt, welche 
in der Note zu (&. 187.) (mo man zuerſt die Sefante fand und 
biefe dann in die Tangente übergehen ließ) und in ber zweiten 
Hälfte ber Note zu (S. 190.) für den Kruͤmmungs⸗ ⸗Kreis be⸗ 
reits ſpeciell entwikkelt ſich findet. 


§. 8. 
Von den Kegelſchnitten in's Befondere. 
1. Denkt man ſich eine Kurve vorgeſtellt durch die Gleichung 


Der zweiten Orbmung, 
1) Ay’+B-sy+C- 2 +D-y+Ess+F=0, 


⸗ 


auf ſenkrechte Axen OX und OY bezogen, und legt man dann 


durch einen. Punkt O', deſſen Koorbinaten-Werthe p und q find, 

neue auf einander fenfrechte Arm O!U und OV, welche mit 

ben alten Aren 0X und OY bezüglich die Winkel &, 3 und 
L [13] 
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a’, Al machen, fo Hat man zwiſchen den alten Koorbinaten- 
Werthen x und y, und den neuen u und v eines und deſſelben 
Punktes M der Ebene (alfo auch ber durch die Gleichung €1.) 
gegebenen Kurve) nach ($. 5. III.) die beiden Gleichungen 


2) .x= urcosa-tv-cose!p. | 
DU T=wmtrer 
wo | 

4) cosa-t-cosft = = 1; cos ar }-cos an = 1; 
md cosa-cosal+cosß-cosfl = —=0 


iſt, ſo daß von den 4 Winkeln o, 6, «', f' eigentlich n nur einer 
ganz willkuͤhrlich iſt. — Eliminirt man nun ays den Gleichun 
gen (1.—3.) fowohl x als y, ſo erhält man 

65) Alsv2+-Bievu4+-ClwW+Di.v-HElu+F=0, 
10 
0 A = A-cosßR-+-B-cosal«cosßl4-C- . Cosa; 
B = 2A «cos + cosß!+-2C - cosa-cose! + 

B-(cosa cos ßl-Fcasa!. Ba 
. u = A+c0s®4-B-cosa-c0sß+C- c08«& 

6) (D=  2Aq «cos ß!4-2Cp- cosa'+- 

Ä B-(p-cos P!4-g.cos «')-+-D-o08 B!-+-E-oosa'; 
E= 2Ag-cosß-4-2Cp-cosc+ | 

Bu B- (p-cos ß-+g-cos &)+D-cos @+ E-cosa; 
NE = Ag’+Bpg+Op’+Dgq-+Ep+F 

if. — Da man num über einen der. 4 Winkel a, A, at, fi 
"42. über a, fo wie über p unb q, disponiren kann, wenn 
man folche ganz unbeftimmt gelaffen hat, fo fann man fich dieſe 
3 Werthe ©, p, q fo beftimmt denfen, daß die 3 Koeffizienten 
B', D! und F der Nun gleich werden. — ef man Die Gleis 
ungen 





B'=0(0, — und F 0 

nach «, p und q auf, fo finden ſich reelle Werthe dafuͤr, fo 
daß man alfo, wie auch bie durch die Gleichung (1.) gegeben 
Kurve befchaffen feyn mag, doch Immer: neue Axen OU umb 
O!V fo legen fann, daß dieſelbe Kurve durch die viel einfachen 
Gleichung 


\ 
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Ar u >-El.u=0,. 
ober = a» u’-rb-u ; 
ausgedruͤckt werben kann, die fich auf dieſe nenen, gegen. bie 
Kurve bequemer Kegenden- Axen O'U und O!V ‚bezieht: . 

II. Da wir nun unter: einem Kegelfchnitt jede Kurve ber 
zweiten Drbnung verftchen (nach $. 5. EL), ſo folgt, daß man 
in jedem Kegelſchnitt zwei auf einander fenkrechte Aren OX und 
OY allemal fo legen kann, daß die. auf dieſe Axen bezogene 
Gleichung des Kegelſchnitts bloß dieſe einfache ſorm 

.I).. . y? = A--+B-rxr’ 
haben: wird— Dieſe Gleichung von dieſer anfochen Form ne nennt 
man aber die Scheitel⸗Gleich ung der Kegelſchnitte. — Denkt 
man ſich die Ordinaten⸗Axe OY. (Figg. 14..u. 42.) parallel 
mit. ſich fortgeruͤckt, ſo daß ſie in bie: Lage O/X! kommt; und 
beuft man ſich den Abſtiſſen⸗Werth von O!.durch pausgedruͤckt, 
fo wie den neuen Abſciſſen-Werth KOP. eines Punktes M ber 
Kurve — x/ gefegt, wenn der alte. Abſciſſen⸗ Varh deſſelben 
Punktes M, = x war, fo hat man 

2) Zr  xm=xX+p, ..:... .‘ 
unh diefer Werth ftatt x in die Gleichung (1.) ſubſtluic⸗ giebt 
3)y A V· CAp B) · Ap - Bp. 
welches die Gleichung deſſelben Kegelſchnitts fir- auf die neuen 
Aren O/X und O!Y bezogen. 
‚Nimmt. mon Bier p ſo, daß —RX —=0 wi, L nimmt 


man alfo 


4) a 


fo gebt die Gleichung @) wieder in biefe einfachere 
2 De | 


BP: 
— 42 
5) 5Ax- a 


' -:* 


uͤber, welches immer noch die Gleichung deffelben gegelſchnittes 
iſt, auch eine eben ſo einfache Gleichung, aber nicht mehr ſo 
allgemein, als die Scheitel⸗Gleichung (1.), weil fie vorausſetzt, 
daß A nicht Null iſt, in ſo ferne nur unter dieſer Vorausſetuns 


ber Gleichung (4.) genuͤgt werden kann 
[138] 
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II. Die durch die Gleichung (IE. 1.), mänlic Durch Die 
Scheitel: Gleichung, 

1) P=Ais’+Bex oder ymıaVA-r+Ber 
ausgebrückten: Kegelſchnitte (d. h. alle Karven, bie man Kegel⸗ 
fehnitte ober Linien der zweiten Orbnung netmt) haben 
0) vier unendliche Schenkel und werden Hyperbeln 

genannt, wenn A poſitiv if; weil dann zu ben größten 

.  pofitiven. und negativen Werthen von x, allemal 2 reelle 

Werthe von y gehören; | 
B) keinen unendlichen Schenkel, und werden Ellipfen 
genannt, wenn A negatis iſt, weil bie, zu fehr ‚großen 
(pofitiven ober negativen) Werthen von x gehörigen: Wer⸗ 
- the son y, dann immer imaginaͤr warden; 
yyyzwet unenblihe Schenkel, und werben Barabeln 
genannt, wenn A— 0 iſt, weil dann nur auf Dev einen 

>. Seite ber Ordinaten⸗Axe die beiden Werte von y im 

“mer reell werben, auf ber andern dagegen imaginär. 

Alle Kegelfchnitte zerfallen daher in bie fo eben genannten 
3 Rlaffen, nämlich in bie Hyperbeln, Ellipfen und Parabeln. — 
Dieſe Eintheilung ergiebt fich ‚aber fchon aus der Jechsglie 
drigen Gleichung ber Kegelſchnitte, nämlich aus der Gleichung 
2) »ypArb-iytor? rd yre-ırf =, 
welche nad) y aufgelöft, in | 
3) 2 RE 

r - 
übergeht. Hier hängt es nämlich wieher von dem Koeffiziewsen 
von x? ab, alfo von 
en b®’— Aac, 
ob die Kurve, vier, Feine, oder nur zwei unenblihe Sches 
fel hat. Die Gleichung (2.) ſtellt alfo, wenn fie überhaupt eine 
Kurve giebt, eine‘ Hyperbel vor, wenn bꝰ — 4ac poſttiv, 
eine Ellipſe; wenn b?— 4ac negativ, 

dagegen eine Parabel, wenn b’—4dac=0 iſt ) 


*) Führt alſo irgend eine Unterſuchung zu einer Kurse, Die Durd 
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IV. Wird die Gleichinmng | und 
yP=A-s’+Bs oder y= VA 4+Bex 
auf Die fenfrechten Axen OX und OY bezogen, fo halbirt die 


Axe OX jedesmal ben Kegelfchnitt, weil die zu jeden Werth 


von x gehörigen beiden Werthe von y, das (4 oder —) Zei⸗ 
chen abgerechnet, einander gleich find. Dieſe Are OX heißt ba⸗ 


ber der Haupt⸗Durchmeſſer der Kegelſchnitte, und die 


Punkte, two folcher der Kurve begegnet heißen die Scheitel 
des Kegelſchnittes. 

Iſt: nun die Kurve keine Parabel⸗ alſo A nicht Null, fo tann 
man O (Sigg. 14. 1) durch den Abſciſſen⸗Werth (II. 4.), 


nämlich. duch p = — — geben, und dann für denſelben Ke⸗ 


5 

gelſchnitt die Gleichung (U. 5.) Bilden, via. . R | 
En 

| aa 

Diefe Gleichung Liefert zu jedem Werth von x’ zwei, nur durch 
Bas (-F oder —) Zeichen verſchiedene, uͤbrigens gleiche Werthe 
vor y, aber auch zu jebem Werthe von y (ben man auf Ol“ 
der deren Berlängerung abtragen faun) zwei, nur dem’ (-F- ober 
—) Zeichen nach verfchiebene, übrigens gleiche Werthe von: x’. 
Diefe durch den Abſciſen Werth von a nämlich de 


3 
2) y° = Asa, ober xt — = up + — 


Refinmte: nee Are OX halbirt alfo ie Rurver. d. h. die. ee’ 
lipſe ober Hpperbel, ebenfalls; und diefe Linie O heißt daher 
der zugehörige Hauptdurchmeſſer. — Die Parabel hat 
ſonach feinen folchen zugehörigen Hauptdurchmeſſer. — In der 
Ellipfe oder Hyperbel (Figg. 14. 42.) liegt der Punkt O! in 

ber Mitte wiſchen 0 und A, und in der Euipſe auch in der 


Be 


eine Bleichuug der: weiten Ordnung ausgeſprochen ik," fo weiß man: dieſe 
Kurse gehort zu denen, welche Kegelſchnitte genaunt werden. Bringt man 

nun die Gleichung auf Null, vergleicht man fie mit der obigen (2.), be⸗ 
kimmt man dadurch die Werthe von a, b, c in (2.), berechnet b?—Aac, 
fo ſieht man fogleich, ob man Line Hyperbel, Ellipfe oder Parabel hat. 
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Mitte zwiſchen B und D. Diefer Puuit O heißt ber Maͤttel⸗ 
punkt der Ellipſe ober Hyperbel. — Die Parabel hat ſonach 
keinen ſolchen Mittelpunkt. — Die Ellipſen oder Hpperbeln wer 
den -alfo durch ihre. beiden zufammengehürigen. Hauptdurchmeſſer 
in 4 kongruente Viertel getheilt; und die vorſtehende Gleichung 
(2). heißt bie Mittelpuntts. Oleihung ber. Ellipſen oder 


—— 
Y. Nimmt man in einem durch die Scheitel Gleichung 
1) 7 A- xB.x 


gegebenen Negelſchnitt (Figg. 13. 14. und 42.) für einen be | 
lieigen Punkt M- beffeiben :den Abſciſſen ⸗ Werth = x, ben Dr 
digaten- Werth = y—=VA-x’+-B-s; nimmt. man ferner in 
dem Haupt» Durchmefier OX einen Pımft F, gegeben durch fei 
nen Abfciffen Werth d, ſo Hänge die Länge der Linie FM von 
d und von x. ‚allein ab, und es itt 
.2) FM=V@-d AS -SVARSFETDETT, 

Soll ſich un-Biefe Wurzel ausziehen laſſen, ‚während x poͤllig 
unbeftimmt. bleibt, fo daß das End⸗Reſultat für jeden Punkt 
M des Kegelfchnittes gilt, ſo muß ber Ausdruck unter Dem Wur⸗ 
jelgeichen die. Form Araber annehmen Knnen; es 
muß alſo 

1B— gay — = a. AHA, 


oder 3) A-d’-#B-d—1B — 0 
fon. — ‚Bindet: mau nun a auß:biefer Gleichung, io ergiebt ri 
4) d- 23 —E— 


wenn A nicht 0 iſt, d. h. wenn man eine ef ober Imre | 
bel hat, dagegen 

5) De: d=! ıB, 
wenn A = 0 ift, d. h. wenn man eine Parabel hat. 

Für dieſe Werthe von d, alſo für die dadurch, hervorgeho⸗ 
benen Punkte F (in.der Ellipſe und Hyperbel haben’ fich zwei 
Werthe von d, alfo zwei ſolche Punkte F und F7 ergeben, 
in der Yarabel nur. ein. einziger). und nur lu dieſe Punkte 


6.8. VL 8.2. Keoelfcmisten, 9 


allein *) laͤßt fich alfo. jehe mach ‚einem beliebigen Punkt: DI des 
Kegelfchnittd gezogene ‚Gerade FM in x rational. (d::h.. ohne 
daß x unter dem Wur gaizichen wäre) ausbrücen ; es wird 
naͤmlich en 

6) ( | FM j= x. 

oder FM 
. wo V1-+-A pofitiv oder negativ gu un " je nachden x 
ber einen ober der andern Hälfte des Kegelfchnittes- zukommt, 
während für d der Werth geſetzt wird, welcher dem einen bie: 
fer Punkte F oder dem andern F! zufommt. -, 

Für die Parabel, wo A 0 ift, findet fi ch. nam. 

) FM =ıH+HiB,.. 
fo daß die Formel (6.) nur für die Ehipfe ober Hyperbel ofen 
beibehalten werden Fann. 

Diele durch eine analptifche Eigenſchaft ich außjeichnenben 
Punkte F und F’ in der Ellipſe und Hyperbel (Figg. 14. — 
ober F allein in ber Parabel (Zig. 13. In: ‚heißen, Die Brenn, 
pundie ber Kegelfchnitte **). 

1. Iſt wiederum irgenb ein Roc durch die Brig 


o.. 


Ba. 











*) Es Eönnte Punkte außerhalb der Are OX geben, welche dieſeite 
Eigenfchaft haben. Man müßte daher eine ganz analoge Unterfuchung. fühs 
ren, aber etwas allgemeiner, um die Behauptungen des Tertes alle erwies 
fen zu ſehen. 

*) Wäre A negativ, alfo in der Ellipfe, und dabei größer ais 1, {6 
Daß: 144 negativ würde, fo würden diefe Brennpunkte auf der. Are OX nicht 
exiſtiren, weil d aus KA.) Imaginäre Werthe erhielte. Vertauſchte man 
aber dann die Haupt⸗Durchmeſſer mit einander, fo würde man die beiden 
Brennpunkte auf dem andern Haupt⸗Durchmeſſer liegend finder; ür' fo 
ferne man dann au einer Bleihung derſelben Enipſe oeſuhrt mine, ı von 
der gorn on | 

i " 12 —— 8 Ds 


p v9, wenn A negativ übrigens größer als 1, jege — Loc negativ, aber 


kleiner als 1 iſt. — Dieſe letztere Betrachtung zeigt u überdies, daß 
man alle Elipfen durch die Gleichung y’=.A-x?-+B-x auögedrüdt hat, 
auch wenn man A bloß Eleiner als 1- nimmt. 


7 
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+1). y® = As! +Box 
vorgeſtellt, fo giebt biefelbe, wenn man fie differenzlirt 
2) y-öy, = A-x-k3B. 


Alfo if für diefen Kegelfchnitt, wenn man fich an irgend einen 
Punkt M deffelisen, deſſen Koordinaten Werthe x, y find, eine 
Tangente MT (Sigg: 13. 14. 42.), fo wie auch die Normale 
MW .gegogen benft, nach ($. 7. IL) 
.y? 
Subtang. PT= * = ie » 
wo das (-+) oder (—) Zeichen gilt, je nachdem T links „ode 
rechts von P liegt; 
und Subnormale PW==y-dy,==(d-ı-H4B), 

106 das (-+) Zeichen gilt, wenn W rechts, das (—) Zeichen 
dagegen, wenn Welinks von P liegt. 

Da nun, dem Vorſtehenden zu Zolge, alle folgenden Linien, 
nämlich (Sigg. 13. 14. 42.) OT, OW, FT, FM, MW, FW, 


MT, WT, u. bergl., ferner noch (Figg. 14. 42.) die Linien 


O'T, OO, OP, OF, OW, a. dergl. m. in x allein und 
in A und B (ohne y) ausgebrückt werden können, fo Fan man 
diefelben Ausdrücke auch mit einander vergleichen, und man er⸗ 
hält dadurch mehrere, theild intereffante, theils für die Anwen⸗ 
dungen wichtige Nefultate, von denen wir jeboch die mwichtigften 
für die 3 Kegelfchnitte in den Nummern (VIIL — X. -) einzeln 
aufzählen wollen. 

VIE Will man bie Bänge bed Bogens ME == 5 und den 
Inhalt PCEM = f ($igg. 13. 14.) eines Kegelſchnittes fin⸗ 
den, welcher durch die Gleichung 

y = A: s’+Bex 
gegeben if, während die Abſciſſen⸗ Werthe der Puntte E ww 
M bezüglich, & und x feyn mögen, fo bat man zunächft, wenn 


man bie Gleichung bes Kegelfchnittg nad) allem x differenzüirt: 


27.5, = = 2A.s+-B, 


u on — A-xB 
ald dy. 


EV W. d. Regefffiitten; BUT 


"AAN sS-H(BHAB) HB? 2 °% 
folglich 1+ö,,= nn) 07.779 — — N 
mithin nach ($. 6. 1) 
. j Sf. erNar Ben. dx. 

TI zu A-s+Bex I, 

SR nun A nicht 0, b. h. iſt der Kegelſchuitt eine. Elipfe: vie 
Hyperbel, ſo gehört dieſes Integral zu der Gattung derjenigen, 
welche man elliptiſche Tranſcendenten nenut (vgl. Analyf. 9.33, 
II. D.). Iſt aber A==0, b. » ir der. t Keselſchuit eine De 








rabel, fo wird bloß ne, Li tive 
+iBı, ff 43 
s — = 
=/.. — ——— — — —— 
Nun iſt aber nad) ($. 32. II. A. Analyſ.) J nd 
f x+1B N 
ars“ | ven" -ue he "om 1 


— VYi-s+15)—4B. Le u Bis vs), 


Alſo iſt in der durch die Gleichung y’.= Bız gegebenen Par 
rabel ber Bogen ME — s, beffen Endpunfte E, M bie Ab⸗ 
ſciſſen⸗Werthe « unb x haben) gefunden; ‚nämlich 2 


= VCH Ver 
P iHIB— yx 
ao B. oe (eye Ze), 

Gerne if nech der Inhalt 


t=/ VAT H Br. di. 
Nun iſt aber nach ($. 32. I. A. Analyſ) . 


| 

NNSFE-& — HB un, 
VAR +-Be , 

gi re 71% 
u ıB _ı_, . 
— 2)- VA Bx SEE .dx; 


und abermals weh 
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Ira 1 B- —E SHayA 
————— ed = — leg —— 
—— .B. -VA 


‚au ch x VIA 
| * = ——— 
wo das erfere Defoka bequem ift, wenn A poſitiv, alſo im 
Falle der Kegelſchnitt eine Hyperbel iſt, bas andere bagegen be: 
quem erſcheint; wenn A negativ; alſo im Falle der Kegelſchnitt 
eine Ellipſe iſt. Sollte Ana, d. h. ſollte der Kegelſchnitt 
eine Parabel ſeyn, fo waͤre keines bien beiden m Integrale bes 
quem; man würde aber dann 
y=’/B = B:. xt, 
alſo jy.% =fBier. „dx = 4Bi. I = — 3x.y 
haben. | 
Im sr der Parabel hat man aiſo | 
| = !1-YBr—}a.VBa = 37-30 Ju- 
Im * ber Ellipſe wo iſt 
(= je ey us | 
*2 B u —— 
4A-V-A, 
‚Endlich iſt im dalle der Hyperbel 


f Seren 


og (y-Hx-YA)-(yu—a-YVA) 
ayı YA yx-YA)- g,tre-VA)I 


Seht man a=0, fo it auch = und man erhält 
alfo den Inhalt OPM, und‘ iwar 

in der Parabel = Is.y; . 

in der Elle = —— — 


6 — ” 
th . 


4 


TE (ya); 
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An der Hyperbel = = jr a 


‚log yhxya 

Br F — A, JrX' ya 

Am, gan der Pangber. Fuͤr die Parabel (6 38), a) 
=0 iſt, hat man bloß die einfache Gleichung 

9* Bex, 

wo B der Parameter. heißt; ber. Punft.O, mo.x == 0, 159 

iſt, heißt ihr Scheitel. Ihr Brennpunkt F. liegt. fo, daß feine 

Abkife OF 4B (nad V. 5.), d. h. der vierte Theil des 

Parameterd B ift; bie Ordinate FG dazu, : findet ſich gus der 

Gleichung y? —Bex dem halben Parameter :B gleich. , 
Fuͤr irgend einen durch den Abfciffen- Werth. ;x grochenen 

Punkt M.der Parabel findet fih.nah CVL)... ; 

.  Suptang PT= 2%, Subaoru. — 

alſo iſt 


alſo iſt auch 
B.FIM = W. FMT und W. FMW — B.FWM. 
Zieht man daher durch M mit OX: die Parallele MS, fo iſt auch 
BSMW=WFMW*. 
Sind « und 8 die Koordinaten: Werihe eines beliebigen 
Punktes A der " Parabel (ig. 16.), fo daß man außer 
M:, | y. =.B:r 
noch 2) u ” Pz. B. 
bat, und legt man. durch A neue Axen. Axi a ‚parallel mit 
Den. alten OX und OY; find dann für einen und. „denfelben 
Punkt M der Parabel die, alten. Boos. Ber, x. 7, 
bie neuen, ‚Ragegen. x ‚und y', fo hat man teuer N 
2). x=xto, * = y+ß; 1,4 
und dieſe Werch⸗ in die Sleiguigz (1.) ſuibſtituirt geben F 


Dur ‚ vo. 


‚PM. = FT. -IU=Hl. F 


‘ ‚ . 
vo. 


*) Sat daher ein eichtfrabl in ber Richtung sm auf bie Yarbe 
als Spiegel, fo wird er von ihr jedesmal nach F bin nurückdeworfen, mo 
auch ber Punkt M gedacht feyn mag. — Alle mit der Are OK Pr 
‚ eimfallende Lichtſtrablen vereinigen ſich daher in Dam Runfte: F. 
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3) yR+2ß.y! = B-x 
für die Gleichung berfelben Parabel auf die neuen Aren be: 
zogen. 

Legt man nun noch durch A eine Einie AZ, welche mit AX! 
tin -Winfel bilder, und seht man MO mit AZ parallel; 
fegt man ferner Eu 
AQ=xl M 2, 

f hat man; teil QP'=:- °.c08p, PM — 2. sing if, 

4) !—= ll 4-2.c0osp und = 7-sing. 
Subſtitnirt man dieſe Werthe in die Gleichung @ Jı ſo erhaͤlt 
man bie neue Öldhung 

5) 2. sin — sinp —B-cosg)- .22 Bett; 
und diefe Gleichung fann wieder als die Gleichung der Parabel 
angefehen werben, ' zwiſchen den Koordinaten AQ — x md 
QM =, deren zugehörige Axen AX! und AZ unter fich den 
Winkel p bilden. | 

Denkt man’ ſich num den Winkel ꝙ fo genommen, daß ik 
6) ber Koeffigient 8 z, Null wird, alſo J— ee 


6) 9* = 5 alſo sing = = er ErIR 
wird ſo geht bie Gleichung ( 5.) über in 
): Een 
"welche Gleichung wieber eben fo einfach ift, als bie (1.), abe 
auf bie ſchiefen Axen AX! und AZ ſich bezieht, die unter ſich 
gerade den durch die Gleichung (6.) beſtiminten Winkel bilden. 
Und weil die Gleichung (7.) zu jedem Werth vonx⸗ zwei 
gleiche Werthe von z liefert, fo halbirt die Linie Ax⸗ alle mit 
AZ, parallele Sehnen der Parabel. Deshalb nennt man AX! 
ben zu dieſen Sehnen gehörigen Durchmeſſer, und 
der Punkt A heißt fein Scheitel.” Und die aus der Slei⸗ 
hung (6.) beftimmte Lage ber fchiefen Are AZ fält mit de 
Tangente, in. A an die Parabel gezogen / zufammen. 
Es Hat: alſo die Parabel unendlich viele Durchmeſſer, die 
alle ‚mit einander und mit den Haupt: Durchmefier OX parak 


⸗ 
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lel laufen, neh von denen jeber ale Sehnen halbirt, welche mit 
ber Tangente der Parabel am Scheitel A biees Durchmefferg 
parallel laufen. . h 

Bezeichnet man den Winkel MFX ($ig. 13) durch o, ſo 
wie bie Linie FIVE durch 5, fo hat man, weil FM=x+iB 
und x= OF-+-FP = !B-+Hr.cosyy ift, fogleich 


ı= »B-+r-cosy, 


ı 4B 
oder 8) E* = AÆæꝙ 


und dies iſt alſo die Polar⸗Gleichung der Parabel, zwi⸗ 
ſchen den Polar⸗Koordinaten MEX=y und FM=r, wo 
F ber Brennpunkt if. 
Endlich ifk der Inhalt des Stuͤcks OPM ber Parabel, 2 des 
.Rechtecks OPMH, alfo der Inhalt OHM = 3 befelben Recht⸗ 
ecks gefunden worden (vgl. vm). 
IX. Eigenſchaſten der Euipſe. Denft man ſich in der Gleichung 
der segehiehnine . 
u. Ps A-u+B-x | 
A, egatib. m sat man: eine Ellipfe, welche immer Bieflbe bleib, Ä 
„man mag B: ‚pofitio ober. negativ fich denken, in ſo ferne das 
Durch nur: die Lage ber Ordinaten⸗Axe (gegen bie Ellipfe) fich 
ändert. — Denken wir uns B pofitiv. — Sucht man die Punkte 
O und A (Sig. 14.), welche OX mit ber Ellipſe gemein hat, 
fo find. für dieſe Punkte die Werthe von y gegeben und = 0, 
und bie Abſciſſen⸗ ⸗Werthe x dazu aus der Gleichung I zu fin 
den. Man erhält für y— : 0 
| B 
| | s=0 mM x = —⸗ 
alfo 2). A= O0). = OA = 2 
Setzt man ı= 00! = 32. eV) , ſo finder man aus (1.) dazu 


| ıB 
a — 





M Ordmitrlei Ray. I. . 8. X 


Setzt ma 00! ze OA ze a, Auf OB-ODhb, # 
Harman De Ser engen (u), mi 


De 3Zsı m van 
u.) $ mat dieſe Sleichnngen nach A mb B auf : fo fin 
bet man 


5) A=—l un B=n. 


Die (Scheitel:) Gleichung (L). der Ellipſe nimmt vu dieſe 
Form “ | . 


6) ip: = Eau, 
wo a unb b bie beiden halben Aren ber Ellipſe Heiße. 
Die Mittelpunfed ‚Gleichung (auf die Aren OX und OrY' 


bezogen) zwiſchen OP = x! und. PM= = :y iſt dagegen jetzt 
von der Form 


7) IE RER 


Die früher in (V. u. VL) gefundenen Beftimmungen übe 
Die - Sage der Zrehnpunfte F und F'; ber Tangente MET und 
ber Normale MW, geben, ſobald man’ für A und B die jehk 
gen Werthe aus (5.) fubſtituirt, fogleich, went - O=;s, 
or =, älfo 'x —= a-hg! und x exua iſt/ 
or = — OF = Va-be; 


OF'= a-+Val_B —— Or = Var—b; 
_ 3__yl? 
Subtang PT = Hin _ FR, 


a—x' x! 
| b? 
Subnorm. PWw= — = ra 


100, weil feine Entfernung negativ werben kann, bie oberen (=) 
Zeichen gelten, wenn x <a, alfo x! negativ if, wo aber bie 
untern gelten, wenn.x>a, alfo x’ pofitiv iſt. Druͤckt man alle 
zwiſchen je zweien der Punkte T A O, O', F, F,W,M liege» 
den. Entfernungen in x, a,.b aus, fo erhält man noch Durd 
Vergleichung dieſer Reſultate 


/ 
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8): OP:OMA = OA:OÖT N NN 
9) FETT = FWHETW. = 8: m ra J 
Aus dieſer Propention folgt aber wieder, daß yo. 
10) W. EMW. #= IB FMW-- le Lul 
iſt *). mn. — — 


Und weil 1) findet nach )-- m 
1 ru Sa = = HIER, | 


r 3 
2 * 4ö49 eh 
. 


l X 
12) FM — VB —_ J— 


fo folgt noch durch Additien 7 m Zehn 

-43)- et» FMHFMS 2, u i 
wie auch der Punkt M in der Eflipfe legen mag, wenn nur X 
und F’ die beiden Srennpuntte Bad. 
Setzt man on r Fr 


' 14) MX = — Y FM = — ds 


wo dann e die Ercentrieität, der Ellipſe beige, fo geht die 
Gleichung al )ı weil x = r-cosy--a—.ae ifl, in 
r= ae» ‚(vos y ae) 
über und giebt, nach’ r aufgelöft, ö 
rn all—e?) _ 

15) NIE. 7 
und dieſe Gleichung (15.) if die Polar⸗Gleichung ber € 
lipſe, zwiſchen ben’ Polar; Kvordinäten iy und r, bie aus einem 
der Brennpunfte F genommen iſt. Diefelbe wuͤrde in 

— 

l-+e-cosp 
übergeben, wenn man fiatt des Winfeld MEX — y lieber ben 
Nebemwinfel MFO’— p in Rechnung bringen wollte. 

Fuͤhrt man neue ſenkrechte Axen (Fig. 22) O und Orf 

ein, fo daß OX mit OX und. O/Y bie Winkel « und 900 œ, 





— 3 


Ver u 
, a 


*) Allee aus F orimenden Girahlen werben daher von der. Ellipſe 
als Spiegel, nach F’ zurückgeworfen; und umgekehrt. 
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und O/Y! mit OX und OX bie Winfel m und « macht, 
fo hat man, wam xOP und y== PM bie alten, Dagegen 
U 0 und ylz= QM bie neuer Koordinaten Werthe eines 
und beffelben Punktes M find, wach ($..3.-IIL) 
= ıl.cosa-ryliı.sina 
17) n 
yz= -slsmarylcon _ 


Subſtituirt man dieſe Werthe in die Mittelpunkts⸗Gleichung 
(7.) Caifen x! und y), nämlich in 


Patıa-ın), ober —E—— at«b?, 


fo erhält man die neue Gleichung ber Ellipſe 
18) (a?.cosa’+-h?-sin a®)-yIP--{(a.sina?-4-b?.008 a?) xt 
GE 2Ua?—b?)-.sin a-cos a-sl.yll = aꝰh. 
Zührt man aber jetzt noch eine neue Ordinaten⸗Axe O'Z- flatt 
der OX ein, fo dag, wenn MR mit O!Z parallel gedacht wir, 
B. YOZ = ®.RMQ = 9 
iſt und fegt man OR= u, RM =v, fo hat man 


ars ’ ' 


19) nn CH — tin 


yı = u Ve c08 9. 
Werden nun biefe Wende ſtatt xl, yu in die (16. ) fubftituitt, 
, fo erhält man 

20) A?.v? +B-va+Ci-u? = a?«b?, 
we... 

A areas gb sine)", 

C = a?.sina’-+h?.-coso?, 
B= — 2 sinn 
2b?.cosa-sin(x-4-%) 


21) 


iſt. 
Nimmt mau nun den Winkel ꝙ fo, daß B==0 wird, nimmt 
mar alfo ꝙ fo, daß 

22)  Blatkg) = —X 


wird⸗ ſo nimmt die Sleichung d der er a dieſe ſchiefen or 
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OR! und O!Z bezogen, nämlich. die Gleichung . N dieſe ein⸗ 
fachere Grm 

BB) 0, . Ar Q-ui. match? En rem 
wiebder ai, und giebt jegt zu jedem Werth von u —* an * 
gleiche nun durch Bas (==) Zeichen verſchiedene Werihe von v, 
aber auch zu jedem Werthe von v zwei gleiche und nur burch 
das (=) Zeichen verſchiedene Werte von- u. - 

: Die jeigen Axen O'X!.unb O/Z, welche unter: fich den 
Wintel 900 — (4 4 9) bilden, (deſſen Kotangente gegeben. und 


= ige if) liegen alſo ſo, daß jede derfelben alle. Diejenigen 
Sehnen ber Ehipfe balbirt, welche. mit der andern parallel lau⸗ 
fen. — Sie heißen daher zuſammengehoͤrige (conjungirte) 


Durchmeſſer. — Unb ba « beliebig if, und ꝙ mittelft der 
Sleihung (22. ) fich immer dazu findet, fo bat. bie fipfe un⸗ 


endlich: viele Paare zuſammengehoͤriger Durchmeffer,. die ſich alle 


"in dem Mittel» Punkte O! der Ellipſe ſchneidn. 
Vindet man bie Rängen der Halbmeffer O'G=f und ON 


fo ergiebt ſich noch, aus der Vergleichung biefer Refultate, für 


jedes « — 
p6 = a24p 
m gain) = ab), 
welche Gleichungen: man auch Teiche im geometrifchen Kleibe dar⸗ 
ſtellen fan. Sind fi, g! die Längen. eines anderen Paares zu⸗ 
fammengehöriger Halbmefler, welche einem andern Winfel «! zu⸗ 
kommen, ſo findet man noch durch Vergleichung 
ſ462 = 2 f?+-g? 
fl.glesin (dgl) = Frg-sindhg) 
f!«fesin (ff) — glg singlg) 
Meg sin(l,g) = gl-T-sin(g/f). J 
Endlich fügen wir noch folgende Betrachtungen hinzu: 
A. Iſt in der burch. die Gleichung 


25) 


*) Wo wir unter (1, g) den Winkel verſtehen, welchen die Längen f 
und g mit einander machen. 
LI [14] 
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* y= 0x2), oder —E Fax?) | 


gegebenen Ellipſe, b= a, ſo geht die Ehipfe in diejenige über, 
weiche Kreislinie heiße: Es ift dann e=m.0. und die beiden 
Brennpunkte: fallen mit dem Mittelpunkte zuſammen. — Die 
Bleihung wird dann y’ == 2x — = xr-(2a-— x) ober . 
ya? — = (a Narr), \ 
welche malt auch aus einem: belaanten or der Euflip’ fchen 
Srometrie erhaͤlt. 


Be. Da: jede Ordinate y der Ellipſe, das fe iſt be 


Ddinare dee 6 du die Gleichung - — — 

| yA 2ax 1? 
gegebenen Kreifes Gehen Radius a), fo ft auch der Inhalt OPM 
der. Ellipſe das > fache des zu OP ==x gehörigen Kreisfla⸗ 
sen ⸗Gtuͤcks; alſo iſt auch der vierte Theil der Ellipſe dei 
> fache des „vierten Theils dieſes Kreiſes. Letzterer ift abe 
nad Euflid 1a°-r, alfo ift erſterer 

— labın; 3 
ber : Inhalt ber- gangen Ehipfe if daher — ab 1. Daſſelbe 
folgt and) aus (VII), went man daſelbſt — * ſtakt A, un 


> fart B fe 
.C. Rird a gegen. :b Pr on ao — s fr klein und viel 


Heiner ale 2 » fo wird dus y aus ber Scheitel: Steichum 
der Ellipfe, nämlich aus der Gleichung 


deſto näher mit dem y and der Gleichung der Parabel | 


—X BD. d; Kegelſchnitien. u 
3 


* 


zuſammenfallen, je kleiner x if. — Alſo fällt eine Ellipſe, bes 


ren Excentricitaͤt e | * ſehr groß und ſehr nahe 1 iſt, 


mit einer durch die Gleichung ’ 





gegebenen Parabel, an ihrem SYeitel (to x flein if) fehr 
nahe zuſammen. 

X. Eigenſchaften der Hyperbel. Setzt man in den Gleichungen 
der ea 


"= Ga), oder y? BEE RN 
b-Y—1 flatt b, alfo —b? flatt b?, fo erhält man Gleichun⸗ 


sen, in denen der Koeffisient von x? pofitiv wird, die alfo einer 
Hpperbel angehören, nämlich die Gleichungen 


1) = in) 
& | nr | b? 
und 2) ySzar-ı) 
mb 2 


wo (Sig. 42.) OP —=x, PM=y und OP=xi if, Und 


weil hier b und a beibe noch willkuͤhrlich find, fo iſt die Hy 


perbel noch jede beliebige Weil aber aus (2.) für y=0, 
x"—= a hervorgeht, fo folgt, daß OO = OA a iſt, wenn’ 
O und A die Punkte der Hyperbel bedeuten, welche fie mit der 
Are OX gemein hat. 

Sind F und F! die Brennpunkte der Hyperbel, fo finder fich 


3) OF = OF! = Varrb? = ae, 
Va?-+-b? 


wenn man dasmal —— = e fehl, während dann e wie⸗ 
derum bie Excentrizitaͤt heißt. Ferner findet fich Hier 
| [14*] 
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FM= #424. Va?’-+-b?) —+(ate x) 
4) 


FM =+-.+ — 2, Ya b) ==+(—arerN), 


wo die ( 4) Zeichen gelten, — wenn x! pofitiv, die (—) Zeichen 
Dagegen, wenn x! negativ ſeyn follte. 





Es iſt daher 
FM—FM = 2a, wan x pofttib, 
5) oder 


FM—FM = 2a, wenn x! negativ if. 
Zieht man ferner an ben Punkt M eine Tangente MT, und 
die Normale MW, fo findet ſich nach ( VI.) 
| x? a? .x:(x—2a) 


Subtang“ PT = *— = +; 
»° 


' : Ih? 
Subnorm. PV= +! = EIG); 


wo bie (M Zeichen gelten, wenn x! pofitio, wo aber dad (—) 
Zeichen genommen werden muß, twenn x! negativ ſeyn ſollte, 
weil bie Linien PT und PW doch immer durch ebfolute (nick 
negative) Zahlen ausgebrückt ſeyn müffen. 

Drücdt man alle von M abhängigen Linien in x ober ı 
aus, ohne y ftehen zu laſſen, fo ift eine Vergleichung berfelben 
etwas fehr leichtes; und man finde, daß biefelben Proportio⸗ 
nen: für bie Hyperbel flatt finden, die wir für bie Euipſe bins 
geftells haben, nämlich 

OP:OA = : OA: O!T, 
FM:FM = FT:FT = FW:FW.. 
Daraus folgt wieder, daß die Tangente MT den Winfel FMF' 
halbirt, daß alſo Strahlen, welche aus dem Brennpunkt E kom 
men,. in jedem Punkte M von der als Spiegel gebachten Hy 
perbel fo zuruͤckgeworfen werben, wie wenn fie alle bireft aus 
dem andern Brennpunkte F’ kämen. 

Ehen fo leicht kann man nachwelfen, daß die Hyperbel, wie 
die Eipfe, unendlich viele Paare zufammengehöriger Durchmeſ⸗ 
fer hat, von denen jeder alle Sehnen halbirt, bie mit dem aus 


/ 
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dern parallel laufen, wovon jedoch immer nur einer von beiden 
die Hyperbel wirklich ſchneidet, der andere nicht, ſo daß fuͤr die 
Hyperbel Alle diejenigen Säge ausfallen, welche wir für die El⸗ 
lipſe in Bezug auf bie kangen ber zuſanmengehoͤrigen Halb: 
meſſer fefigefielle haben. 

Die Polar + Gleichung ber Hyperbel zwiſchen den Polar⸗ 
Koordinaten MFX—=y und FM=r wird aus ( 4.), wenn 
man bedenkt, daß 


= ae-f-r+ cos 
‘ft, dieſe: 


= —a-tae’+er-cosy, 
a(e!—1) 


oder nz — ⸗., 
1—e-cosyp 

a(e - 
„der F , * r. — 1 e· cos ꝙ 


wenn man’ ſtatt AFX lieber MFA= 9 in Rechnung 
bringen will. Diefe Gleichung erſttekkt fich aber nur ‚aber die 
eine Hälfte der Hyperbel, wo x. pofitiv ift. Fuͤr bie andere 
Dee, wo negativ / wuͤrde man dagegen finden: 

|  all—e”) all— e?) 
l-Fre-» ‚cos  T-ercosgp' 

- der Hyperbel find’ noch zu beachten bie Af ſympto⸗ 
ten dee Hyperbel, d. h. diejenigen geraden Linien O’S und 
O'S!, welche, auf beiden Selten verlängert / im Unendlichen un: 
enblich wenig von den Schenteln der Hyperbel abweichen. Man 


findet nämlich für die Hpperbel aus „= ar a?) 
a,b a ..: 


rm 


— —F b ;b ı —6 
az ri Te) 


indem man den binomiſchen Lehrſatz anwendet. Rimmt mm 
am die. Gleichung der geraden Einim BEE 
nk, = — ht 


’- tr r; 27 


ſo iſt die Differem Yı + y. zwiſchen ben ——— ber. — 
Linie und der Hyperbel unendlich klein, wenn x unendlich groß. 
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Die durch bie letztere Glieichung gegebenen geraben Linien O!S 
und O/S’ (je nachdem .das (P) oder das (—) Zeichen genom 
men wird) find alfo bie fraglichen Aſſymptoten. 

. Da AD. der Wirth von yı iR, für = a; r whan man 
aus der Gleichung der Aſſymptoten 

| "AD=b, alſo OD= : Va? +b}, 
d. h. OMD OF = ae 

Nimmt man dieſe Aſſymptoten Ols und OIS! su (Tchiefen) 
Aren, und begeichnet man für irgend einen Punkt M der Hy 
perbel, indem man MH parallel mit O!S! zieht, ' 

OM durd) t, ſo wie HM bürd) u, 
fo bat man — 
tum Kar -b9). 
Dies ift alfo bie auf die Affymptoten als Koordinaten ⸗ Aren be 
zogene Gleichung der Hyperbel. — Der Yale 16 26 
heißt die Potenz der Hnperbel., . . : 

Zieht ‚man, eine belichige Gerade enden man. Sir. fe ‚die be⸗ 
liebige Gleichung 7. PX, q. nimint), findet man Die Kon 
dinaten⸗Werthe der 4 Durchfchnittg; Punkte E,B,G,K bieſer Ge 
raden mit ber Hyperbel und mit ihren beiden Affpmptoten, fin 
bet man baraug die Abſtaͤnde EB md GK. ſo ſinden Bu ſolche 
einander gleich; d.h «8 findet ſch ae m 

‚.EB=GK, alfo auch EG=BR, in. 
— Anmert. Lege: mar. durch einen Kegtl ingend. ‚eine: Eben 
und ſucht man die Gleihung ber Frummen Linie, welche ſich 
als Durchſchnitts ⸗ Figur ergiebt, ſo erhaͤlt inan allemal eine Gleis | 
Hung des zweiten Ordnung. Umgekehrt laͤßt ſich zeigen da 
wenn eine Gleichung der zweiten Ordnung „= A-d-+-B-s 
eine. Kurne gieht,. dieſe Kurve allemal eine der Duxchſchritts⸗ 
Figuren einer beliebigen Shine mit deinem beliebigen. Kegel ſeyn 


muͤſſe. — d 
Deshalb haben wir bie Linien der zweiten Ordnung bisher 
immer kurzweg Kegel ſchnitte nannt J 


mas „’ s ; rt I. ‘ . . 
wu nn. pr gel 
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1 erg 9, .. ll. r ic “ 
De Pas u ea won den Eveleideg.. 
Denkt man ſich einer unbegrenzten: Reraben RX: le. 17) 
‚eine. Kreislinie vom Halbmeſſer x, herum gerolft: ( wie ein Wa⸗ 
geurad auf ebenem :Boben: rollt), ſo beſchreibt der Punkt Min 
der Peripherie des Kreiſes eine krumme Linie AMSB, bie ſich 
bei fernerem Umrollen: des Kreiſes immer erneurrt, und bie. man 
Eycloide neunt. Nimmte man ſtatt "MI lieber idie::mit dem 
Kreiſe feſten Punkte G ober L, fo beſcht ben ſie verlans erte 
oder verkuͤrzte Cychoiden. J 
Sind in der gemeinen Cycloide, wo M der. Sefehreisende 
Punkt it, CR und Mr ſenkrecht u AX, und ſetzt man den 


Bogen MR = = AR = t, ſo bebeutet. — — ben Bogen für den Ras 
ding 1 *). au man num MO para mit. Ax, fe dat man 
cQ= r+ 08, MQ=r-sin-. — IR ferner AY fen 


recht auf AX dache, nimmt man dieſe Linien AX und AY 
zu Roordinafen-Aren, fo wie AP=x, PM=y, fo findet fi) 
ſogleich aus der Vetrachtung ber Figur 


BE vi Ba 
1) = tr in. una el WI 


2) y: — ————— .25. N int 
welche beide Gleichungen — gelten fuͤr jedes t. Elimi⸗ 
nirt man vun aus ‚biefen beiben Gleichungen den Veränderlichen 
t, fo erhält aan ’ 
—* —— 7 ee I, Bay ann R J 


SELTEN “ wi. h ....r . u nn. “ N: Rt N 








"=, Dieſer Winlel Noch & = (im Wogen fiir den ii i "ala 
drückt) heißt der WE lhungs-Wintel Zuweilen verſteht man aber un⸗ 


ter Wälzungs Winkel. auch Io Ram / ih NCH=a-4t. 
2.) ILS A sh mw or. u RN Ta GR. 2X. 4 £3 anl 
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Die durch bie letztere Gleichung gegebenen geraben Linien OS 
und O!S! (je nachdem das (-4-) oder das (—) Ben gern 
men wird) find alfo die fraglichen Aſſymptoten. 
- Da AD. der Wurth von.y, iſt, für x’ a, r nik men 
aus der Gleichung ber anymptoten 
| AD —=b; alſo oD = Ya | 
d. h. OD= Or = ae. Bu 
Nimmt man diefe Affpmptoten O/S und Oſs / zu ai) 
Aren, und begeichnet man für irgend einen Punkt M der Hy⸗ 
perbel, indem man MH parallel mit OIS! zieht," | 
OM durch t, ſo. wie HM ürd u, 
fo bat man - BE 
tu= i@+ * 
Dies iſt alſo die auf die Aſſymptoten als Koordinaten⸗ Axen be⸗ 
zogene Gleichung. der Hyperbel. — De: wre | H ? 2+-h?) 
heißt, bie Potenz der Hpnperhel.., > 
Zieht ‚man, eine beliebige Gerade Cube man. fir, ie Sie 66 
liebige Gleichung. ys PXx,-q. nimmt), findet man die Font: 
Binaten-Werthe der 4 Durchfchnitte,Punfte E, B, G,K dieſer Ge⸗ 
raben mit der Hyperbel und mit ihren beiden Affpmptoten, fins 
det man daraus die Abftände EB und GK, (0. finden se ſolche 
einander gleich; d. 6. «8 finder. fi ſi ch Eure min 
„ER=GK, alfo auch EG=BK. a. PER 
“ Anmert. Legt: man ach: einen Kegel —* ‚eine hie 
und fucht man bie Gleichung der krummen ‚Einie,.. welche fi) 
ale Durchſchnitts⸗ Figur ergiebt, ſo erhaͤlt man allemal eine Gleis 
Hung des zweiten Ordnung. Umgekehrt lagt ſich zeigen, daß 
wenn eine Gleichung der zweiten Oronung P=AxX-HB-x 
eine. Karne giebt, biefe Kurve allemal eine der Durchſchuicts⸗ 
Figuren einer beliebigen Ebene. mit:einem beliebigen Kegel ſeyn 


muͤſſe — d 
Deshalb Gaben wir bie Linien der zweiten Ordnung bisher 
Immer kurzweg Rrociisnirte genannte... si 


, £ « LER 27 f er“ e ‘ .. ‘ en “ “ ' 
In € . i.3.33 X Her .31 v — un + ” 3 z.B a8: 


ED > 


OTEN eure ic BE 
—X Varia mente Eveldiden. 
Dank man ſich auf einer anbegremgten Meraben RX: * 17) 
eine Kreislinie som Halburefleir, herum gerolft::Cwie ein Wa⸗ 
. genrob : auf: ebenem :Boben: rollt), fo: befchreibt der Punkt: Min 
ber: Peripherie des Kreiſes eine krumme Linie AMSB, Pie fich 
bei. fernexem Ummrollen: bed Kreifes immer ernenert, und bie. man 
Eycloide nennt. Nimmteman ftatt DM (lieber die: mit Tem 
Kreiſe feſten Punkte G ober L, fo betreiben fe derläng orte 
ober: verkürzte Epcloiden 
Sind in der gemeinen Cycloide, wo M der. Sefehreibenbe 
Punkt if, CR und MP ſenkrecht eu AX, und ſetzt man den 


Bogen MR = = AR =1t, fo bedeutet. — — dem Bogen für den Nas 
dius 1 *). a man nun MO para mit, AK, fe dat man 


cQ = r:00—, MQ=r-ein-. — In ferner AY ſenk⸗ 


recht auf AX gehackt, nimmt man- dieſe Linien Ax und AY 
zu Koordinaten⸗Axen, fo wie AP=x, PIy, ſo findet fi) 
ſegleich aus der Vetrachtung der Figur 


tt" 
1) so t—reeintz un a Win 


t. 
2) y': 2 = ron =.2r: FEN and 


welche beide Gleishungen offenbar. gelten für jedes t. Elimis 
nirt man gun aus. bieſen beiden Gleichungen den Veraͤnderlichen 
t, fo erhält man 
IS HIST, — 
ala TEE 7.009 — J 


1 er) [2 . . X = ° i. + 1 F — 3*, it 
J Ha N ji ’ z . “oh — * Deo y E 


—* Dieſer Winlel nck = 2 (in Boge m ben Radius 1 ausge 
drückt) heiße der WE Iaungs-Wintel. Zumeilen verſteht man aber un⸗ 
ter Valug Wink auch “ Reben Winkel DICH = 7 


. .) BTELSTI A nr id. 2 x. u AN au u < £3 ante 
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j — — — 2 gm — 
oder 3) = 2ry- tr cos Tr 


Dieſes iſt alfo die Gleichnng der Eheloide zwiſchen ben recht, 
suinflichen Koerdinatenx Werten x und y*). — Es, iſt aber 
Häufig: bequener, ſtatt dieſer Gleichung (3.), das Syſtem ber 
dbeiden Gleichungen. (1. und 2).beizubehalten. Selhſt um ein⸗ 
geine Punkte. gu konſtruiren, kann' man beliebige Werche von t 
nehmen, dazu aus (L u.2.) die zugehoͤrigen Werthe von.x.und y 
finden; und: -biefe a als guſanmengebdrige Koorbinnten ⸗ Werthe “ir 
Wagen: zu 

Differenziirt man de Sticungen a. und 2) * allem 
— man 


x ee), 


PN f "g u F 4 g: Nr 
en ) „= | in = 2-einz,«coe — 
Daraus finde fich aber 
dy, sin 
6) = 5 = = og 57 
EN OR. u 1 cos r ir 
folglich ift, wenn man an eine Tangente MT und Rormaie 
MW sicht, nach (& 7.1) ==» , “ 
3. (les) 
Sustang. pr= een 
fens 9 er . ", * ... 5. Be 53 a 


> x . r 
WIEN re 2 & 722 
jur Ser Ber ZZ ar ⸗ÿ .r - Er 


*) Diefe Gleichung Fonate man udh unmittelbar erhalten. Es ik 
nämlich PR oder MQ bie mittlere Proportionale zwifchen RQ oder y, 


un ‚Qu. aber Jr alſo iſt PR = Vay—y. Zu gleicher Zeit iſt 
_ 2 ie Booen, deſſen Kofi nus eg De obet = iſt. ae 


men Lich... len IE 
Und ba x=AP=AR— PR if, fo hat man bie Dekan (3.). 


3 








4. 9. Bei Epleiten.‘; | 


 Susnörm, Fw= * = tz ut BR 2 


[er 
F4v.e 


fo * w genau mit R nuſaminenfie Die MT 
verlängert geht alfa allemal: durch den Punkt H. 

Die Tangenten an A, wo x—=y=0, und an B, wo 
x—2ır, y=0 if, ſtehen daher ſenkrecht auf ber Geraden 
AX; die Tangente an'S, we AK-ı=ın und K=y=2 
wird, läuft dagegen mit der AX parallel. 

Differenziirt man die Gleichungen (4.) und (5.) noch eistmal 
nach allem t, fo erbälf. man - : —J—— w 


? 


ent! 9 Bel = Are ß 
r r 8 


elf noch u 610 2. tm) Bin 


u vu . er . 

“%, j [; a FIR N Y © 

— * od v — 

a. —— » . ⸗ ‚de .,de rn 0 08 
»2 i. ’ . ‘. Fr} £ Dur zu \vr ur PEN 





Den man 7 dm Srkamungs Halbmefr an ber Siehe M 





für die Epcloide, fo finder fich nk > 1 2 u u 
(1-4+-5y = _ J t: u 
— —— 6 Te - 9* N 
10 5* 5 Are, 


= MR = 2MW*, 
Der Frinmunet, Halbmicfe, | ber Epeoie, an jeder en iR 


„ 8 


*) Bir bemerken neh, vohn man fogleich die —* an — * 
mmg⸗ Jeff ($. 2. I. Py, unten: BER 
el. zu. +57 R —* a 
u , —* —— 85,8%, | 
nehmen, und bier herein die Werthe der Öx,, dy. dex. und 3%, nik 
ren Tann. Dann if es nicht nöthig vorher 3°y, auszuwerthen; und bie 
obige Auswerthung in (9.) if alfe dann überflüffig- 


— 


6 Geonutrie. RL 89, 


2 hs u m 2 ge — 
oder 3) x —Fäy-yhr — 


Dieſes iſt alfo bie Gleichung der Cheloide zwifchen dem recht: 
soinflichen ‚Lopcbinatenn Werther: x und y*). — Es iſt aber 
haͤufig bequeiner, ſtatt dieſer Gleichung (3.), das Syſtem ber 
beiden Gleichungen (1. und 2) beizubehalten. Selbſt um ein⸗ 
gene Punkte gu konſtruiren, kann man beliebige Wetthe vont 
nehmen, dazu aus (1 u.2.) bie zugehoͤrigen Werthe von x und y 
Sieden; und dieſe als infammmengebbrige Koordinaten - Werthe auf⸗ 
tragen. 

Differenzirt man die Slechungen a. und 2) vo allem t, 
fe. swb man 


4) öox, — 1 . 


er " et. 
6) = ein— = Kein Leon ! 


Daraus Mnde ſich aber 
rn t 
8 sn . 
. 9. a — —— 
au ın. . de. 1 ce. . 2. 
folglich ift, wenn man an M eine ZTugente MT und Normak 
MW sieht, nah (& 7. IL) us , 
1—cos— . 
Sustans P= = er 


> 
v. ne‘ 
... rtrde 


RC on . 
. . -r(e —* ss, , 


*) Diefe Gleichung Fonate man auch unmittelbar erhalten. Es 


nämlich PR oder MQ bie mittlere Proportionale zwifchen RQ oder y, 
um „Qu. ‚oder, Boys alſo it PR = Vary, y”. Bu gleicher Zeit # 


_ = der Bogen, defen Kofi nus n4 der = if. alfe iſt 


J t * AR, ** ‚Er —— li: re 20 .. 
Und da zu AP=AR-— PR if, fo bat man bie Gleichung (a 


* 


LIU . Bd Erolvend.iu. Cirlas.:': 219 
gro 21 5 nen nee 
nah amt 1 TNDN Br u. dee'uiry ' 
a re Aneh amn g. 2. nu ame hau] 
Bon den: ẽ.· ixem en und ben. Esshuten. 


Wir wollen hier voch iu der Theori⸗ Yys Krümmungg: Krei— 
ſes eine Betrachtung hinzufügen, womit. wir im (0. 7.) felbß 
den Gang des Vortrags nicht verzögern „zu duͤrfen. glaubten. 

‚L Iſt irgend eine ebene Kurve gegeben durch⸗ einge Glei⸗ 
chung zwiſchen den sehimilichen Roortinuen, are. x un) 
Fr. pe wu Bon, a 

Y | U: Ip =. Base a. 
und iR c be Krümmungs + Halluurffer::biefer Kutve un: —* 
oiner Stelle⸗ ‚deren Abfeifte x ig’ ſind ‚ferner: a:ıunb die Koor⸗ 
dinasen Werthe des Mittel Pırsladı bichs: Krümmungds reife 
fo:. Bat: man: zur Beflimmmg:Kow.a;.h, c::bie 3 Bleichungen 


1) (y ua)% he De EEE rec 
2) (y—b)-dy, -a) —, F— 
3) y—b)-PyumöyAr] ro. Yin a. nr 


von denen Die erftere die Gleichung ‚eines Kreifed iR bie heiden 
andern aber hervorgehen, wenn man jebesmal die nächfivorhers 
geheube nach allen x. differenzurt,dabei aber burchweg y als 
die bung; er Angegebate Fumktion· von x anflht.. dagegen 
u:b, d'al‘ nah it Föntone wei x unabhangie) 16; Den * 
Gi nachher ./J. M.). „mi £ eG 

Nimmt 'mah'äng' Bi Peym fen —— 72 .: 3 
um daraus a und bezu beſtimmen, waͤhrend c noch jeden moͤg⸗ 
lichraiWerth dehale, fo: hab: man: alle⸗ die Kıbyerip, is 0.88 
ruͤhkenden Kreife, int die MI Bunker Derſelben diegen alle in 
vr Normaie der Kurve an⸗ dieſer Seele ,< Xhotfict bäeſen BB: 
ſciſſen⸗Werth x; nachng$, ‚Iu.1V:)....! sad n (A pr sub 

1. Denkt man fich saber an aleieinzgelne Punfte der geges 
benen Kurve p,, = 0 den Krummungs⸗Kreis, fo bilden bie 
Mittel» Punkte biefer Krümmungs s Kreife felbft wieder eine Kmutg 


Ms. Gerne? KnylPIL. 8. 8 


daher jebremal die Doppelte kaͤnge dex Normale, gu, derſelben 
Stelle von dem Yunkte M di’ bi8 zur Are ÄX genommen 


Ferner iſt, was s ben Bogen AM ber zen vorftellt, der 


zu der Abſciſſe x-gehört, So, (6.1)... Bo 
De, as VOR OR. — 

VF— * ılı "N . 7 1-1 UF: SI dr dh ch 

alle AB BunS 1 Br Den EEE Eee FLETEEB AR z - no. 
az. ans ein au 

PIE: * 
* RIESE Fe PR 3.4 sen ii, er 2. 
11) ‚8 = — tal. 


It ale.tz= mm, bu;h.cik M il zur. Die: 5: des Sbeis 
ASB der Cycloide, fo findet fh 
12) Dog. AS=Ar und Dog. ASBE- 
Der Bogen ASB ber Cycleibe G alſo allemal bem n oierfache 
Durchmeffer des Erzeugungs Kreiſeß gleich. 5* 
Setzt man, SE=u, fo wie Bogen SD=s', wo DE fa 
recht auf SK: gedacht wird⸗ in fuͤr digſen Punkt D 


—— Ar * —— oder s? — 16r? ge 


Km: ng gesfteung ur via od 


Weil aber nach (2) ee kr Th, ſo Mi, 2 


NLA 


Mn ® FrrE =. WE m 
8? — Br-u, . 

Be Gleichung wiſchen ku und Bog Br bat vice 
Achnlichkeit mit. der Scheitel⸗ Gleichung derjenigen Parabel de⸗ 
ren Patamerer Beiſt ·ꝛ· n i ee 6 

Aehnliche Gleichungen und Ähnliche % Foigerungen Velen ſich 
nun auch für die abgekätjie ‚der „für bie verlängerte Ey 
loide binſteler | 


f ur =. FR | se . 
rt, hin mm si NT Ts HR rn. 
Vileı emo ui. ν i — 
. 13 532 > ‘ en . 
at re a (ER) ME 


IV: i 8.5. Evolpend. u. Evolut. = 


‚Die @tähung (4) br Tangn u De Bindpentt Sue 
wish Daher um | 


8) "bh = un, 


weshalb bie Tangente ber Mittelpunkts⸗Kurve nach ($- 7. IL.) 
mit: der Normale an bie gegebene Kurve p,, == O0 zuſammen⸗ 
fällt, da beide mit ber Abſciſſen⸗Axe denſehen Winkel bilben 
(deſſen trigonometriſche Tangente = =-;7 ift), und beide burch 
benſelben Punkt (a, b) hindurch gehen. 

IV. Sucht man die Länge s des Bogens ber mittelpuntta⸗ 
Kurve, fo hat man nad) ($. 6.1.) 

9) _ ds, = VIFöh,, 


ober, wenn man a und b als die burch bie Gleichungen (2. 


‚und 3.) gegebenen Sunktionen von x betrachtet, weil dann 


Os, —= ds,»da, N / 


\ 


10) == Va’ b. 
b. h. weil nach (6.) 2e& * — — By, 


11) „ = — 


Setzt man bier, um alles bloß in x auszudruͤcken, ſtatt 8b. ſei⸗ 
nen Werth aus (7.), fo wie ſtatt y—b in (7.), deſſen Werth 
aus (3.), fo findet man für Os. einen Ausdruck, ber bei ge 
nauerer Betrachtung. auch ntnebtn menu der Kruͤmmungs⸗Halb⸗ 
(14-85, 
meffer c oder vielmehr — — 
— Alſo findet ſich 
12) Os. == 86, 
demnach . 
13) s = c-+const. 
Der Bogen ber Mittelpunttd: Kurve von irgend einem beftimm- 


nach allem x bifferenzlirt wirb. 


ten Punkte A an bis zu jedem belichigen Punkte der Mittels 
punkts⸗Kurve P bin, ift alfo von dem Kruͤmmungs⸗Halbmeſ⸗ 


\ 


29 Gecqometrie. Anh. zu 5.7. Rap IL IM. 


bie wir vorläufig Mittelpunkts⸗Kurve nennen wollen. Die 
Gleichung biefer Mittelpunkts⸗Kurve wirb aber offenbar gefun: 
ben, wenn man aus ben 3 Gleichungen (I. 1.— 3.) fowohl c 
als auch alles x, welches explieit und implict in y, Oy,, 9°, 


vorkommt, eliminirt; alfo auch (weil in den beiben-Ießtern Glei⸗ 
chungen (2. u. 3.) ce fthon nicht mehr vorfomme), wenn man 


nur aus den Gleichungen (2. u. 3) alle erplicit und implici 
vorkommende x eliminirt. 

Diefe Mittelpunfts : Kurve konſtruirt PR aber aus den bei 

ben Gleichungen (2. u. 3.) auch dadurch, bag man bem x al 
ftetig neben einander liegenden Werthe giebt, und aus (2. u. 3) 
wo a und b Funktionen von x find, zu ‚jedem Werthe von ı 
be Werthe dieſer letztern berechnet. 
- "DI. Sucht man an den Puukt der Mittepunlts · urve de 
fen Koorbinaten:Werthe a und b find, eine gerablinige Tangentt 
derſelben, .fo’ift, wenn a’, b! die Kohrdinaten⸗Werthe Diefer Tan 
gente find, ihre Gleichung nad) (6. 7. IL)- 


4) bb dbj- (ala). 
Mun iR aber andy (Mh) 


ud dab, und 2x dur die Glelhungen ( (2.0.3 sehe 
buch U); ſo muͤſſen letztere Gleichungen nach nilem x bi 
Serenglirt werben, wenn man Az, ‚ax, fol: finden. fünnen, Die 


Gleichung (2.) nach allem x bifferenzürt, giebs aber; wenn ma 


ben Theil wegloͤßt, ber nach (3.) der Null gleich iſt, 
6) —W Ob, - -Oy,hda, * ©; 


Di Steihung.(3.) bageget, nach allem x Biferengirt, oicht 


:D.G-MIy, OR) Hy, Ft 
Diele Sleichung (7.), if. aber. dasmal unöthig, 1 wein bie Sb 
us ( ( 6.). allein ſchon das Beinchker naͤmnich 
Nur Dby. : md min! 
ale ber. BR Dy' ml a .n m. 
giebt. ee RR . 





| 


4 
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VDie Gleichung (4) ber Tangente an bie Biene „Rise 
* deher Rum - 
8). by wen, 


wechalb bie: Tangente ber Mittelpunkts⸗Kurve nach (87. 11.) 
mit. ber Normale an bie gegebene Kurve p,, == 0 zuſammen⸗ 
fältt, da beide mit ber Abſciſſen⸗ Axe nalen Winkel bilben 


beffen trigonometriſche Tongente = = =-;7 it), und beibe vun 


denſelben Punkt (a, b) hindurch en 

IV. Sucht man bie "Länge s des Bogens der ip 
Kurve, fo hat man nach ($. 6.1.) 

9) _ %, = ir 


ober, wenn man a und b als bie durch bie Gleichungen 


‚ und 3.) gegebenen Funktionen von x betrachtet, weil dann 
Os, = 95, da, ifl, / 


10) | I, = Va,’ 4-d * 
d. h. weil ach (6.) 3 ee = —dy, iſt, 

11) Fi — - 9b, Virby. | 
Sest man bier, um alles bloß in x auszudruͤcken, ſtatt 3b, ſei⸗ 
nen Werth aus (7.), fo wie ſtatt y—b in (7.), deſſen Werth 
aus (3.), fo finder man für Os einen Ausbruch, der bei ge 
nauerer. Betrachtung “ entfeht: wenn ber Kruͤmmungs⸗ Halb⸗ 


+) 


meffer c oder vielmehr nach allem x differenziirt wird. 


— Alſo finder fich 
m) - ds, = de,, 
demnach u 
13) 8 = c-Fconst. 


Der Bogen ber Mittelpunkts:Kurve von irgend einem beſtimm⸗ 


‘sen Punkte A an bis zu jedem’ beliebigen Punkte der Mittel⸗ 
punkts⸗Kurve P bin, iſt alfo von dem Krümmungs » Halbınefs 


2 Geomeleiei: Male s. 7. 8ap. I. IV. 


fer: tür: gegebenen Kurve: p. =u:D, der vom Prals: Mittelpunkt 
des Kruͤmmungs⸗Kreiſes ausgeht, allemal um gleich Biel vers 
ſchieden (nämlich um, die Konſtante); und ift her Anfangs Yunkt 
A bed Bogens fo genommen, daß ber Bogen AP einmal dieſem 
Kruammungs· Halbmeſſer gleich iſt ſo iſt auch für jeben anben 
Punkt P, wenn nur A derſelbe binbt⸗ der — AP: > biefen | 
Krümmung Dekbimefler gleich *)-. 

Wiffelt man daher: um Die Wettelpuntis- ‚Kurse einen Fa⸗ 
den, und nimmt man irgendioo den Faden geſpannt, d. h. in 
der Richtung der Tangente. der Mittelpunkts⸗Kurve ‚fo lang, def 
er hiß. zur gegehenen Rurve.g, == reicht, fo. wird dieſer End» 
Punkt des Fadens die Kurve’ gp,, =r 0boſchreiben, wenn be 
Baden auf ber Mittelpunkes⸗ Kurre abgewikkelt wird. 


*) Daß ds, — de, r (atfo bie Steichung 12. ». ‚leitet man gewoöhn⸗ 
lich etwas bequemer ab. Da bie Gleichung (1.) identiſch werden muf, 
wenn man flatt a, b die aus (2. u. 3.) zu findenden' Werthe (in x) ſub⸗ 
fituirt, ſtatt c aber den aus deufelben. 3 Gleichungen zu findenden Krüm⸗ 
mungss Halbmeffer (in x) fett, fo differenziire man die (1.) in diefem Sinne 
nach allem x, indem man zugleich den Theil wegläßt, welcher mittelft der 
(2) der Null gleich if. Dies giebt aD 
(b-y)-b,-+(a— ı).da, = 0:dcn 
ober, 1 wenn man flatt c feinen Werth aus (1.) ſetzt, 
rn Bpöbzhladn · ER 
— — — = Öl 
WM (b-y)”+(a x)? , 
Divitiet man nun bier Zähler und Nenner durch b—y, und fubkitwirt 
man zugleich ſtatt —— deſſen Werth — By, aus (2), fo ergiebt ſh 
5 
Ob, — Ba, -Ödy, = &.. 
Vir8y, 
Wird hier nun noch ſtatt da, fein Werth — Ob, -dy, aus () ſubſtitnirt, 
ſo erhält man 
1487, 
Ob, — oder Ob, == de,. 
golglich iſt, weil nach 4 auch 
= d,-Vi+By3 


de * We 





if, nothwendig auch 








V.YLVIIN! RD TEgolegenläit Exokatrı: 7 WER 
MDethalh ae: die Mittelpiiehtah Amve auch ie On ine, 
bie gegebene Rinwep, „u Oämpegen bie Mind Irguike genaunt. 
.V.: Jede gegebene Kubve Hhat tie :inzige Mittelpuntes ⸗Kurve; 


zu jeder gegebenen Mittelpunkts⸗Kurve gehören aber umenblich 


viele Evolvenden; oder mit andern Worten 0s weht umzaͤhlig 
viele Kurven, welche alle nz und dieſelbe Mittelpunkts⸗Kurve 
haben. 

Jede Normale der dilen diefer unzahlig vielen Evolbenden, 
die zu einer und derſelben Evolute gehören, iſt zu gleicher Zeit 
Normale Aller uͤbrigen diefer Evolvenden. Und. in je zweien Dies 
fer letztern iſt ber Abſtand je zweler Punkte, Ik bee: Richtung 
dieſer a Normalen genenmen ; immer ein unb 


derſelbe. a EB 
VI Zur Eoofute einer Cytloide Findet (7) allemal diefelbe 
Eyeloibe, nur in anderer, Lage ‚gegen. die Axen. rn 


"VIE Iſt bie Gleichung ber Mittelpunkts⸗ Kurve / 5. b. ir 
Gleichung zwiſchen *vᷣ und‘) a, fuerſt gegeben ı etwa Sn 

(O)- .. | 'b: == b u 
fo muß man, um die Gleichung der dazu gehörigen Ebolvenden 
zu finden, aus den 4 Gleichungen (I. 2. 3. und O) a, b und 
c, dber aus den 30Gleichungen (2. 3. und OM): a amd.b elimi⸗ 
niren: Dann wird man eine Differenziab⸗Glelrhung det zwei⸗ 
ter Dehnung erhalten/deren allgemeines Integral sw ef‘ si 
füpnliche: Konſtanten in fich aufnimme: el 

Weil aber: bie "Gleichung. ((0)) fein euthalt, ſo wird dae 
vponantis⸗ allgemeine Integral dieſer Gleichung der 
zweicen Ordnung nichte anders ſeyn als die Slelchung (1:) bes 
Kreiſes, wo jedoch ſtatt hHuͤberuil v geſchrieben wid, fo daß 
a und: c Me betden willkuͤhrlichen Renftanten Find, Da aber 
dle⸗geſuchte: Kurve fein: Kreis, auch‘ nidye:: fo ſeyn Tann, "daß 


man noch zwei Nebenbedingungen hätte, um zwei willkaͤhtliche 


KRonftanten beſctimmen zu: koͤmmen, ſo folgt, daß unſere gefachte 
Evolvenbe ein ſin gulaͤrer⸗Werth dieſer fit. ſie gefundenen 
Differenzial⸗leichung: der zweiten Orbnung ſeyn muß, di h. 
daß ſich dieſe Differenzial⸗Gleichung der zweiten Ordnung (mit⸗ 


- 
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teiſt Winführung meer Berähbenlichnm oben an ſich ſchon) in 2 
Falteren geringen. Taffin muß/ deren „einer, Faltor nur von der 
erſten Drbuung: m Bummel bie; Sleihang de veſvchten Evol⸗ 
vend⸗ iſt. 

Weil man eber,. en zuerſt ber Bogen » 8, an. 


©; 4* · d... 
mit einer wintuhrlichen Konſtante C ‚gefunden wird, nach (13.) 
. 1c= 8 


* wo jur Sieht in. 34 eine veifkäßeliche Konfignte C ſteltt, 
fo kann man dieſen Werth ſtatt co, in die Gleichung (I.) ſetzen 
und hat dann die Gleichungen (I. und 2.), naͤmlich 
Gb’ ra mi 
ar mare 
wo fogleich ftatt b fein Werth b, aus ber gegebenen Sleichunz 
(DO) gefegt worden if. Eliminirt man ann aus biefen beibm 
Gleichungen alles a, fo crhaͤlt man eine Biftrenjal- Gleichung 
der erften Ordnung =. .. 


Der. n Vera = 0, .. 
welche wiederum der Evbolvende angehört hereits die in = ſtel⸗ 
kende willluͤhrliche Konſtante C enthält; und ein allgemeines en 
ſtes Integral: der obigen Differenzial⸗Gleichung ber zweiten Orb | 
‚ nung iſt. Integrirt man .felbige noch einmal,. fo erhält mat 
wieder das Ur⸗AIntegral mit zwei willkuͤhrlichen Konflanten, nam— 
lich die Gleichung (1.) des Kreifed. 

Auf der andern Seite fauır, mie gefagt, die: Ur⸗ -&leichung 
der. Evolvende nur eine einzige willkuͤhrliche Konſtante in ſich 
aufnehmen, teil, obgleich zu einer und derſelben Cvolate bb, 
unendlich, viele Evolvenden gehören; jebe. dieſer letztern boch- vl 
Ulig befkiinmt ift, wenn man von. ihr einen .einiigen Prenkt hat 
(in fo ferne dieſer die Laͤnge des Fadens genau beſimmt); aus 
einem einzigen gegebenen Punkt aber, durch welchen die Kurde 
burchgehen muß, nur eine einige Konſtante ſich beſtimmt. 


VOR :: Bin. Wvoloend: un. Chekitin. WO 


Muß. biefer Borrachtuatg geht ‚hesbany "bafribieiin@hieichäng 
alter, Evolvenden aus dir Gleichung v5, ud. nicht darch 
Ategratibe her vorgeht, ſonderm! baß auch "iefdIchtere Glelchting 
einen ſingulaͤren Werth haben muß, welcher die Ur: Gleis 
chung aller geſuchten Evolvenben iſt im fo ferne: tod) das will 
Aifriche‘ Ci ihr ſtettth v. Lu bap die Sttejhig KA ” — 


enfrüeber an fi ch Thon, ! "ober. voch na ihäriger Ümformung 
in "zwei Saftoren zerfällt, von der Form 

fc x Prydrne — 0, 
fo daß ihr der Faktor f,, 0 eben fo gut wie der andere 
Saftor —E 0 genuͤgt, waͤhrend der erſtere ſchon eine 


Ur⸗ »Sleichung ift, ihr fingulärer Werth genannt wird, und 
feiner integration mehr bebarf, dabei aber alle gefuchten Evol: 
| venden liefert, wenn man dem C alle möglichen Werthe giebt. 

Weil aber nad) (Syſt. d. Math. Th. V. $. 270.) der fins 
gulaͤre Werth f Zu 2} allemal aus dem allgemeinen In; 
tegral j 

@) «— a)’ +(y—b)’—.’ = 
gefunden wird, wenn man biefes Sintegral bloß nach der will 
kuͤhrlichen Konftante a bifferengürt (fo daß man 
| P) (x«—a)+(y—b)-db, +5.» a 0 
| erhält) und dann aus biefen beiden Gleichungen a felbft elimi⸗ 
niet, fo folgt, daß die beiden Gleichungen (a. und 4.), wenn 
man a aus Ionen eliminirt, nothwendig die gefuchte Evolvende 
geben. 

VIII. Alles dieſes beſtaͤtigt ſich auch durch folgende Be⸗ 
trachtung. — Jede Evolvende kann man ſich denken, als enr⸗ 
ſtaͤnbe fie durch die Durchſchnitte der ſtetig auf einander folgen. 
Den Kreife, welche alle aus der Gleichung | 

DD Gb? +a—-V?—?=0 oder R=0 
für die fetig auf einander folgenden Werthe von a hervorgehen. 
Denft man ſich nun swei folche Kreife, welche für zwei nächft 
1. [45] 
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auf kininder tfolgenhbe Werche ion :a fly: urgrbett, fo: erhält man 
ach: (8:20. Analypſ. Nr.IO.) bie Gleichung des zweitrn Kreis 
fe wenn man oh ‚nach ma differenziirt, alſo daß be 
een AN 
toi. Du „Gleichumg. ber — ‚Finder: ſich alfe, won 
man. aus E, 0 und SB S 0 ölefehn ſelbſ Aminirxt, weil 
dieſes die —7 — ‚giebt. für alle Punkte, welche je zwei naͤcht 
auf einander folgende Öiefer Kreiſe mie einander ‚gemein ‚haben, 


Beiden 43,3 RR X re * .. 2. ir 


- . 
iy — ⸗ v ‘ t 
m, 
er >, wi .r > yı 
” . ., v ·* a > -. . . » 
1, nen PP 4 st 2 34. “or .. . RN 
Pe? | Bad | yalı kn I [29 ‚3 X — F e N - * Pa 5 . 
. .. ’ 64 XE x .. 
ont, ort. Pr > . . ⸗ ·e20 - j .r nn 
— 0.0. >» 7 7 Gb. nl yet F I „nn 0,9: 
. ._-.. 
. "n-. ., ıo » .. . 
A. ⸗ a0 pn ra ya) emntıeri nr ve... 1 
‘ % ..4 DIETZ DE FEN were .. ·24 . 8 
. - n «nm ‘ Dar‘ 62 ‘ . . 2 a -", + 
1 “. Vor rıd Jıırıd 34 04 19°, .i ‘ x 1. » .ı)ı » #404 3 
- + 
. F r y . “ 2 N . ’ . 1 
* c. 25 Kiss 7 2) ertüe,eutr vs. [1 [ ur) ? .t 
.e $) werd 1° .-. .fn 7 vs... . ‚ N ‘ 
- ’ , . + 7 Pa > Wir 2 un. , 4 Iaare . Im \ 
... 22 .. „6 CAR Eur ru 2 Dre .s ’ 4 ‘ .. “ - u 
% 
> % * . * * v N v — — 
J 7 *4 197246* ? 22 vi 1} ‘, - ı ua . ‘ 
.xr ‘ * voder c ⸗ v « . [8 x 
x 
‘ 
” 
[4 
t — 2 - fi v . — — 
7 nn“ » ” 1 193 2 . 
— 
x ‚ rn 22 x 
.r —2 0 un» Pi — 22 "re 2 q Pr — 
4 P} Knsa eo %,. - . vi“ % * > “... } 
| “... * * * ® .. .. 
Mur LY vr Br Er Da Be Er u BE Be 7 ec) 42 N0 
[2 - . Ss 
v ; ——X Lt. U: en, . F { 
. rn.“ [X “ 3a . \ . % 
t “1, sv) . +. v + N on 
U . ‘ 
D ’ ⁊ „ 24 | .. HE De Bu ach us: 1 
LK} * x ” 
f} erg . X 1 » ‘r tt 1 0 N 1 . 2 
‘do \ . 2 . +. P2 ‘ N ’ . ' 
, fi . - f) a . orten >. ‘.. . 2* un . 
‘ vn .. . [y BP hi 1}, . 21 a SET f] PC vs y n. « . . 
* 
[) ; fi 'ıı “ 
s® a, 8° 
rn e ’ DE Du Dee En * .. 22 a Bu j . .4 
N . 
.... Fi er ent on 2 242 mr ge ann err. gr 
494 24 RX 1 .. - ‚ ) “03 -1%* un.o 2 HE ur — .. ⸗ von n . + 
r - is ., ? ‚or. 3 
' ' U 8 I Zu ED 1} Par — 
‘ 
4 e . . ‘ 
2 4 222 +. ri 
.». 
% * ⸗ n . « « . 
-. - .-- * 2* 
F 32.4 J t ’ 
% N ji ‘ “ a 
N 72 V * than i Ce | ’ N 
⸗ — ” ° L zur} 1 r [X] « ’ I Se ‘.. v. 
0 ds ‘ .. 40 —8 “ 3% oe...‘ 
. 
* 
Li 








, , 
.. J .. 2, . a... PET 
vo. * .... .‘ 2 —W "> ut 
— nennen — — 
P an? . y 0,0 . . 
u " = I oe ” .“ Fa Pe re [Res 1) ırya r mussen PER 


FE Pr Vs 
‘9 ar u 4) 


Li 
R a. » — 8 * 
. r . ’ ine ren FaC 24 
20 ee .,. o.r 3 225* f If te Yılz eh > 
- ı. ”. 
. , u ö PErEE ww var #. 
wi ' ‚ eat f vn. Pr 2 vr 20 2777 in 
‘ 
- . ‚r . E ve 
. H Ds u ET ee Bu ze BE u .n —8 21 
— 2* «> — 
Par Ser Na ccrredes 3 — DC 7 
% ° 
[64 ” “ : 
—E 1° REN 


Ss shere © eo amerrige De 


vun or . in ar 
..- aa ' ‘fj 
Bu Drittes Kapitel. DE RE 


wie lägen und Linien im Kaume durch En its 
on gedrückt werden. 
—E 

BE $. 16 Edi et nnd Ts 
in /O 

I. Dam man'3 auf einander enferiite Axen OS;-OY 
und OZ (Fig. 2.) und And x,..y, z die drei Koordiraken: 
Werthe eines Buinftes:M:- (fo daB x’ und y:die Kossbinurend 
Werthe ſeiner: Projektion M, DBejeichnew, :z- aber ben’ Abſtanb 
MM, ausdruͤckt), m lieſerr jede Steigung Riy] IF FR 

er D- A 
zwiſchen x, y und z, zu irgend einem Puntte M, in ber Ebene 
XOY, den zugehörigen Abſtaud MM, ober =t:2 (ment nihl:z 
für: dieſe Werthe von: x. und y imaginaͤr wird). Jebe ſolch⸗ 
Gleichung 10iſt demnach der Repraͤſentant irgend einer vbe⸗ 
nen ober krummen Flaͤche. — ‚Die: Gleichung f== 0 giebt aber 
den dsitten. KRoorbinaten: Werth :z ale eine; Bunte t ber Sehen 
andern Roorbinaten:Werthe.x und y. - Eon Dot 
I. Begieht man zwei ſoſche Cuchungen m —* NN 
DA mb. 22700, et 
auf dieſelben Axen OX; OY und O2, f6 hat man pwei ſolche 
Flaͤchen, weil die beiden aus = 0: und 9 = 0 für beliebig 
angenommene x-und--y. fi ergebenden Werthe vbnl⸗, im All⸗ 
[15*] \ 
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"gemeinen verſchieden ſeyn werben: Dentt man ſich aber in den 
beiden Gleichungen (1. u. 2.) die x, y, z als dieſelben, fo daß 
durch diefe beiden Gleichungen bie beiden Koordinaten y und z 
als Sunftionen ber erfin Koordinate x fich ergeben, fo hat man 
diejenigen Punkte im Auge, welche in beiden Flaͤchen £= 0 und 
* O zugleich liegen, alfo die Ducchfchnittd- Linie der beiden 
Stächen, bie gerade oder frumm, and im letztern Falle einfach 
gefrümmt, (ſo dag fie mit allen Punkten in, einer Ebene liest): 
oder doppelt’ gefruͤmmt ſeyn wird. 

III. Nimmt man nur eine Gleichung 

1) fu 0, 
und ſucht man die Dirchſchnitts⸗dinie der durch dieſe Gleichung 
vorgeftellten Flaͤche F mit der Ebene XOY, fo hat man die 
Punkte im Auge, für welche z—=0 if. Die Gleichung 

2) = = 0 
ift daher bie Gleichung diefer Durchſchnitts⸗ Linie, auf die Axen 
OX und OY bezogen. 

Setzt man’ aber in A ) Null ſtatt y, fo daß man 

) · Bu 
—— fo. bat man: die Gleichung. der Durcfenitts ⸗ Linie 
ber. Flaͤche F mit ber Ebene XOZ, auf die dern ox und OZ 
bezogen. | J 

Und wird Null ſtatt x geſetzt, ſo a man 
A). Tu Al. 
erhält; fo bat man die Gleichung ber’ Duichfihnitte »Zinie de 
Faͤche F’ mit der: Ebene NOZ: —: Diefe. drei Durchſchnitts⸗ 
Linien heißen aber: Sie ‚drei. Grundſchnitte ber Sie F. — 
Iſt eine ober die andere. diefer fuͤr die Grundfchnitte erhaltenen 
Gleichungen fo, aß. flo durch kein Paar: veeller Werthe ihre 
Veränderlichen x, y oder x, z.0ber:y,.z ibentifch wird, fo exi⸗ 
ſtirt natürlich dieſer Geunbfchnitt ſelbſt ‚nicht. , 

IV. Auch-die Flächen heilt man nach den ſie vorſtellenden 
Sleichungen are B ein:in ar algebraifihe und. b) tra 
ſcen dente; und bie, algehraiſchen wieder in Zachen der er⸗ 
Ren. Ordnung Wworgeſtagt durch die Gleichung 


|. 
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0) AÄArtBenF6 SED me 05‘ LAN 
in Bläden ber zweiten. Ordeung; — ah: Vle 
aligemeine Gleichung der zweiten Ordnung 

P) A- z’+B.y’ +C:2+D. Eye Rey 

‚Gz+H stk srl =; 
endlich in glägjen der dritten und höhern Ordnungen 

V.. Fährt man flatt der. Koordinaten Yras OX,.OY, 02 
3 neue fenkrechte Aren OX, O'Yı, O/ZI ein, wie in ($.3. IV.), 
fo. daß berfelbe-Punfe:M 3 .alte und 3: neue Koordinaten Werche 
Bat;: werben bie letzteren durch x, y!, z'. bezeichnet, und bedbeu⸗ 
ten p, q, r bie alten Koordinaten⸗Werthe des Punktes Ol, ſo 
daß x—p, y—q, 2—r bie Koordinaten MWerthe des Punktes 
M bedeuten auf Axen pejngen, bie durch O ‚povallel mit ‚OX, 
OY, 02 gelegt. fü ind, fo | fo hat man nach ($. 3.10)... 

.. (x = — — — — ——⏑—⏑ 

(Ol Kymxcßryl:cefidrefIq . 
J 2= slecpey His eagihalseosziidr. un 
Subſtituirt man nun dieſe Werthe ſtatt x, in die Sei 
hung fx, = 0 ber Släche F, fo. exhaͤlt ‚man, bie neue Glei⸗ 
dung F derſeiben Flaͤche. 

Dieſe Subſtitution der Vathe von 5. aus (©) läßt 
aber ſehen: 

1) daß die Gleichungen ud und —— 0 zu gleiher 

- Zeit algebraifch, oder zu gleichen Zeit: tramſeendent ſind; 

2) daß, wenn ſie beide algebraiſch ſind, ſie auch beide von 

berſelben Ordnung ſeyn muͤſſen. 

Die Einführung neuer/ wieder auf einanber eatichen Ari 
ändert. alfo an ber Gattung ber ‚Gleichung, nichts, fo daß bir. 
obige Einthellung der. Slächen ‚non der beliebig gewaͤhlten Lage 
Der, Axen unabhängig: ik, wenn man nur rechtwinkliche Koordi⸗ 
naten behatt (namenilich nicht Polar Koordinaten nimmit). 


8 m. 


. 5 Doku man bi! bach Die Gleihum 
1) Az +B-y-+G-s-+D == 0 
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gegebene Fläche M ber rfien. Ordnung, fo. find ihre 3 Grund 
ſchnitte gegehen Hurch die: Gleichungen 
€... D: 
B» ‚T+Ca+D= 0, oder JE IB | 
C D 
ech Dt 0, “ober 2 775 * 
——— 6 bb wuihiyen. 

WEI ARE N 
PR er —— find io ‚gerade Linien. — Faͤhrt PR 
nond: Koordinaten» Arin .O/X!, OL), om en wird die Glei⸗ 
chung Serben Bäche F die Korm... 
er; By" * Als zB. y’+6 iD — v. 
aumehimen; alſo werden ihre 3 neuen Brundſchnitte wiederum 
gerade Linien’ ſeyn. Die Fläche der erſten Ordnung Hat alſo 
die Eigenſchaft, daß fie von jeber beflebigen Ebene in einer ge 
raden Eiriie geſchnitten wird; fe iſt fonach in feiner Richtung 
gekruͤmmt; die Flaͤche der“ erſten Drdnuns if alſo eine ‚eben 
Flaͤche oder Ebene: "© 

"fie der Gleichüng der Ebene - 





4)... & z+B- y+6: s+D = v | 
nicht —E 0, ſondern A= —0, fo ſtellt zwar die Gleichuns 
2) | Biy-+6-s+D a! 


den —— der Ebene ory: Weil dieſe Gieichung aus 

4 auch Für —0 hervorgeht. Allein die Gleichung (1.) 
läßt, wenn AO iſt, alfo wenn die Gleichung (2.) daraus 
wich, bie Koorbinate 2: vdllig ‚unbefimmt, fo- daß ſte fuͤr jede, 
ber. Gleichung (2) entfpredjenben Werche von: x und y, dem z 
als möglichen pofltiven: und negativen. Werthe zulaßt. 

Iſt alſo A == 0,: fo. fielle Die Gleichung (1.), d. h. Die Glei⸗ 
chung‘ (2.) (als eine &leichung zwiſchen ben drei‘ Koordinaten⸗ 
Werthen x, y und z gedacht), die Ebene vor, welche auf ber 
Ebene XOX fenkrecht ſteht, deren Grundfchnitt mit XOX äbri 
gend durch diefelbe Gleichung (2.3, als rise En bloß zwi⸗ 
ſchen x und y gedacht, gegehen if. . - 
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Ganz analoges funden ſicht⸗wenn lſatt · A ⸗O entweder 
BR; ꝓdet G:væ ilſtyn fehlte: Sur Ionen re gm nes 

Iſt aber A= 0 und zu gleicher Zeit auch Bure n ihhh 
die Gleichung (1.) bloß anıkil® sis und ıid da Boy 








3) vo rer [6 
a A BERN 
Werthe von x gehörige 2! 
möglichen ſeyn. BEN —* 
en Ordnung weiſchen ER n äne 
Ebene, Bor, tel e uf X, =0 
172 Hacke ſieht/ SB — ve 
Bi gi weh A Iz 


a 1a nal (.1) 33 ni nein 
1) AhfBytehrneo 0 
2): 2 Ai erde br, sid ein 
laufen ske einander paraliel, Ask - ars Haurenn ahter ur 
Feinieestt ($:20.1 AMNq ulp:ieinander.. pille laulfen alſo · A] 
($. 4.), wenn die beiden Gleichungen md ad. 
Bagger wäh 
A-5750 
a, lg Meis dans nd 
uud DEAL KU EI EDUTEEENTE PER 
Sind biefe —E ENDE Br Pit alle 3 einander 
tere rend die Ebenn hicht ·mit leinander pareneh BER bant 
entweder keines der Paare von n Grunbfgniten, obet boch via 
ein einzigek Paat derfeiben pattitet ON 8 
EN. SE nn durch ainenPuatt arhen daten Root 
Binatibeier, dA Kor eh 
OO La Behr lagei un 
weil, während x Da-and ph gefcht wird, z—= c werden 
— aber: weil be Gleichung ai er Ammıma 
. ae Ur 22 2 ER 7e 0 012 2 37 I 77 Fan 
melde jede Ebene vorfieht :jegt waripiL:? 
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har u: A Beeren er) 
ſeyn muß, und nun D aus beißen eiehnngen Bin By 
mniaict werden aan 55 Dal a na dm "in > 
Soll aber die durch die Gleichung Bud ı.d) peblel 239 
) Ansbekckb=n ie 
arasheng rar tele ua de.fat. bu 
(all, bil, c!) gehen, hat maͤn die 3 Gleichungen 
Yin in dii. AN een AB: ;b + —E Der 3: . m 
>19 2y° feisst 7* Ab: Bit Beil DB: eh 36 ei IE 
315 u Ic » 


EEE eg 


ir —X 37 A u Rn 


gi a6 Ki ER: Ahnen Finde man, nun ‚die erthe von 


a ep Erg = 23 ei 


Werthe, in die (1.) fubftituirt, geben Be an . 
O-- var Ir — R 9— 

als die Gleichung Für die Ebene, welche ‚durch. die Drei. gegebe: 

nam Punkte hindurchgeht. — Diefelbe: Bleichuga:kaun man · dann 

Bf: einer helichigen ah, A uech welhpläitn, wenn may. ihr 


E 


die Form Mon, ae. 
(S) · · · A arm —* + = =_0 | 
geben will. je 


V. Sol eine Ebene durch einen Peult (a, b, c),, hinderch 
gehen, und noch mit einer andeyn durch bie ‚Gleichung 
Dying - 0* 
gigehenen Vi la laulem, ſo iß ie. Bien, uach 
IN) ο. 
A: Gg+B-g—b+C: —— =2. 0 

* Gleichung Aber. init ber (1.) parallelen Eeene, welche 
aber durch hen. :Muftugenipuntt: O, her Axen hindurchegeht, iñ 
nun offenbar, (weil hier aeh=ael!: > .. +. - 
Bi vezeeB- Ir Gr 2. . 

Unmerk. Wir müffen dieſem (69. 11) von den ebenen gu. 
chen noch eine Aſicht «Bing: fuͤgen, walche aͤber alle Reſultate 
deſſelben ein helleres Licht werbreitet.. 2. 
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+ E Irzend rine Ebene EHE: offenbar: gegein bie Reanbinateris 
Deren DAX, OY, OL gegeben,” ſobalb man von: O.:.ansıanfiiie 
ehe feherchte Linie OM gefaͤllt -fihirbenit,: unk: num tie Würfri 
MOX, MOY, MOZ befamnt find (melche wir durh:iä, uy9 
begeichnen, tyollen), und noch die Ränge der Normale OM,.‚. b. 
bie fenklechte Sitten. des Punttes O von dieſer Chene_E, 
welche letztere wir zum. Anſetzew. und. negatin aber paftip.in Rech 

nung ‚bringen. wollen, je. nachdem IM, in. der durch Ara, nıgeger 
Serep Sichtung -felbft.;ohet. Am ihren, antazotnoeſeiten Pe 
rung liegt. 

Denkt man ſich num irgend einen Belihigen Yunfe in der 
Ebene, deffen Koordinaten: Werthe x, y, z feyn mögen, ſo ift 
nach dem twichtigen Gage ber Projektionen ($. 3."TL.)“ allemal, 
genau wie in der Anwendung 3 m j die wir· von demgel 
ben Satze gemacht haben Eee F 
1) — —— ⸗ 0, 
und ſo hat man alſo ohne alle weitere Muhe bie — die⸗ 
ſer Ebene. Multiplizirt man Ppolche mie ‚eine ganz beilebigen 
Zahl m, und ſetzt man * 

2) m-cosv=A, meosu=B, m-cosı=C ind nd,” 
fo daß 
—— — 
ν. . — —— 
toird, fo erhält man bie Gleichung ‚derfelben am auf Pi 
der Form F 
A 2—B. A. D— 


* IR. nase folgt BEER M ein Biss. von 
der Som — 
a 4 a+Be5+Q: tm o | 
gegeben, wo:A,.B;,.C, D: ganz. ceuchize reelle Ber —* 
len, ſo 

1) iſt dies allemal die Bleu einer x Ce; 

2) die Werthe 
BE a. Br. und Bio. 
UBERFE VRsRrB. ") WERE - 


\ { 


‘; 


t 


Ber li) IB 


finb-.nltemaf. bie Boftemfie. her Makel v;:cd., melche dieſe Shene 
wiit don·Koordinaten · EGbentu KON, KOZ, VOZreetöber jede auf 
dieſer Ebrnen fenbtecht wEehende Gwade mit vn Axen O 0%, 
0% macht: eh BSH IELLNE NIE KUN vr 
ri Dei: W 
3), ‚Der, LTE — if" Au al’die — 
Eifer des Prin tte · Ol von dieſer Edene. win 
SORT Da zwei Ebenen unterrſt chparallel ſ ſb vſt fe behe 
anf: verfelben Geraden ſenkrecht ſtehen /ſo folge; dag wenn be 
Sleichung der einen J 
'F-608v+-J- ebh FRE ee 
fi die Glehchung der andern "dann, allemal en | 
SAUREN ‚ureosyrk-y seoauhnx: pe do — 
ſeyn muͤſſe, wo d’ der ſenkrechte Abſtand de — von 
biefer andern Ebene. iſt. ._ ae 
‚IV. ‚Sind aber in jieie, Sieihungen a 
u): ER Arz-tB. ‚y+C:ı+D =; 
nd 2) . Abz+-Bey+Cs+DI = an. 
die. 3 Quozienten 


2 * q s 
4 3’ » 


, "7 V nid 1) ' 


AB cd 


| wc 
alle dreie einander gleich; bo lut⸗ dieſt Ebenen nothwendig in 
inander Pie undida Bere 


D! rm 
VA? IRRE Ge ſo wie VARr+BALCH 
bie verſchiedenen Tenfrechten Abſtaͤnde derſelben paraielen Ebenen 
von dem Punkte O find, fo darf man nur diefe letzteten beiben 
Ausdrüde von einander fubtkahirein, und inan hat auch den fenf 
rechten Abfkınd der boidden parallelen Ebenen unter ſich· 
V. Umgekehtt: Mind die 3 Duoginten 
ToE d  E 

in (IV.) ‚nicht alle drei einander gleich, fo fi ſi nd die beide 
Ebenen (1. u. 2.) auch nicht mit einander parallel. Aber fe 


G 
2. 
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bilden dann inen ⸗Winel It Tram DR Rd re . 
unh nach vorſtehenher (Il.N).:gegtzend iſt hmech die Sleichemg 





39 * ie A en enizise; Sird 
ee nen ———— — NZ 
Iſt aiſe chi NL SIIEREIDIREZ 57 ennenl® ia cin 
4) Arhisp Bi MLilCE Si ON 3 0) 1 


fo ſtehen dieſe Ebenen: «25 si: BE vinenber Sanleeßt. iin 
nd ren 2 IKT in A 
en. ne ' 
I. Dentt-man ich. ‚anyi. ‚Ehpnen, durch · die Sleirhungtn 
1) Au+Bey+Cs+D= Di Bun mas 
und 2). _Az+Bey4Cs+D 0. 
gegeben, fo fielen biefe Öldhunger bie : gerade Durcifihnitet 
Linie L diefer Ebenen vor, {obalb man y und Tale dei mit 
telſt! bleſer belden Gtelhungeh "gegebeite‘ Surlkelötren‘ on je ſteh 
denkt Cnäc g +0; MM): dal nor Hemer das ι ya 
Eliminirt man and Veen? beiden Gleichuügen HN 42 bie 
Koordinäte'z, ſo «hät moan eine Glichüng wohn data _ . 
3) . Tits Ka a n 2 5 2 Pelsiee DIN 250 Gl 
und dies iſt offenbar bie Gleichung der Wis tofektiun "ber Dürchẽ 
ſchnitts⸗Linie Lauf die Ebene xoY. "Clhinkintt fnan aber 
aus den beider Gleichungen (1. u FF bie wandte y, p er⸗ 


—2— 


haͤlt man eine Gleichung von der Form 


4) — it; | 
und: dies fl“ de Sreichiig ur, .rojeftion“ Yon. Er auf a 
Ebene KOL. Vaneo ze 9. 


Und weil bie Gleichumgen (a u. 4.) I yımıb'3bidfelben 
Sunftionen von x liefern, wie die Gteichungen (1. u. 2.), fo 
ſtellen die Gleichungen (8. u. 4.) wiederum die Binie L im 
Maume ſelbſt vor -ı end 0 

H. Umgekehrt: Itgend eine Gerade L im | Kaume ſt tun 
zwei ihrer Projektionen auf. bie Koordiuaten⸗ ne Ebeuet ‚gegeben. 

Sind nämlich: - 

1) A» yHBeHO = 0, 
2) Dez hu = 0 


f = 


⸗ 


* 
X ur. wo — .. . vo . 
BE 53: ‚Okometrle, Rap: BI. 6:12. II IV. 


bie Slachungen dieſer beiben Profektionen, ſo ſind biefelben zu 
glei; Zeit auch nach (6. A1.LI.).die Gleichungen der, Durch 
dieſe Projektionen hindurch "gehenden und auf den Ebenen XOY, 
XOZ fenfreihten ( d. h. Der Die. Linie L päojicirenden) Ebenen, 
alfo die Gleichungen der Durchſchnitts⸗Linie dieſer legtern. beis 
den Ebenen, d. Ki die Gleichungen -bir- Linie L. 
IL QOche eine Gerade en Raume durch. einen Punkt Ca, b, c) 
fo ift die Form ihrer Gleichungen diefe: 
A-(z—c)+B- g-ıyc. «(X-—a) = 0 
ae AED CN a) = = 0) 
oder auch biefe: J— u 
A« «g—b)+B- .d-)=0, oder yIbzm-(x—a) 
5 AG-OIHB E20, ‚oder. I—e=n (x—a), 
wo bie Koeffigienten. völlig wilküßrlich gedacht find, ‚fa ‚daß mar 
ie unendlich vielen. Geraden ausgebrückt hat, welche alle durch 
ar beufelben. Punkt (a, b, c) hindurch geben. 
eht -big, ‚Berabe, dutch den Urfpeyng Oder Koordinaten; 
fo hat man a=b == = 0;;: und. die Sleichuigen dieſer Ge⸗ 
| die Ferm 
— —— * I lober y: = mx. 
ven „AltzueBirx =e(, | ober, 7 =..D°X. ! 
iv. Sind 
 JzaX. und. abe 
bie Gleichungen ‚einer durch den Urſprung O gehenden. Geraden 
L, fo find x, ax und bx die 3 Koordinaten: ⸗Werthe eines Yunk 
te8 M derſelben. Folglich if vach (He 1. V. 2 4 
“0, ,0M- x Mrerb, 
Baden nm 0, ß; 7 die Winkel: genannt, welche oM ober L 
mit den 3 Arm 03, OY, O2 mac fo findet ſich noch nad | 
(:1..V.) . 


.:,'? 1 “ nn: 
c08« — — — cos — — — 
Vi+F2@rb’ ⸗ Vi+a+b? 
’ . SE :b: n 
und cos — ni, 
a ern 


N 


und 2) 


. 
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V. Da: zwei gerabe Linien Lund L im Raume, mit 
einander ¶parallel laufen, wenn zwei Paare ihrer Proſeltionen 
mit einander parallel. laufen, ſo ſolx ba bie un die ‚A 
chunge u 


... | ytbare=0 \. ; 

mztnıHg =D)... , . 
(Un... namen) \ ... 
| mn. z+n.x+-gl= 0 


gegebenen Geraden L und L mit einander parallel Ten | wenn 
b men 
1) F —— ober a-b—al. b= = P.. .- 


I= 2 oder m- N N) J 
n! 


r 
DE 
‘ 


if. — Findet eine.diefer beiden Sleichimgen (I. oder 2) nicht 
ftatt, fo find die Linien L und L! auch .nicht mit: einander" pa⸗ 
rallel. — 

Sollen aber die durch die obigen Sleicjungen L und Liga 
gebenen Geraden ſich fchneiden, ſo muͤſſen alle 4 Sleihungen 
(L und L) durch die Koordinaten⸗ ⸗Werthe dieſes Durchſchnitts 
Punktes identiſch werden. Eliminirt man jedoch unter dieſer 
Vorausſetzung die 3 Koordinaten⸗Werthe x, y, z Ihres Durch⸗ 
ſchnitts⸗Punktes, fo erhält man bie Gleichung ” 

3) (b-c/—b!.c)(m-n/—m!. -D)-Härb/—al. «b)(g- ng.) 0." 

HE demnach biefe Gleichung (3.) von ben ——— ‚der 
gegebenen Gleichiingen CL und L’)’ nicht erfüllt; fo haben bie 
Linien L und L’. auch feinen Durchſchnitts⸗Punkt. 

At alfo nur: eine ober gar Beine der Gleichungen ci. u. 2) 
erfuͤllt, und auch nicht die Gleichung (3), fo laufen: die, Linien 
L und L! nicht mit einander parallel, web fchneiden ſich auch 


‚nicht; alfo liegen fie dann. nicht in einer und derſelben Ebene. 


VI Die Gleichungen der durch -einen Punkt @ » 9 bin, 
Durch geheuden und mit der Geraden . Re 
... JAy+B-ı+C=0 oder y * —— 

a  (AlzpBle.s+C6=0, ode 2* Pr xckq 
parael laufenden Geraden L! ſind daher den 


h 5 


BE it Re 3. 12. VIL 


u nie RÄLyb>HB Kat, BR yB) in (X—a) 
(un; 2519 AB PEBA-(sr6) 0; ber {2-c) = p-(x—a) \ 
and? gehe Kitie"atidere mit: L’ Parallele" &erabe Lu durch den Ur: 
fprung O ber Koordinaten, io daß ‚=b=c=0 iſt, ſe find 
ihre Gleichungen .' Ban 
(Liner. ——— ste y-n-z ö 

—J— Ad ober ı=p-x 
B.:: f I 
mo m,.n,p. und q bezuglich a 27 . und -7 
vorſtellen. — 

VII. Gehen zwei Gerade Lund u durch einen Punkt 
(a, b, c), fo daß ihre Gleichungen folgende Form annehmen 
koͤnnen: 
ee. JArg-b)+B- (X — 2). = 0° (! 
NETTO) +D- (a) = 0 

Al(y—b)-HBl.(&—a) = 0 
— 1 Ora— HD" a) = 0 or 
fo vllden ſ— ie.an dieſen Punftg (a, b, €) einen Winkel ui 
einander. m diefen Winkel au zu finden, denkt man ſich zuer 
zwei durch den Urſprung O der Koordinaten hindurch gehende 
und mit Lund L! bezüglich parallele Linien L" und Lu, de 
ren langen nächfichende find: 


ai ‚Ary+Bu=0, ge yaur 
1Cız+D»x =0, oder z=n.x 
Lane (Ary+HBer==0, oder y samlx 
GHz +Drx—=0, oder z = nex \’ 
wemn der Einfachheit wegen 
BB“ . B B_ ı " D’__ f 
In u in = mm za 


gefeht: wird.- Dann fucht man den Winkel’, welchen letztere 
Geraden unter fih bilden, und welcher der obige feyn muß. | 
Sind min’ a, P,y die 3 Winkel, welche L’t mit den 3 Axen 
OX, OY mb OZ macht, und bedeuten al; A y! die Winte, 
welche LU mit denfelben Aren macht, fo hat man nach (IV.) 
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. pi 4» .. . vr. E 20 y . 4 nn 
v Du — nr r:: 0» 33 3 Du 571 sa srr:e H dr: 272 
— —— 


—— co8 a — — — |. 
—— a a Tea er A 
cosy — 8 
Nr 
br ei 
, eos. a! = - 3. . A: zit ; 
u RANG — — 
iz BL rn ” Fr XF 3. ’ Ri 
c08 = . 


*Zuletzt aber it nach 1: vn "Ir ") mitten ie Bin 
e gefunden 


... r 54 6 A 7 22 


5* EVEN: . 
— Var — 
babe 7 . ‘ Alle IN 


2 — a, nn 
fo if ey, bh yim dh die Seen 1 —* 1 
ſtehen dann auf einander ſenk fiel * 

VII: Da eine’ Gerede auf einet Ebene F ſenkrecht ſteht, 
wenn von ſwelen Projetinonen von Ljebe auf dein’ dii ehoͤrigen 
Grunbſchnitte von F’ ſcatrecht Rebe, ‚®, folgt, daß die Bun Sie 
beiden Gleichungen “ 

1 J — —— 

) BL LE. u Er 
grobe Gicche auf der. durch die achıng ib 

25 * ö —α 
vorgeſtellten Ebene F fenfrecht ſtehen wird, wenn a der Eben 
XOY bie Pröjektion 

a-y-+b-s-+c=0 auf dem Grundſchnitt ———— — — 
ſenkrecht ſteht, und wenn zu gleicher Zeit in der Ebene XOZ bie 
Projektion 

m+z-+n-x-4-g — 0' hf‘ dem’ Srundſchutt Arz-+-Cx+D=0 
ſenkrecht feht, alſo wenn nath (6 * IM. * 

I: ste = 9: a, 9. Ba Suhaee man 


a nn . uyan ’ 
iſt. Du _ 7. za 8 —8— X 21 HE 6 Ins NIS 3 28 
N 
< 
3 


ra 


’ 
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Iſt daher eine der beiden Gleichungen (3. und 4.) nicht er⸗ 
fauͤlt, ſa fiebt die Einie L auf der' Ebene :F nicht ſenkrecht. 


. 13. 


J. De Gleichung einer Kugelflache, deren Radius — =rif, 
und wenn die, Koordinaten: Ebenen, durch ihren Mittelpunkt ger 
legt werben, ift offenbar nach ($. 1. V. 4.) 

1) ee 2 15 2 ve 
r: Liegen aber Die Koorkinaten: Ebenen. gegen. den. Mittelpunkt 
der Kugel beliebig, und find a, b, c die Koordingsen« Werte 
„ biefes Mittelpunfed, fo. hi die ran der Kugel» Oberflädk Ä 
nach ($. k«. VI. —— 

2) PER SHARE PERS = ” 
Die Kugel: Fläche gehört daher zu den. Salgeraifhen) Flacha 
der zweiten Ordnunng. | 

1 il man irgend einen ‚Kreis. rfiflen, 1 ber. irgend tie 
liegt: fo bayf.man mus, bie, ‚Gleichung ber Ebene geben, in wel⸗ 
her er Üiegt und. die Steichung. eingr Kustl⸗ weiche mit bem ge⸗ 
bachten 4 Kreiſe Lenfelben Radins r und denſelben — hat. 

Das Syſtem ber beiden Gleichungen ne; | 

G— Ve Gh? = 
A-(2— JrkBe (gr): oo | 
ſtellt alfo einen Hreis vor, beſſen Mittelpunft die, Koordinaten. 
Werthe a,b, c vi. dien; Rabive fr. u. wihe in der durch 


die Gleichung J dur In 
A OB Dre 7,0 
surten Finn kur rm Dmon genen 
EST 7 Au /t 71700 u Ve 4. ia. . 6 


2: „Berübrunghkhape.. Pormalp 
1. An (dem. Punkte: M eher durch bie Sachnas 
1) ad Lars = 0 
gegebenen trümmen Faͤche! Tann "man ſich ing berühren: 
Ebene Cangentlal⸗ Ebenq denken, d. h. eine Ebene, welche 
durch 
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duerh biefen: Punkt ME: Binburchgeht, und beten ringehetum dem 
M'ndch anliegenden: Punkte, von den ringsherum naͤchſt an. M 
in ber krummen Flaͤche liegenden entfprechenden Punkten: went⸗ 
ger weit abſtehen, als dies bei jeder andern durch M gelegten 
Ebene der Fall feyn würde: - 

Man kann aber analog. mit ber fr bie: Runen feſtgeftellten 


Aunſicht, die Tangential⸗Ebene als die Berkingerung eines ber 


| 
| 


unendlich vielen ‘unendlich Meinen ebenen’ ‚Elemente: benrachten 
welche ibir krumme Flaͤche bilden. 

Um dieſe beruͤhrende Ebene zu finden, —* man bleigee⸗ 
dinaten⸗Werthe eines beliebigen ihrer Punkte durch x’, y 2, 
fo iſt ihre Gleichung, da fie durch den Punkt der Flaͤche L’ ge 
ben: ſolt: deffen.:Rosxdinateh- Wertbe-x, y; 3- ſeyn nr nach 
($. 11. V.) nothwendig von der Sm ° ii" 

2) "Aw D)iE-BAyI— HC) = 6 u 
wo 2 von x und y abhaͤngig iſt, und bie bürch die Sei 
(1.) gegebene Funftion' z,, 1 von x und y vorſtellt, "während 'z! 
von x’ und y! abhängig, und die. Burch die Gleichung (2.) ge⸗ 
gebene Funktion von x! und y iſt, welche durch Day bezeich⸗ 
net ſeyn mag. 

Da nun bie Ebene (21) drei nachf neben einander llegende 
und eine Ebene bildende Punkte mit der krummen Flaͤche 
‚Lu =0 ober z=2,, gemein haben ſoll 1 muß en 

Try, = 0: 
ſeyn, fuͤr 3 maht an einander liegende zuſammengehorige Werthe 
von x und y. und eben desbalb muß nach Analyf. $. 20. Nr. 11.) 


nicht bloß 
ur Lay — — 0 


fon, welche Gleichung mit der Sieidung: @ jufammen ſaut, 
ſondern es muß auch noch 
—— = (0 nn . 
und "dry, —Zy)y = — 0°“ J 
ſeyn; d. h. es muß noch ſeyn 
3) Hm di. ( 4) : dl, == d2,: 
Nun giebt aber die Gleichung (2.), wenn man fie nach xt 
1. [16] 


= 2 2. — — — 
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und dann mac: y! differeniirt, und nachgehends x und y; bezas⸗ 
lich ſtatt und .y’ ſubſtituirt, um das zu erhalten, was wie 
bier Fu vn az, und N Pegeichnst haben, 
A»dz! HC = 0 

Dahdurch gehen Die Gleichungen: (3. u. 4.) ber ÄR » 

6 Ad, +B=0, A-d 0 3— 
und dieſe zwei. Gleichungen beſtimmen nun Die Rocffikenren B 
und C, fo daß, wenn man dieſe Werthe in bie Gleichung — 
ſubſtituirt, die Gleichung der beruͤbrenden Ebene 
(0) ** nd Nie a) =.0 :. 
wird, 

Differeayüirt man die Sleächung (1.) 2 ale = s,unb 2 
allen y, fo erhält man noch J 

6) O 8. —=0, 7) OL, +aL.- I, — = eo; 
und findet man hieraus dz,, Dz,, ſo nimmt die Gleichung (CO) 
ber berüßrenden Ebene auch noch diefe Form an: - 
(O.+ .dLe (2-27) +aL,- (Y-Y)rOLz (v2) =0 8). 
-  M. Die durch M hinburchgehenbe auf ber Tangential; 
Ebene fenfrechte Gerade heißt die Normale der krummen Flaͤche 
an dem Punkte M. — Ihre Bleichungen ſiud aber nad 
(6. 12. VIII.) 


Az Girl) = = 0. 
Oo | mandkgin 0 5 
ober 
OL, (Zi 7) — — OL, Gl )= *0 
©: f BL, @1—2) OL: Gy) = 0 I. 


*) Es iſt aus dem Verfahren des (5. 7.) einleuchtend, wie man die 
ſelben Mefultate auch nus der zuerſt gegebenen Definition der Tangentiab 
Ebene ableiten kann. Dan muß namlich dann. den Unterſchied 

—— ——— 
kleinſt möglich machen, und bies erfordert — * daß man 
1) 2, = Zxy 
und dann noch \ a 
2) dr, fo wie 3) öz’, = &n, 
macht. a 
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wenn E", ya, zH die Koordinaten⸗Werthe eines Söll beliebigen 
Punktes biefer Normale find. M 

Und find .A, u, » die Winkel, weiche bieſe Normale mit den 
3. Axen OX, OY, OZ (ober mit den durch M gelegten Paral⸗ 
lelen) macht, fo findet fich hieraus, nach) ($. 12. IV.) 


eosl— — — = OL: n 
Wr 
co = ed = Ur, 
Vi+ Br. ae 
c08V — — — | a 
j Vin +d2 * w 
wenn. .W= VL +0L,’+öL, 2° gefeßt wird. 


IL, Sucht,man eine, bie Släche L in dem Punkte M be: 
rübrende Kugel, fo fucht man die Koordinaten-Werthe a, b, c 
ihres Mittelpunftes und ihren Nadiug r, ber Vedingung gemäß, 
Daß die durch die Gleichung _ | 

(ce? +(y!—b)?+ (x! a} = r? 
vorgeftellte Kugel durch den Punkt M gebe, und in M mit der 
frummen Fläche einerlei Tangential- Ebene habe, alſo daß für 
x =xwbd erflih = z, aber auch | 
dzl, = ÖZx, dl. = — O1, . | 

werde. Dies giebt zur Beſtimmung von a, b, c und r die 
Gleichung 

1) G-+y-b’+a-)’'= = ” 
und deren beiden Differenzial⸗ Gleichungen (nach x und —* N 


nämlich 
2) a -)du+k—a) = 0 
und 3) (2- 0) · 2, Hy—b)=0 (| 


Es beſtimmen ſich alſo aus den Gleichungen (1.—3.) u 
febem beliebigen Radius r, bie Koordinaten-Werthe a, b, c des 
weistelpunftes dieſer Kugeln. Es giebt daher an der Stelle M 
ner Släche L umählig viele berührende Kugeln. 

Weil aber die Gleichungen (2. u. 3.) von ben Gleichungen 
II. O.) der Normale an M nicht verfchieben find, wenn bert 
Ä [16*] 


n 


‘ 
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a, h, oaſtatt bezuͤgtich xt. yll, ait gefetzt werden, fo folgt, daß 
alle dieſe beruͤhrenden Kugeln ihre Mittelpunkte in der zu der 
Stelle: Mder Flaͤche L'. gehbrigen:. Normale haben. 
Legt: mann durch die Rormake eine Ebene, fo wird fie mit 
der Flaͤche / ‚einen Schnitt ‚bilden, welcher eine ebene Kurve 
iſt, die dieſelbe Rormale hat. Dieſelbe Ebene ſchneidet alle be⸗ 
ruͤhrenden Kugeln in größten, Kreiſen, welche alle dieſe eben 
Kurve berühren. Unter dieſen Kreifen ift dann auch der Krüm 
mungs- Kreis; %. 9." derjenige, welcher mit der gedachten ebenen 
Kurve eine Derüfrung der zweiten Ordnung hat 
| *4 15 
— Sundratze der Meumnden viagia und Kubatur der Körper. 


En Denkt ‚man ſi ſich in einer durch die Gleichung 
2). Layxa — 0 oder 2 == Day. 


gegebenen ldche einen Punkt M, deſſen 3. Koordinaten: Werhe | 
x, y, z feynı mögen, — benft man ſich nun die. Koordinate 
x und:y bezuͤglich um .dx und. dy wachfend, und ducch ben p 
x, y. gehörigen Punkt M, fo wie auch durch den zu xch, 
y-+dy gehoͤrigen Bunte N, Ebenen: parallel mit den Ebene 
XOZ und YOZ gelegt; fo bilden. biefe 4 Ebenen eine Art vor 
Parallelepipedum, deffen Grundfläche dx-dy ift, welches bie 4 


#4, 
[rs 


*) Man katın auch unter allen durch die Normale zu Iegenden Eis 

nen bie beiden ſuchen, in welchen ber Krümmugs⸗Halbmeſſer Der but 
fie. mit ber Fläche L gebildeten ebenen Durchfchnitts-KRurven der größe 
und der kleinſte wird, Man findet dann, daß immer die Flächen dieſer bei 
den Kreiſe auf einander fentrecht ſtehen, und daß, wenn man von eins 
Punkte M der Oberfläche ausgeht und diejenigen nächk anliegenden - Yunke 
ſucht, deren ‚zugehörige, Normale die sum Punkte M gehörige Normale fchan 
der, folche allemal nur in der Richtung des größten und bes Fleinfe 
Krümmungs⸗Kreiſes an M liegen. 
‚Sucht man auf diefe Weife die Reihe nächſt anliegender. Yankee, w 
ven je zwei auf einander folgende die Eigenfchaft: haben, daß ihre- zugeb® 
rigen Normalen (in einer und derfelben Ebene liegen, alfo) fich fehmeiber 
fo erhält man die beiden zu dem Punkte M, von welchem man ausgege⸗⸗ 
gen iſt gehörigen Krümmungs⸗Linien auf der krummen Fläche 


' 
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Kanten Zu,y; Zxtäny, Zuptäy MO Zlränyhay hat, und welches 
oben durch ein vierſeitiges Stuͤck der krummen Flaͤche begrenzt 
wird. — Denkt man ſich diefes ‚obere Stück der krummen Flaͤche 
bei feinen unendlich) kleinen Dimenſi onen als eben, und natürlich 
dann mit ber Tangentigl Ebene, an M zufammenfallend; iſt dann 
a der Winkel, welchen dieſe Tangential- Ebene mit der Ebene 
XOV macht, und bezeichnet man Diefes unendlich kleine Stuͤck⸗ 
hen der krummen Flaͤche durch E, fo. hat man, weil. dx-dy 
die Projsftion von E auf bie Ebene xov if nach, G. 2. Il) 


.2) Ercosik = dx-dy,: ober ES 


Dabei aber nach ($. 14. © und $. 11. Ynmert.) " 
3) .. oel= 1 _ 
VER +" Bu 
ſo daß dieſes unendlich Kleine Stück der krummen gace 
4) E=. — ‚dx .dy | 
wird, daher unendlich klein von der zweiten Ordnung iſt. 


Dann druͤckt aber nad) (Analyſ. $: 35. 2 Bas Integral vr von 
(4) nach) y genommen, naͤmlich 


| (O--- dx- Ss VRR edy 


bie Summe aller dieſer Stůͤckchen der krummen Flaͤche aus, 
welche daſſelbe x haben, welche alſo den unendlich ſchmalen 
Streifen bilden, der zwifchen den beiden, durch M und N hin- 
Ä durchgehenden mit der ZOZ parallelen Ebenen liegt, und def: 
fen Projeftion auf die Ebene XOY von dem Fleinften Grenz⸗ 
ı werth y! an, bis zu dem größten Grenzwerth y“ bin fich er 
ſtreckt, während diefe Grenzwerte von y, nämlich y’ und y“, 
irgend wie gegeben und entweder nach x konſtant, oder ſelber wieder 
Ä  Sunftionen von x, immer aber die Roordinaten-Werthe der Pro- 
ı jektionen der Kurven find (auf bie Ebene XOY), welche die frumme 
Slide begrengen und. welche beliebig gegeben ſeyn koͤnnen. 
Zuletzt drückt dann, nach demſelben angeführten Sage (Una: 
Iyſis $. 35,) das integral des Ausdrucks (O, nach = alſo das 
zweite Integral, 
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(O)-*» Sn. S, nu 1 +22 +d2.dy)-de 

die Summe aller diefer Streifen, alfo das ganze Stück der krum⸗ 
men Oberfläche aus, beffen Projektion auf die Ebene XOY in 
der Richtung der y zwiſchen den Grenzwerthen von y, y’ und 
y", in der Richtung ber x aber zwiſchen den Grenzwerthen x’ 
und x’! von x ausgeſtreckt liegt. — 

Der Inhalt eines jeden ſolchen Stuͤckes der krummen Flaͤche, 
alſo auch der geſammten krummen Flaͤche, wird daher jedesmal 
durch doppelte Integration gefunden, wobei man nicht uͤberſe 
ben darf, daß die Funktion zu, der Werth von z iſt, wie ſich 
folcher für z aug ber Auflöfung ber gegebenen Gleichung 

Lx,. = -0 
ber krummen Fläche ergiebt. Man findet aber aus z als Sun 
tion von x und y, die Ausdrücke dz,, dz,, wenn man diefe Funk 
tion zu, nach x ober nach y differenziirt. — Auch ift noch 
öLx-HOL, d2, = 0, dL,-HÖL,-d, = 0, 


woraus man ebenfalls dz, und dz, finden kann, aber in x,y 
und z felbft wieder ausgebrüct, fo daß man flatf z erft wiche 
den aus L= 0 dafür gefundenen Werth zu, fuhftituiren uf, 
um auf biefem Wege ebenfald dz. und dz, als bloße Sunttis 
nen von x und von y bergeftellt zu haben, wie folche in de 
Formel (O) gebraucht werden *). 


*) Gert man flatt L, „= 0 bloß z=0, fo fällt die Fläche L wit 
der Ebene XOY zuſammen. Dann iſt aber auch &z, = 0, d&z, = 0; af 


der Inhalt = * S, ur) dr tie ſolches fen im ($. 6. I) 
gefunden worden. - 


Wollte man fagen, daß die Släche E in (4) nicht genau if, fo Fam 
fie doch von dem dafelbft gefundenen Ausdruck höchftens nur um ein Ue 
endlich> Kleines einer höhern als der zweiten Orbnung verfchieden fegs 
(vgl. $. 6. TIL); dann wäre der Ausdruck (C) von dem Streifen auch m 
um ein Unendlich» Kleines einer höhern als der erfien Drdnung verſchieden 
Und zulegt wäre der Ausdrud (O) von dem inhalt der ganzen Dberflähe 
doch höchſtens nur um ein Unendlich Kleines der erfien Ordnung verfcie 
"den, alfo nach (Analyſ. $. 20. Nr. 12.) nicht verſchieden. 


— — — — — — 
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: Ik Will man den Inhalt des Körpers finden, welcher von 
ber Sc Zu 

4) u 0 
und von der Koordinat WEbene XOY übrigens irgend wie bes 
grenzt iſt, fo iſt 

2) Zxydx-dy 
der Inhalt des in (I.) gedachten Körpercheng, deſſen Grundflaͤche 
dx-dy iſt und deſſen Hoͤhen⸗Kanten zwar ungleich aber von z 
nur um Unendlich> Steine verſchieden find. Daher ift das Inte: 
gral von @) nach y genommen, nämlich“ 


(O-- .. def. „ix dy 


der Inhalt der Scheibe, welche ein und daſſelbe x und die Dicke 
dx hat, und die ſich längs der y hin bis an bie beiden Grenz 
werthe y’ und y!! von y, erfireckt, übrige ‘aber von der Zläche 
L begrenzt if. — Und zuletzt iſt das integral von “ ) nach 
x genommen, alſo das zweite Integra 


Or San. Smuntar 4) dx, 


die Summe aller biefer von xx’ bis x— xl! liegenden Schels 
ben, d. h. der Anhalt des Körpers, der von der Ebene XOY, 
von der Fläche L, von zweien u x — x und x— gehoͤri⸗ 
gen, auf OX fenfrechten Ebenen, und außerdem noch: burch bie: 
jenigen Grenzen begrenzt iſt, welche die Grenzwerthe y aund y⸗ 
geliefert haben. 

Will man daſſelbe noch allgemeiner darſtellen, fo denkt man 
ſich an einer beliebigen Stelle im Innern des Koͤrpers, deren 
Koordinaten⸗Werthe x, y und z ſind, ein rechtwinkliches Paralle⸗ 
lepipebum dx-dy-dz. — Dann iſt das Integral hiervon nach 

2 genommen, naͤmlich 
1) . dx.dy-f. 1-dz 


| der Inhalt des unendlich Fleinen Körpercheng, deffen Querſchnitt 
“dx-dy ift, und welches fich in die Höhe und in die Ziefe bie 

zu ben Grenzwerthen von z, welche durch z’ und 2 bezeichnet 
| find, erſtrekkt. (Won biefen Eremartien kann ber eine z' durch 


N 


— 


—— 
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eine Gleichung Lx,e = 0, der anbere z' burch eine andere 
Gleichung Li... = 0, oder durch biefelbe Gleichung Lxy,..=0 
als ein zweiter Werth von. zi gegebeg feyn, fo daß bier 2 und 
z.. bezüglich bag bedeuten, was in der Sleichung ber begrenzen 
den Fläche kurz vorher durch z bejeichnet worden war. : Bergl. 
$. 6. III). — Hernach iſt das zweite Integral 


2) de» N url Sun 2)" dy 


bie Summe aller dieſer Koͤrperchen, wie ſie zu demſelben x fr 
hören, biefelbe Breite dx haben, aber eine Schicht bilden, welche 
in der Richtung ber y durch bie. beiden Grenzwerthe y’ und yı 
(von y) begrenzt find. — Endlich ift das dritte Integral 


I Va Saul Sau) Ar] de 

der Inhalt des Koͤrpers, der aus der Summe aller dieſer u 
der Richtung der x neben einander liegenden Schichten von 
‚x=x bis x—=x hin liegend, beſteht *). 

III. Nimmt man dagegen die Polar⸗ Koordinaten ($. 3. VIL 
A.) für einen belichigen Punkt A im Innern bed Körpers, nd 
lich den Winfel ‘9, welchen bie Ebene MOX mit der XOY 
macht, dann den Winkel MOX 9, ſe wie MO r, f 
daß man Du 

1 cos ꝙ, ——ſ——— und zur ring ein 
bat, wo ꝙ alle Werthe von O bie n, dagegen GO alle Werk 
von O bis 2m haben kann; und benft man fich wieberum 4, 
p und r bezäglicd um bie unendlich Fleinen dd, dp nud dı 
wachſend, und dadurch bei M ein Körperchen gebilbet, deſſen 
drei unendlich Fleine Kanten dr, r-dy, r-sinp-dO find, fo ff 
deſſen Inholt wiederum das Probukt dieſer 3 Kanten, aſ 


*) Dieſelbe Bemerkung, welche in der Note zu (L) gemacht warrde 
muß hier wiederholt werden. Wenn daher der Ausdruck (3) der Juhalt 75 
Körpers nicht wäre, fo wäre er doch von diefem Inhalte nur um ein Uw 
endlich» Kleines der erften Ordnung verſchieden, d. h. nach ($. 20. Anal) 
nicht vo 


4:16.1I.: Doodentur u.:uhaten. 2 


nr earhpndg. rind ara 

fo * v8. HDutegral bievony. nach r genommen; Ani 

D: sing» dp. fr rede in 25 —* 
der Inhalt des vierſelligen pfeifen Krperchens⸗ deſ⸗ 
ſen Spitze in 07 beffen Baſis in der Fläche L fiegt, und wel⸗ 
cher durchaus denſelben Winkeln p und 6 angehört, " a 

Darin iſt daß’ weite Integral” don A. » nach“ ? 
alſo dad Iutegrai Be 


2); .. 4. Sinti Saar de). 39... E 
bie Sppue aller bisfer Römpmeshens::telexfit wm Q. Gum: rin 
keilfoͤrmige Scheibe bilden, deren. Schärfe rechts und links von 
O in der Are OX liegt, und welche durchaus zu. demſelhen 
gehöre. Endlich ift das dritte Integral 


3) Sur Ss ®P' — Ri dr)dp]- do 

die Summe aller dieſer Scheiben, wie folche von der Ebene 
XOY, vings um bie Are OX (mb ihre ruckwatregchinde Ver⸗ 
längerung) von der Ebene xoY an big "toleßer zu? derfelben 
Ebene hin ſich amehreiten, b. h. der Inhait bes gatzen doh de 
Släche L begrenzten Körpers *) 

Anmerk. 1. Man kann vorläufig noch Folgendes bethefte: 
In den Ausführungen ber Rechnungen tönnen die Sunktionen; 
deren Integrale genommen werben follen; innerhalb der Grenzen 
bie Forin 3 unnehmen, oder imaginaͤr werden, Dies ware ein 


galt «ea 


. 
Pi 





*) Das Körperchen liegt zwiſchen den zu den NRabien'r und + 
gehörigen Kugelflächen, und hat die 4 Kanten, welche su den’ 4 Winkel 
Paaren. (&, 9), ( do. 9), (8, P-+dp) und (0-1-dA, 9-+dp). gehören. 
Wenn daher im Terte fein Inhalt wie der eines rechtwinklichen Parallele⸗ 
pipedums berechnet worden iſt, ſo weicht das Reſultat, wie ſich leicht über⸗ 
ſehen läßt, vom wahren Inhalt nur: m ein Anendlich⸗ leines einer hö⸗ 
hern als der dritten Ordnung ab. 

**) Auch ‚hier muß, mie bieher immer, bemerft werden, daß, wenn 
Der Ausdruck (3.) den Inhalt nicht genau giebt, fo iſt er doch von dem 
wahren Inhalt nur um ein Unendlich» Kleines der en Daun, ale 
nach ($ 20. Analyſ.) sat ni vetſchieden. 


ee Pa u Be | 
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Beweis, daß Innerhalb: dieſer! Grenzen Fehr: Gefammt + Körper, 
oder feine Gefanımt: Iberfläche: liegt. Diet Bemerkung iſt auch 
dem $. 6. anzufügen)‘: "- - - 

Anmerk. 2 Zu gleicher. Zeit darf man nicht aus den Au⸗ 
gen iaſſen, daß in vielen Anwendungen die einzelnen Integrative 
nen stoifchen andern Grenzen genommen werden muͤſſen, als die 
hier angegebenen, nämlich jedesmal zwiſchen denjenigen Grenzen, 
big zw denen der Körper fich erftrefft, ober big wie weit mau 
ſeinen Inhalt finden will. Das vorſtehende kann alſo nur als 
Type betrachtet werden, nach welcher überhaupt die Inhalts— 
Beſtimimungen vor ſich gehen küůnnen. — Näheres und: ſehr aus⸗ 
fuͤhrliches hietuͤder wirb ion im m (L Shell im- #. ü 7. Re 
pitel) finden. ©. 


X .. r , it. . 16. 
Sen den Linien doppelter Krümmung. 


Ü Sind, pwel Solche Gleichungen gegeben, wie L—6, naͤmlich 
DD — —60 und-.,.2) Lu 0 
von denen jede für. fich. eine. frumme Släche, vorftelt; . läge man 
aber beide Gleichungen nur für. gemeinſchaftliche Werthe von 
x, y und z gelten, fo. daß y und z. als zwei durch dieſe Gleis 
chungen (1. u. 2.) gegebene Funktionen ‚von x betrachtet wer⸗ 
ben, fo hat. man. eine doppelt. gefrümmte Linie vorgeſtellt, nd | 
lich bie Durchſchnitts⸗ »Rinie der beiden Flächen L und L *). 
Eliminirt man aus den beiben Gleichungen (1. u. 2.) ein⸗ 
mal 2, dann auch y, fo daß die 2 neuen Bleichungen 
3) Ws=0. wm :.4) W.—=0 
entftehen, fo ſtellen dieſe Gteichungen (3. u. 4.) zwei Projeftio: 
nen der doppelt gefrümmten Linie wor, die eine auf die Ebene 


XGOV, die andere. .auf. die Ebene XOZ gedacht. - 


II. Umgekehrt: find zwei Gleichungen gegeben: 
12) =0 uw 2) Fu =0, 


*) Iſt Er’ eine ebene Fläche, fo if bie vorgeſtellte Kurve eine ebene 
Kurve (einfach gefrimmt). — Sind L und L/ alle beide ebene Flächen, 
fo ift die durch die Gleichungen (1. u. 2.) vorgeſtellte Linie eine gerade. 
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die erſtere ohne 2, die andere ohne y, fo. ſtellen fie zwei ebana 
Kurven vor, bie eine in ber Ebene XOY, ‚die andere in der 
Ebene XOZ. — Denft man ſich aber jebe vieſer Gleichungen 
als eine Gleichung zwiſchen x, y, 2, in der ie z oder die y 
nur zufällig mit Null⸗ «Koeffisienten verſehen erfcheifeh; ſo ſtelit 
jede dieſer Gleichungen eine krumme Cylinder⸗Flaͤche *) opiie 
Ende vor, wei bezüglich anf der Ebene XOY oder XOZ ſent 
recht ſteht, d: h. deren neben einander liegenden; die frumme 
Släche bildenden Geraden auf biefen: Ebenen XOY ode xO0% 
fenfrecht ſtehen. Und beibe Gleichungen F=0 und m—=ö 
in Verbindung (d. h. wenn man mur bie Koordinaten: Werthe 
im Auge bat, welche beiden „Gleichungen F==i0 uhbEi=n-® 
zu gleicher Zeit genügen) ſtellen dann wieder eine doppelt ges 
frümmte Linie vor, nämlid) die Durchſchnitts⸗ ‚Linie dieſer bei⸗ 
den Cylinder⸗Flaͤchen; und dabei ſind = 0 "und FF 0 bie 
beiden Projektionen dieſer doppelt. gekruͤmmten Linie. auf Die: Ebr⸗ 
nen XOY und XOZ. 
II. Bezeichnet man den Bogen einer doypalt eefrömmten 
Kurve von x—r bis zu xx .hin durch s,. und denft man 
fi nun x um dx wachſend, ſo daß auch J. und, 2 pezüglich um 
dy und dz wachfen, fo waͤchſt auch der Bogen 5 um ds und, nach 
der im ($. 6. III. Note) bereits näher entwikkelten Anſicht kann 
man bag Stuͤck ds als geradlinig anſehen; und. man hat dann 
nach (8. 1. VIE) 
1) d = Vdx’+-dy° Fan, 
oder, weil nach ($. 21. Analyf.) | 
dy = dy, dx, dꝛ * * —3 dx; de — = ds, idr. 
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iſt, on 
2). de = VIFdy? #82°.de, . 
3) ds, = VI+8y°-+ 822, cp 


*) Das Wort Eylinder-2täde in aligemeinfen Sinne gedacht, Pr 
welcher die krumme Släche darunter verfianden wird, welche entfieht, wenn 
eine ıumendliche Gerade längs einer Kurve hinbewegt wird, dabei aber im⸗ 

x ser mit fich aber mit irgend einer feſten Geraden parallel bleibt. 


22 u. Geemetrie. Kap. IH... 5: 16;IV. 
wer ef, vi IH FF?” de, 9 


ſo daß man hiernach ‘Sie. Länge eines ſolchen Bogens s findet, 
indem mon aus beu für die doppelt gekruͤmmte Kurve gegebe⸗ 
pen beiden Gleichungen, y.und z ald Zunftionen von x her 
ſtellt, daraus dy, öz, findet, und biefe Werthe in (4.) ſubſti⸗ 
tuirt, nachgehends aber nach allem x integrirt. 

.Denkt man. fh. x: ſelhſt, alſd dann auch yı und. 2, als Funk⸗ 
tionen son t, fo erhält. man nach ($. 16. Anaiyſ. * und ($. 21. 


Andy) . - 
—— — de Bn.dt ay dyr at. dar, di, 


ee. mennman diefe Werthe in obige (1.) ſubſtituirt, 
a π. 
aſp 6)”. ‚= A Hyd: .dt, 


wot! ber Pe vow.t if, be x, —=r: mach Comag 
$. 37. IL). 
a: Verlugert man das Element ds, fo het man die Tan⸗ 
gente dieſer boppelt gekruͤmmten Kurve. Sind a, 4,y die Wins 
kel, welche fie mit ben Koordinaten: Aren OX, OY, 02 macht; 
fo fiber ſich nach ($. 1. VIE) 
2)... un =, ya = 2, 
oder, in fo ferne fich nach (I. 5) bie unendlich kleinen Zu⸗ 
wachſe dx, dy, dz, ds, wie die durch dx, Oy, dz, ds, bezeich⸗ 
neten Funktionen von t verhalten, welche legtere wir bequemer 
noch bloß dx, öy, Bz, ds fchreiben tollen, 
m, u, 
während nach (II. 5.) 
» But = Br By? +80) 


" gesjlrt man ige gerabfinige Tangente auf die Ebene XOY, 
fo geht dieſe Projektion durch die Punkte (x, y) und (x-4-dx, 
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yv+-dy)s ihre Gleſchung iR: daher, wenn· V, 4t,7 bie: Roors 
binaten⸗ Werthe eines jeden Punktes der Tangeme vorfeßken, . 


I_ d d I.;N MEN 
I. vor = * =. — 2 * 
vber — un nun mu 
—* —— —* = * (er ey 
4) Ar grober W 3.3 u 


. 





4 | Gy zurdy_» FO HIER . 
Eben ſo ft die Gleichung Ser Projeltion — be 


- die Ebene Koz dieſe: 1 a 
66 ()⸗ REN io, BIN. vr 
» oder Ra runs app: 

oe ey nen ln! 





Diefe beiden Gleichungen (4 u. 5.) find: daher nach (9:12..189 
bie Gleichungen zwiſchen den Koordinaten. Werthen. x, X 2 
eines beliebigen Punktes unſerer Tangente an die doppeit ge⸗ 
kruͤmmte Einie ) 


⸗ 





x) Diefe Bleihungen ber geradlinigen Tangente au die Sum taun 
man auch dadurch finden, daß man an beide krumme Flächen 
I) Lyy: =0 m -,- 2) Li ,=0;- 
deren Durchſchnitt unſere Doppelt. gekrümmte Kurve: bildet, —— 
Ebenen lagt, deren Gleichungen nach (5. 14.1. °C) folgende. ſidd 
3), Dr), 
ER HLNHÖLER N  ..; 
Die Durchſchnitis⸗Linie dieſer Tangential- Ebenen, alfo die durch biefe 
Gleichungen (3. u. 4.) vorgefiellte Gerade iſt offenbar „die geradlinige, Tan⸗ 
gente der Kurve an dem Punkte (x, y, 2) 
Die Ukbereinſtimmung dieſer Gleichen (3. u. 4.) mit beri’obigen 
(4. u. 5.) des Textes weiſt fih fo nach: Dan oiferemie d Die Be | 
gen (1. u. 2.) nad ‚allem x, fo. daß man erhält 
‚al, +äl,: "By. +öl,- = * 
BL‘ BL, y y,töL‘, -d2, 


fegt hier herein ſtatt dy, de die Werthe, wie ige aus ben Steigungen dei 


Textets (4. u. 5.) ſich ergeben, namlih I—. 2 fiat dy,, un —; hatt 
82,3 aund man erhält Die Gleichungen (5 u: 4) dieſer Ne. 


d 
‘ 32 1 


... ® . ı 
or, v.0°. 
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fo. daß man hiernach die. Laͤnge eines ſolchen Bogens s findet, 

indem man aus deu für bie doppelt gefrämmte Kurve gegebe 

pen beiden Gleichungen, yund z ald Funftionen von x ber 

ſtellt, daraus dy, dz, findet, und biefe Werthe in (4.) ſubſti⸗ 

iuirt, nachgehends aber nach allem x integrirt. 

„Denkt man. ch. x ſelhſt, alſd dann auch y und.z, als Funl⸗ 

tionen ‚von t, ſo erhält. man nach G. 16. Analyſ.) und ($. 21. 

Anal) . - 

(Er de—dpdt, dr dr.dt dy ⸗dy di, —E .dt, 

ee aucır menn-man biefe Werthe in obige (1.) ſubſtituirt, 
5) — = Vox, +Dy, +82”, 

alfo 6) sl, Vös, FOyH En: dt, 


wet. ker Pe von.t if, ex, =r. mach nach ( Analyſ 
$. 37. IL). 
app: Verldugert man das Element ds, fo het man die Tan: 
gente biefer Boppelt gefrämmten Kurve. Sind a, f,y die Win; 
fel, welche fie mit den Koordinaten: Aren OX, OY, OZ mad, 
fo ‚findet fi nad) ($. 1. VIL) 
2). un, wr=}, er =, 
oder , in fo ferne fich nach (MI. 5) bie unendlich fleinen Zu 
wachſe dx, dy, dz, ds, wie bie durch dx, Oy, dz, ds, bezeich⸗ 
neten Funktionen von t verhalten, welche legtere wir bequeme 
noch bloß x, Oy, dz, ds fehreiben wollen, 


_% dy _ 
2)  cosa =. fm nn; a A 775⸗ 
während nach (II. 5.) | 
3) = = = re 


iſt. 
Peocht m man dieſe gerablinige Tangente auf die Ebene XOY, 


fo geht dieſe Projektion durch die Puntte (x, y) und (x-4-dh, 
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yrdy)s ee. Gleichung iM duher, wen), 4,9 die NXoor⸗ 
binaten⸗ Werthe eines jeden Punktes ber -Tangemwe vorßeten⸗ 


=) _ dy — 2 — ge an 
.. x BL BZ Ir. ar. a. 
ser 0: © Burn 
yon. nn. —* = 0, (er 9 
4) * 3. — 
el (y!—y) —* y. 
Eben ‘fo iſt bie Gleichung der Projeltion Def ange ben 
_ bie Ebene - Xoz dieſe: uam) 
nahen t- (di) dx — (1). di ed, win. F 
5) oder * —— 
Ace AR 3 2 I — 





Diefe beiden n Gkichungen (4 0.5.) find: daher nach (6 12:9 
die Gleichungen zwiſchen den Koordinaten: Werthen x, X 2 
eines beliebigen Punktes unſerer Tangente an die doppelt ge⸗ 
kruͤmmte Einie ) 


*) Diefe Bleicjungen ber gesadtinigen Tangente a an die Kurse fang 
man auch dadurch finden, daß man an beide Erumme Zlächen 
1). L,,,.=0 amd 02 Lied; 
deren Durchſchnitt unſere Doppelt. gekrümmte Kurve bhildet, Kangentialr 
Ebenen Ipgt, deren Gleichungen nach ($. 14. 1. °C) folgende. find: .. .... 
3), lea Dreh PA. 
ı) 8; (@)Höl.(-Nröl, a). =0.  .2..; 
Die Durchfehnitts Linie biefer Tangential- Ebenen, alfo die durch dieſe 
Gleichungen (3. u. 4.) vorgeſtellte Gerade iſt offenbar die geradlinige, Tan 
gente der Kurve an dem Punkte (x, y, z) ' 
. Die Ubbereinkimmeng dieſer Gleichtgen (3. u. 4.) mit‘ beri’obigen 
(4. u. 5.) des Textes weiſt fih fo nach: Man ohren. Die Bu | 
gen (1. u. 2.) nach allem x, ſo daß man etbalt 
B8L. 8L. "By. +öl,- Br, 
öl’ ——* dy,t+öL or, = 23 
fett hier herein ſtatt dy, da, die Werthe, wie ide aus den Steigungen * 
Textes (4. u. 5.) ſich ergeben, mämlih * —E ſtatt 


22.5 und man erhant bir Gleichungen ca u. 1.4) Diefer Nie. we 


. . ... ee. 
“ od .. . 
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on ..dBeoäsetsie.. Aap. II. S.16.V. VI. 


„ ‚Bteht irgend eine Gerade, welche mit Den. Axen bie Winkel 
e, sind 2 macht, ſenkrecht auf bieſer Tangente ſo iſt allemal 
nach ($. 1. VIL 8.) 

008 2.008 a. conel- cin B-Fcosell.coey — = 0, 
daher auch, wenn man ſtatt cosæ, cos ß, oey ihre Werthe 
aus (1.) feßtt -: 
6) 6088 -Öx-F-cosel. Bykeoselt. — =(. 

V. Auf diefe Tangente Tann man durch den Punkt (x, y,z) 
piue Normal⸗Ebene legen, d. h. eine Ebene, bie auf ber 
Tangente fenfrecht fieht. Die Gleichung: diefer Ebene, wenn 
x, yı, zu die Koordinaten: Werthe eines belichigen ihrer Punfte 
find, ift nach ($. 12. VIIL) 

1) @"— 2). dz-+(yl—y)- ya): x 0, 
ober wit 8 = dr,:8x, dy u dy,-dx*) iR, 
“2), rn). Öz| ‚tg"=y)- 07,4" — x) =0. 


j vi. Wenn auch nicht alle Punkte einer doppelt gekruͤmm⸗ 
ten Linie in einer und derſelben Ebene liegen, fo bilden doch 3 
nächft auf einander folgende Punfte berfelben, z. B. die Punkte, 
beren Koordinaten⸗ :MWerthe bezüglich u 

x, Y, 23. x-+-ds, Yxtar —2— - di, Yarmar —— 
ſind, allemal eine Ebene, und dieſe Ebene heißt die Kruͤm⸗ 
mungs⸗Ebenè, weil’ in ihr ber Kreis liegt, welcher durch 
dieſelben 3 Punkte hindurchgeht, und welcher der Kruͤmmungs⸗ 
Kreis der Kurbe an dieſer Stelle genannt wird. 

Iſt nun 5 

D Arzi+-Bey!+C-x!+D = 0 
die Gleichung dieſer Krimmumgs» Ehene, fo müflen A, B, C, D 
fo befchaffen ſeyn, daß wenn man ſtatt x’; yI, z’ nad) und nach 
die Koordinaten: Werthe der oben gebachten 3 nächft auf einan⸗ 

der folgenden Punkte feßt, dieſe Gleichung (1.) drei mal iden⸗ 
tiſch wird. — Dies giebt zunaͤchſt | 


) 
a .) Man vergeffe nicht, daß wir bloß der Bequemlichteit wegen &x, 
87, öz flatt der zu fchreibenden x, Byı Oz, gefeht haken und ſetzen. 





E16. UL: DB, di: niey Day: Kancum. sun 


2) ABB - Frl D 0; det fe) *O, 
fo wie nach (Analyſ. K. 20. Nr. 10.) nech 3 

3) ,=0,.b.h. 'A:dz, HB: —— 
und 4) 9° =, d.h A-8°%, +B-d'y, —* ‚no 
Diefe 3 Gleichungen. (2: '3._4.) geben sun. wer 

A=d%y, B=-%,, = dy_-Mz, Br. A 

and DS By —y-8%) Sir @y-&%, 3) ey, 
indem ‚man der Bequemlichkeit, wegen. das unbeftiinmf en 
A gay nimmt, damit, die aus [er —4) 6 Ka fiübenden 
Werthe von_B, C, D feine: Bruchform anime _ Die 
Gleichung a.) der, Kruͤmmungs⸗ Ebene iſt daher 
5) ö°y un O’7,- 7 +. J 
Denkt man ar x Be al Sünftion» von 5 and: y 
und z dann als die zugehoͤrigen Funktionen von t, ſo: hat man 
nach (6. 16. Analyſ.), wenn man wieder bloß dx, Dy, or, A, 
O°y, Fr Rat dx, Wi 87, 9’, Py,, 9, ſchrelbt, an 


le  dy- u Oz 
m day, = : 8r' = Br’ 
X —* ———— —* 
oν ae DE . 


Die Suichung der Rrammunge ·Ebene 6) seht dhurch 
über in ' 
6). La )+B- (p+E- syn: BD, 
wo Ar B, € folgende Bedeutungen haben, ndämliche - ©. 
7) A— — x, B— Our 
7 = dr dr dr dd on 
Dicke. Dehennungen” von A, B, & find dabei ſe, daß wenn n man 
fie bezuͤglich mit dz, dy und dx multiplizirt und addirt, ſoglach 
8) riet > 
hervorgeht. 


Sind x, %, x die Winkel; welche bie Kruͤmmungs · Ebene 


mit den 3 Koordinaten⸗Ebenen XOY, XOZ eb YOZ: (ode 
eine auf die Kruͤmmungs⸗Ebene fenkrechte Gerade mit den 3 
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pen OZ,-OX, Qx) mdlft; [b-Fodge aus deti Gieichens (6.) 
der Frümmunge Ebene, wenn ·ber Kürze Mn J Zr 


9 *77 WIRD J 
geſetzt „un J N TI, F 
1 —V 8 F > € 
10). ‚cs = a cos x = w an — | ww. 


wo WB, € immer bie Bedeutung, ber, (1.) Haben, (o.baf die 
—7 (8) ibentifd | wird. 
| „Vi, kigt man durch Biefelben. 3 nächft af einander, fol⸗ 


24124 


“u... 


6. ⸗ DE — je 'o, u 
deren Mittelpunkt (a, b, c) in ber Kruͤmmungs⸗ Ebene liegt, ſo 
bildet lehtere mit erſterer einen Kreis, welcher Krünimungs: 
Kreis genannt wird, und deſen Sulbmeſer o der Krüuͤm⸗ 
mungschalbneffer- heißtft. . Ad 

m nun ‚für dieſen Kreis Diwoßt a, b,c, als auch o zu fin 
ben, bemerke ‚man zunuͤchſt, baß:.wenn ‘a, -b,.c flatt xl, yı, 7 
in, die Gleichung ber Kruͤmmungs⸗Ebene (VI. 6.7 geſetzt wer 
den, letztere identiſch werden muß. ‚Died giebt die Gleichung 

1) U(c— ) B. (- y) C. (a - x) = 0. 
Ferner muß wieder, da die Kugel durch die 3 maͤchſt auf einan- 
der folgenden Punkte der Kurve gehen fon ‚, die Gleichung de 
Rugd. (O) fuͤr 8 naͤchſt auf einander folgende Werihe x, x-4-dx, 
x--medx von x’ (und den zugehoͤrigen Werthen von y’ und =, 
wie fie ſich aus den beiden Gleichungen ber Kurve ergeben) 
identifch werben ſo. daß nach, 4 20. tr. 10. Aueiy. ) die 
Gleichung. -. 

2) Gy = 0 
und. ihre beiden .eeftern Differetzial⸗Gleichungen (nach allem x, 
sub: daher aud) nad) allem t), nämlich .. in 

3) (2—e)- at — bye). dr — = 0 
und 

BY (ze) Ark —h)- Ar = == 0 
ſtatt finden mh; we..." m! 
BA): 5. 0. de I? da: 


iſt. 
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iſt. Aus ‚biefen 4 Gleichungen (1. — 4.) maß: nun. a, B, ‘c und 
eo gefunden werben. Die (1. 3. u. 4.) geben fogleich >. 


O8 283. 

mem VrSHE (8-8: €-dy) 

BE te — (E-92— 4-85) 
= m= 8, 


wo X, B, € die Bedeutung der (VI. 7.) haben J ſo daß auch 
noch die (VL. 8.) ſtatt Findet, nämlich 
7) Y-9z-+-B-dy--E-dx 0. 
Mit Hilfe dieſer Gleichungen (6. u. 7.) giebt dann die (2.) 
ſogleich 
Os? 


8) TB re 
welches die Gleichung für den Kruͤmmungs⸗Halbmeſſer iſt *). 

Um von allen dieſen Ausdruͤcken ihre ſymmetriſche Form 
deſto bequemer uͤberſehen zu laſſen, bemerke man noch, daß nach 
(VL), wenn a, ß, y die Winkel bedeuten, welche die Tangente 
der Kurve mit den Aren OX, OY, OZ mad, 

©“ 2 — o 3 

9) sa = 2 alſo dlcosa). = in 
ift, während man auf der andern Seite, wenn ſtatt A, B ihre 
Werthe gefegt werben, j 


A⸗dy-B. dꝛ 


=dx-(dy-9°y492-9°z)—(9y’+02?).0°x 
dꝛ · (dx dry dry) (drHOy°487N)-d%x 
erhält, fo daß, weil die (5.), differenzürt, 
10) 58. das — &x-d’x+dy-d’y-4+dz- 8% 
liefert‘, > 





*) Diefer Ausdruck (9.) für den Krümmungss Halbmeffer o geht in 
ben ($. 7. II. D.) für ebene Kurven gefundenen über, fobald z == 0, alfo 
auch z=0, Hz=0 gefent wird, weil dann 96’ = dx’ 4-8y° und B— o, 


ds? 
fo wie noch C= 0 wird, aloe = u 


L | [17] 
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11) Hay Bm de Or) QetOlone 0) 


wird. 
Da nun die Gleichung (8) noch’ 
2») : WewHe=T 


liefert, fo folgt, daß wenn man dieſe (ſo wie natürlich die leicht 
gu erhaltenden analogen) Werthe in bie eco ſubſtituirt / letztere 
biefe Form annehmen: 0 


I = On dd) = .&cos y) 
1) (har y) = £.3(c00ß) 
3 
xa= ©.@r.8%0-86.3%) =— 5: .8(cos @). 


Sind nun £, &, EU die Winkel, welche die Richtung de 
Krümmunge » Halbmefferd (vom Mittelpunft an in’d Unend 
fiche gedacht) mit den 3 Aren macht, fo hat man noch nach 
($. 1. VIE) vermoͤge der Gleichungen (13.) 


cost == Ex dre-26:d%) = =— - 3 8(cos ae) 


14) {cosü= 





Lay 08 y)=— cos) 
cos der „3 (02-0°:-08-d°z) = _ 3 "8(cos ). 


VIII. Dieſe 3 — auf einander folgenden Punkte der ein 
fach oder doppelt gefrümmten Linie, durch welche Die Krum 
mungs- Ebene und der Krümmungs- Kreis hindurchgehen, bil 
den 2 nächft auf einander folgende gerablinige Tangenten ber 
Kurve und Diefe unter ſich einen (offenbar unendlich Eleinen) 
Winkel , welcher der Berührungs- Winkel genannt wirt. 
— Um diefen Winfel 5 zu finden, muß man den Sag zu Hülfe 
nehmen ($. 1. VII 7.), nach welchem 

1) cosö = cosa.-cosa!-+cosß-cosP!-Fcosy-cosy! 
if, wenn a, ß, y die Winkel find, welche die erſtere Tangente 
mit den Aren macht, und wenn man dagegen unter al, A, „die 
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Winkel verficht, welche bie nächft folgende Tangente mit ben Aren 

bildet. 

Denkt man ſich nun, der Gleichfdrmigfeit der Rechnungen 

wegen, x, und daher auch y und z ale Funktionen von t, fo 

find auch a, 4, 7, al, Al; yl Funktionen von t, und zwar ift 
2) «= — &,1a0 = Pra = Yırar 

Daraug folgt nach dem Taylor’ (en kehefat⸗ 


83) casa! = cosa+ Keoen)-dtHBNeon). Zt 
4) eos = cos B-+ (cos ß)-dt4+8”(cos ß)- te 


5) cosy! = * —— te 
wo wir wicher, ber Kürze wegen, dcose) ıc. ıc. flatt &(cos a), 


zc. ꝛc. gefchrieben haben. 
- . Dabei ift aber nad) ($. 1. VII.) | 

6) -  _(cosa)’-+(cosf)’+(cosy) = 1, 
alfo auch, wenn man biefe Gleichung zwei mal hinter einander 
nach allem t differengürt, 

7) cosa»d(cos«)-4 cos ß-d(cos P)-Fcosy-dlcosy) 0, 

8) [dlcosa)]’-F[d(cos?)]’+-[&cosy)]’ + 

cos &-O°(cosa)-+ cos -d°(eos })-H cosy -8°(cosy) == 0. 

Subſtituirt man nun die Werthbe aus (3. — 5.) in die (1.), 
und berücfichtigt man die Gleichungen (6.— 8), fo, ergiebt 
ſich, wenn man die Unendlich: Kleinen der dritten und hoͤhern 
Drdnungen wegläßt, 


9) cosö= 1-4 [ö(cos e) ]’+[8(cos MY-H&%cosy)]? ).dt?, 
woraus, wegen sind? — 1— cosd?, wenn man wieber das mit 
dt* bebaftete Glied megläßt, 

10) sind? = ([8(cosa)]?-+[8(cos B)]’-+[&X(eos T)-dr 


ſich ergiebt. 
Daraus folgt, daß sind unendlich flein von ber erften Orb» 


nung if. Da nun nach (Unalyf. $. 13.) 
[L17*] 
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Zu net 
iR, fo: folgt, wenn man. bie Unendlich⸗ Kleinen der Li Orb 
mungen weglaͤßt, 
2) 0 ind, 
alſo 


—000—— 
Subſtituirt man nun ‚hier ſtatt Icosa) ıc..2c. die. Werthe, wie 
ſich foldye aus (VI. 13.) ergeben, und beruͤckſichtigt man, daf 
nach (VIL.2.) ° 

GH = _ 
ift, wo o den Kruͤmmungs⸗ Halbmeſſer bedeutet, ſo findet man 


14) dom —d=—, 
0 0 


d. h. dieſer Beruͤhrungs⸗-Winkel 5 (verfteht ſch im Bogen fir 
den Radius 1 ausgedrückt) findet fich, wenn man dag Elemat | 
ds des Bogens der doppelt gefrümmten Kurve durch den rum 
mungs⸗Halbmeſſer dividirt; daher ift er derfelbe Winfel, Ben bie 
beiden durch bie Endpunfte von ds gelegten Normalen ber Kurt 
(d. h. Die beiden’ Radien des Krümmungs- Kreifed, welche durch 
die Endpunfte von .ds gehen) unter ſich bilden *). 

Anmerf. Alles über bie Kurven doppelter Krümmung Ge 
ſagte gilt aber natuͤrlich auch, wenn bie Kurve eben, d. h. nu 


einfach gekruͤmmt ſeyn ſollte. 





*) Dieſes Letztere kann man aus geometriſchen Betrachtungen eber 
falls ableiten. — Es ſey nämlich (Fig. 38.) LMN das Element ds der 
Bogens; und LMP und MN feyen die beiden Tangenten in den Endpunk 
ten L und N, melche ſich in M fchneiden. Dann it NMP der gefuhe 
Winkel 8, fo wie OL= ON=., fobald OL, ON von L und N 
fentrecht auf NM und LM gedacht und verlängert find, bis fie fich in 0 
fchneiden. Alfo it 5= NMP=LON, weil das Viereck OLMN bel 
und N rechte Winkel bat. Aber eben deshalb iſt dann auch Bog. LNæOLA. 


d. h. de ⸗ .o oder = ®, wenn nur & den Bogen vorftellt für da 


Radius 1, der dem Berührungs⸗ Winkel NMP oder LON zukommt 


Wir haben aber oben im Lerte abſi chtlich ben umgekehrten Weg ww 
gezogen. 
J 
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>» a . A “. * 
“re, 4 J * * .' ‘ 
X 4 vo 577 ,. Mi . 


in Ban vn gtagen ber (weite Didkuag. el 


u Sie: —— Gleichung ber Flaͤchen der welten Dr 
und anf fenkrechte Axen bezogen iſt nach (. 10. IV: : 
Or AB yield HOHER gi 
” Ba "Gz+Hy+Ka+L = 0. 
Will man bie Durchſchnitie⸗ Linien haben, in welchen die Koor 
dinaten⸗ Ebenen XOV, X0Z und YOZ diefe, Släche ber jioeiten 
Ordnung ſchneidet, ſo muß man „(nach $. 10. II.) abwechfelnd 
z=0, y =0 und‘ x=0, fegen. Diefe Burehfchntte find alfo; 
wenn fie “Kurden. fi nd, nothwendig Linien der jtgeiten Ordnung 
ober Kegelſchnitte Eine dieſer Gleichuigen iſt 3. 
„Br Hr +D-yHBy+Kı+l.= =. V “ F 
Giebt nun dieſe Gleichung überhaupt eine Kurve, ſo. ik. diefelße 
eine Parabel, Ellipſe ober. Hyperbel, je nachdem, D’—4BC 
Rul, ‚negativ ober pofitio iſt (Vgl. 8. SL), a 

Legt ‚man. ‚duch einen , Punkt in der Axe oz, deſſen 
| dritte Koordinate r if, eine Ebene parallel mit xox, und ſucht 
man die Durchſchnitts⸗ Linie dieſer Ebene mit der Flaͤche der 
zweiten Ordnung, ſo muß man in der Gleichung (DO). r flaft 
2. ſetzen. Die Gleichung zwiſchen x und y welche dann her⸗ 
vorgeht, iſt Wieder von ber zweiten Ordnung, und giebt, we 
überhaupt eine Kurve, wiederum eine ‚Parabel, Elipfe oder Hy 
perbel, je nachdem. D?—4BC Null, negativ. ober‘ poſitiv if. 
Alle mit der Ebene XOY parallele Ebenen fchneiden daher die 
Slaͤche der zweiten Ordnung in gleichartigen Kegelſchnitten, d. h. 
in "Tauter Parabeln, in lauter. Elipfen oder in lauter Hyperbeln. 
Daffelbe gilt von jeder der Koordinaten: Ebenen. 


Während aber in der einen Richtung z. B. lauter ERipfen liegen, kön⸗ 
nem in jeber der beiden. andern Richtungen Tauter Parubeln oder Hvper⸗ 
bein sefunden. werben. on 


Fuͤhrt man neue Koordinaten: Aren ein (nach $. 10: V. y 


Bleibt ‚die Gleichung, welche für bie. Fläche ber zweiten Ord⸗ 


nung aus ber Sleihung (GO) hervorgehe. noch won ber mweiten 
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Drdnung, während eine der neuen Koorbinaten: Ebenen jebe be 
liebige Ebene feyn kann. Die. Bläche ber zweiten Orbnung wird 
daher von jeben, beliebigen. Ebene, wenn überhaupt: in einer Kurve, 
allemal in ‚einem Kegelſchnitte geſchnitten, und alle mit Kiefer 
Ebene parallelen Ebenen ſchneiden bie Fläche. der zweiten Orb» 
nung in lauter gleichartigen Kegelſchnitten *).: 
IL Durch neue. wiederum auf einander fenfrechte Koorbine; 
ten⸗Axen können 6 unbeſtimmte eingefuͤhrt werden, naͤmlich die 
3" Koordinaten Weithe des neuen. Anfangs Punfted der Koor⸗ 
dinaten, und die 3. Winfel, wodurch bie Lage ber neuen Axen 
gegen. die ‚alten feftgefteltt wird. Ueber diefe 6 Unbeftimmten 
fann man dann ſo bisponiren, daß die neue Gleichung 6 Glie 
ber weniger. .befommt, als die alte deren bat (vergl. $. 8. L). 
Namentlich kann man aber allemal durch Beſtimmung drein 
dieſer 6 Unbeſtinimten in reellen Werthen, die mit 2y,: xz u 
yz behafteten Glieder herausfallen machen. 
Wie daher auch die Flaͤche der zweiten Ordnung fm mag: 
fo laſſen ſich doch allemal Koordinaten⸗Axen fo legen, daß in 
Bezug auf diefe Axen, die Gleichung dieſer beliebigen, alfo je 
der Zläche der zweiten Drbnang, einfacher fi ſich (0 ' ausbrüf 
fen läßt Bu 
(&- .. Ar+B y+C- °+-D-z+E-y-+-F-x4-G —T. 
Diefe neuen Yen wollen wir aber aufs Neue durch OX, OY, 
0Z, vorftellen... 
Aulle mit dieſer jegigen XOY parallelen Ebenen fchneiben 
nun bie Flaͤche der zweiten Ordnung (C) in lauter Parabeln, 
in lauter Elipfen, ober in lauter Hnperbeln, je nachdem das 
Produft B-C Null, poſitiv oder negativ iſt. Ganz analoges 
gilt von den Durchſchnitten, welche mit den beiden ander 


*) Es Tonnen Ebenen. 'gelegt werden, weiche bie Fläche ber zmeites 
Drdnung gar nicht fchneiden. Und mwiederum giebt ed Flächen ber zweites 
Drdyung, welche von gewiffen Ebenen bloß in geraden Linien geſchnittes 
werden. Sind dieſe Geraden parallel unter ſich, ſo hat man den gemeir 
nen Enlinder; ſchneiden ſich aber dieſe Geraden in einem Vunkte, # 
bet man ben gemeinen. Kegel. 
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Rearbiiaten Ebenen XOZ und VOZ. parallel laufen. Die. Bes 
fimmudg hängt dann davon ab, ob hinſichtlich: ker mit XQZi pa 
rallelen Schnitte: das Produkt A: C, hinfichtlich her, mit VOZ 
parallelen Schnitte aber das Probuft A-B Rull pofirie obe ne 
gativ iR.” Daraus folgt aber ⸗· = 

1) Wenn die Schnitte nach einer dichun⸗ Puabeln ſich 
ſo ſind fie nach. einer / zweiten der Z. Richtungen OX, OY, OZ 
nothwendig wicdervm · Madabela, aber nie naeh: alten .3. Richtun⸗ 
gen zugleich. 

Denn, wenn 5.92. B- C=0 if, io j” aitweder B=0 oder C=0; 
d. h. entweder noch A-B=0 oder noch A-C=0. — Wären aber ale 
3 Produfte A-B, A-C und B-C zu gleicher Seit = 0, fo wäre auch) 


A=B=C=0 ud die Gleichung (C) wäte dann nicht mehr von’ der 
imeiten Ordnung. 


'.2) Die Schnitte nach. alten 3 Richtungen koͤnnen Eupſn 
aber nicht nach allen: 3 Richtungen Hyperbeln ſeyn. 


Deyn wären 3. B. A B und A. c beide Hegatio,, ſo wäre 27 u alfo 


Bi © alſo auch 2.0, oder B»C pofttio; d. h. wenn die Schnitte in 


zweien grchtungen Hoperbeln ſi ind, fo find fi ie doch in der dritten Richtung 
Ellipſen. _ 


Einen folchen hier zuletzt gebachten Körper nennt man: aber 
ein Hyperbolbid. 
3) Wenn bie Schnitte nach zielen der 3 Richtungen € 


| lipſen find; fo ſind fie nach der dritten diefer 3 Nichtungen eben: 


falls Ellipſen. — Den von biefer Fläche der zweiten Hrönung 
begrenzten Körper nennt man aber Ellipfoib. 

UI. Fuͤhrt man in einem folchen. Ellipſoid 3 neue Koordi⸗ 
naten· Ebenen parallel. mit den alten ein, um unb eſtimmte poſi⸗ 
tive oder negative. Werthe p, q, Tr von ben alten entfernt, ſo 
daß x-H-p, y+q, z+r bezüglich flatt x, y, z zu ſtehen fommt, 
fo fann man p, q, r immer. fo beftimmen, baß die Gleichung 
der Dberfläche diefes Ellipſoids diefe Form annimmt: 

(0) ... A-z2’-+B- y +C-?=D, . 
wo A,B,C,D alle pofitio find. — Diefe Koorbinaten Ebenen 
theilen daher das Elipfoid in 8 congrumte Theile. 


Neunt man 2a, 2b,20 bie Längen ber Axxen OX, OY, OZ, 

welche :auf. beiden Seiten von der Oberfläche des EBipfoibs bes 
grenzt ſiad / fo muß die Gleichung (9) für.z=y == .0 dbas 
zugehoͤrige x. a geben; eben. fo y.—=b, dns x == z.2=0 
iſt, und z=c, fo we =y=0 geſetzt wut. Dies giebt 
die 3 Slohangn 
— Ce DD; BE=D, And. D;. 
unb babug geht bie: Gleichung bes Elllpſoids in 

22, y?’ x]? _ 
A etrrT3 Eu Ih. 
oder in er EEE 
„@ m be 
AIſt bc, fp nennt man- das Ellipfoid ein Umbrehungs: 
. Ellipfoid, weil es dann durch Umdrehung der durch 
a?-y?+-b?.r? = a’-b? 

gegebenen Ellipſe, um die Are 2a derfelben, hervorgebracht wer 
ben kann *). Die Gleichung deſſelben Umdrehungs⸗Ellipſoibs 
Mae 0... on | 
7 a (+ y?)+br 2? = arb?. 
Und iſt endlich a=b=.c, fo :geht die Glächung bes Ei 
lipſoids in dieſe u 

2 -y’+-ı? = == a3 

üben, und das Eiipfoib. ſelbſt wird dann Kugel genannt. 


*) Daß es eben fe ein Umbrepungs+ Hoberboloid, auch ein nee 
hungs⸗ Paraboloid geben kann, bebarf Feiner befondern Erwähnung. Die 
Querfchnitte, welche fentrecht auf die Umbdrehungd Are gelegt werben, fin 
Dabei allemal Kreiſe. Eben fo giebt es einen Umdrehungs⸗Kegel (gewähr 
lich in den Elementen ſenkrechter oder gleichfeitiger genannt) us 
einen Umdrebungs=Eplinder (gewöhnlich fenkrechter Eylinder genannt). 
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wiehberun bribe non ——— Pants * ws: are 

Aber xben deshalb, weil hiernach J 
AM = a Am "ui We. 1 

iſt, folge nunauch J ee 


MN = — Bra 8; = de. dt ↄ WARE AN vie 


d. h. in fo fene MN = ds und dt unendlich⸗klein iſt, nach 
( §. 20. Analyf. ) 


2) J ds. = ds „dt, ‚ode = - = = u 


K} 
„. € 
. .,. 


wo ds, eine von s, abhängige; nach ben Regeln der Ableitungs 
oder Differenzial⸗ Rechnung aus LE E; findende dunttien von 
2 .. u 
| I © 4. nn 

% größer bei einerlei Zeit-Theil dt, der beſchrichene vehn 
Theil ds: iſt, deſto gefchwinder wird die Bewegung genannt. 
Dieſe Geſchwinbigkeit der Vewegung haͤngt alſo einzig md 
allein von dem Koeffizienten ds, ber Gleichung (2.) ab. — Wir 
druͤcken daher von nun an bie Gefawindigkeit « einer Be⸗ 
wegung, in Zahlen, durch den Werth von 


Ba, oder = **) N 


«and. Enthält nun der Ausdruck ds,, die Zeit t ſelbſt gar nicht, 
d. 5. if 35, nach t konſtant, fo heißt die Geſchwindigkeit 
fchlechtmeg kon ſtant; der Atom befchreibt num zu allen Zeiten 


*) Wir bitten bier insbefondere den ($. 20. Analyf.) mit Aufmerk⸗ 
ſamkeit nachulefen, damit die Ueberzeugung hervorgehe, daß bie GBleichuns 
(2) nicht bloß genähert, ſondern genau "wahr iſt. 

**) Man fagt daher auch: Geſchwindigkeit zu Ende einer jeben 
- Belt t wäre das Verhältniß des Raumes ds zu der dazu verwandten 
Zeit dt. — Man muß jedoch dabei nicht Überfehen, daß de, dt unendlich 
Heine anbenannte Zahlen find, die anfangen, wenn # und t rot eben 
vn. 


“ 
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Pte wu 


Wenn wir daher fagen: In der Zeit t babe der Atom im 
Raum s befchrieben, fo verfiehen wir unter t und s allemal di 
unbenannten Zahlen ber Sekunden und Fuße, durch welche 
Zeit und Raum vorgeftellt find. 

Einen ımenblichsEleinen ($. 20. Analyf.) Theil der Sekunde 
bezeichnen wir, fobald folcher vom Ende der durch t be 
geichneten Zeit an gerechnet wird, durch dt. — nm 
ber in, hers Zeit t. befchrichene: Raum; durch = bigeichitgt,. ſo be 
zeichnen wir das in biefer Zeit dt befchriebene Bahn⸗Theilchen 
durch ds. 

In (Zigg. 24. oder 25.) fep AM ==, und t bie Zeit, welche der Arm 
gebraucht, um von A bis-M gu gelangen. Verſteht man nun unter di I 
Zeit, ‚welche. ber Atom gebraucht, wm. .non M ‚bis N. gelangen, Wh 
NN der Bahn» Theil, den wir fo eben durch ds bezeichnet haben. Dum 


it AN=s-+-ds, und zugleich iR e-4-dt die zu dieſem Wege AN Mt 
s-+ds verwandte Zeit. 


. 6. 3. | , 
ee m; ‚jeder helicbigen Zeit t "gehörige, Theil s pe Sr 
" ‚abhängig theils von, den Urfachen” ber Bewegung, bie mi 
zur Zeit noch nicht in Beirächtung. jiehen wollen,’ heils abe 
auch von der Dauer. ber Bewegung. Es findet daher zeoifche 
‚ben unbenannien Zahlen s und f.eirie Abhaͤngigleit att, welch 
in einer. Gleichung außgefprochen feyn muß. — Denkt man ff 
kun dieſe Gleichung nach. 8 ‚aufgelöft, fo wird m, bie Form 
3). Er Gen 
annehmen, wo wir durch s, bie Sunfsion von 7 vorkeien, welche 
für s durch Aufloͤſung der eben gedachten Gleichung gefunder 
wird (fo daß alſo in dem durch s, ‚sorgeßelten Ausdruck da 
Buchſtabe s ſelbſt nicht vorbemmt). 

Nach (8. 2.) bedeuten num I und: Ira PR naͤchſt auf 
einander folgende Zeiten, Die einerlei Anfang Haben; daher fir 
vermoͤge ber Gleichung —V 

I. .... 
bie zugehörigen Wege AM und AN. (Si a. [> 3.) 





5. 4. Beweg. hr. Erſcheinung. an 
wieberan beide won -beumfelßen. Anfangb —— re 


Aber. eben desbalb, weil. hiernach na 
AM= a Aa "nal Ba BR - 

iſt, folgt nun: auch - . . n a N 
NN = 2,2, == dae an oa 


d. 5. in fo ferne MN= de und dt unendlich⸗klein iſt, nach 
($. 20. Analyf.) 


2) u ds. = d5,- .dt, ‚ode “in, Bu 


* 
.... ie 


wo ds, ehle von 8, abhängige, nach den Regeln ber Asftunge 
ober Differenzial Rechnung aus 8 iu findende dunttioen von 
t iſt u | 
F — 4. tn 
% größer bei einerlei Zeit» Theil dt, ber beſchriebene Dehn 
Theil ds: iſt, deſto geſchwinder wird bie Bewegung genannt. 
Dieſe Gef hmndigkeit der’ Vewegung haͤngt alſo einzig md 
allein von dem Koeffigienten ds, ber Gleichung (2.) ab. — Wir 
drücken daher von nun an bie Seſchwindigkeit einer Be⸗ 
wegung⸗ in Zahlen, durch den Werth von 
ds 44 
BEN ie 


aus. Erf nun der Ausdruck ds,, die Zeit t ſelbſt gar nicht, 
d. h. iſt ds, nach t konſtant, fo heißt die Geſchwindigkeit 
ſchlechtweg Fonftant; der Atom befchreibt nun zu allen Zeiten 


*) Wir bitten bier insbefondere den ($. 20. Analyf.) mit Aufmerk⸗ 
ſamkeit nachzulefen, damit die Ueberzeugung hervorgehe, baß bie Gleichung 
(2) nicht bloß genähert, ſondern genau "wahr iſt. 

**) Man fagt daher auch: Geſchwindizkeit gu Ende einer jeben 
Zeit t wäre das Verhältniß des Raumes ds zu der dazu verwandten 
Zeit de. — Man muß jeboch dabei nicht überſehen, daß de, dt unendlich 
Heine’ unbenannte Zahlen find, die anfangen, wenn s und t ſelbſt eben 
aufhören. 7. 


- 
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In amielben Zeitz Dhyalichen dt: auch baffelbe Bahn⸗Dheilchen da; 
die Bewegung felbft ift Daher waͤhrend ihrer ganzen Dauer gleich» 
förmig oder konſtant nach (6. Y. — 

Iſt aber 28, noch eine Funktion von t, fo: iſtudieſer Werth 


von ds, ober we m Ende einer jeben andern Zeit t auch (im 
gemeinen)‘ ein anderer; bie Geſchwindigkeli ö6, oder E- 
ift nun veränderlich mit ber Zeit t, und die Bewegung ſelbſt 
(da nun die in demſelben Zeit: Theilchen dt befchriebenen Bahn⸗ 
Theilchen ds nach der Gleichung (2.)..mit t fich ändern) iſt nun 
eine ungleihförmige oder veränderlige, nach ($. 1.). 
Anmerk. Iſt für irgend einen Werth von t der Werth 
ber Gefchwindigkeit ds, —=.0, fo ift nad) ber: Gleichung ($. 3. 
Per. 2.) der in der Zeit dt befchriebene Raum ds Genfals — 0; 0; 
d..8; der Atom iſt dann in Ruhe. 
Br . ‚Die, Geſchwindigkeit Null zeigt alfo- an haß in die⸗ 
im Augenblick der Atom fich gar. nicht bewege. 


ę 5. 

Wejeichnet man, während s- den. in der Zeit t befchricbenen 
Meg bedeutet, bie zu Ende der Zeit t vorhandene Geſchwindig⸗ 
feit der DBetvegung durch v, fo hat man offenbar dag ganze 
Gefeß_der Bewegung, wenn man zwiſchen s, v, t irgend eine‘ 
Gleichung P,,, = 0 gefunben hat. — Und bie beiden Glei: 
chungen | | | 

1) = 0. und 2) S—=v 
laſſen 2 ber 3 Veraͤnderlichen s, v, t als Funktionen ber drit⸗ 
ten finden. 

Man kann naͤmlich aus dieſen beiden Gleichungen (1. u. 2.) 
den Buchſtaben v eliminiren, fo daß man bie Gleichung 

3) | 2 Par = 0, 
alfo eine Differenziale Gleichung der erfien Ordnung zwifchen den 
beiden Veränberlichen s und t erhält. Wird dieſe leßtere allges 





SE.ÄTEIL Beweg: als Efeu g 


mein integrirt, fo erhaͤlt man „eine-.(aldebraifthe ober tranſcen⸗ 
dente) Urs» Gleichung zwifchen s, t und einer Könftgnte C, welche 
letztere noch aus irgend einem Paare bekaunter und zufainmen⸗ 
gehoͤriger Werthe von s, und t--bekimmet werden muß. Weil 
aber fuͤr t=0, unferer bisherigen Vorausſetzung zu Folge, auch 
s—=0 erben muß, ſo ſeizt man in letzteret Gleichung t=0. 
und s S O, ib bat ‚Nun bie ‚Stächung dur Beſtimmung ber 
Konftante C. ey 
J Diefe Ski wriſchen s’und t giebt‘ mm galt Suftrktion 
von t (oder mich t als Funktion von»), waͤhrend bie Viferẽu⸗ 
zial⸗Rechnung ans. diefer Gleichung wiſchen s Und‘ auch wie⸗ 
derum bie Geſchwindigkeit ds, findet, wie folche zu Ende eineb 
ieben Zeit t (bei diefer Bewegung) vorhanden ſeyn wird. 
Betrachten wir" noch einige ſehr fpesele sm | 


A, Konſtante Bewegung. on 
.I Ss geneben ‚eine konſtante Bewegung —* die —*— 
| el. c. a.) 
(hart ber obigen N fo hat mn BE BE 


1) vw=6,. 2) de. ⸗ y. alſo 3). = 


Dieſe letztere Gleichung integrirt, und das Infegpal. fo genom⸗ 
men, ne für t=0 auch s—=0 —* giebt 


———— e di, s=ch, 


* Gleichung (4.) druͤckt num das ganze Geſetz Siefer eonflan- 
ten Bewegung, deren (Fonftante) Geſchwindigkeit = = voraus⸗ 
geſetzt worden iſt, algebraiſch qus. 
Dieſer Gleichung (4.) zu Folge hat aber«bie: Honfiante de 
wegung auch noch nachfichende Eigenfchaften: il 
II. Bei der fonftanten Bewegung verhalten ſich zwei in ver⸗ 
ſchiedenen Zeiten t, und 4, beſchriebenen Wege e si und s,, wie 
Die dazu verwandten Zeiten. 
Dem es iſt nach (4.) 0 
„=ch und = c: it 
Eliminirt man daher ce aus diefen letztern beiden Slelhimgen rn er⸗ 
giebt ſich 


N 


_ 


Pd 
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FIT GEN En SE Dal BESSER A EEE En — * 
db. bei ber, fonftanten. Bewegung iſt die Geſchwindigkeit .c das 
Berbältnif des Raumes ⸗ zur Zeit t, auch ‚wenn.t (und daher 
auch 5) nicht gerabe unendlich⸗klein, fondern beliebig groß find. 
„IV Bezeichnet a den Bahn Theil,. weichen der Atom in 
ber. fen. Seunbe befchreißt; ſtellt ‚ferner. a! den Bahn- Theil 
00% welchen „ber Atom in. ber ‚nten, Selunde Burhläut;- ſo bat 
man nach ber Gleichung (4.) 
...mewelzea. 0.00.00: 

dagegen ug = oe R—ea—)=.c*) -: 
D. h. bei der konſtanten Bewegung wird in -jeber. folgenden Se 
kunde derſeſpe Raum beſchrieben, wie in ber erfin; und biefe 
iſt genau durch die Zahl c ;vorgekelt,- weiche wir bie Geſchwin⸗ 
digkeit dieſer Bewegung nennen u“), r 

„_B Sleidförmig befchleunigte Bewegung. 

L fe (ſtatt der obigen Slechung Pay = = =0) sgeben Diefe 
andere Gleichting naͤmlich? 


Le) 


1) v a+b- et, u 
on nennt man Bi Vewetuns eine gleichfoͤrmis beſchleun⸗ 
er nigte, 


“ *) Es drück milih cin den Weg aue, welcher in den erſten n Se⸗ 
Funden befchrieben if; fo wie e-(m— 1) den Weg vorkellt, den Die Bewer 
gwüs in den erſten 'n-— A Gefunden durchlaufen hats alles der Gleichung 
(4.) gemäß. — Subtrahirt man nun beide Bahırs Theile von einander, ſo 

bleibt offenbar ber. Bahn Theil, a’ übrig, ber in der nten Sefunbe beſchrie⸗ 
ben worden ii? 

"*y Hirte man daher bloß konſtante Bewegungen zu betrachten, fe 
würde man die Gefchwindigkeit gleich von vorne herein als bie. Zahl ber 
Fuße befiniren können, welche die Bewegung in der erfien.und deshalb auch 
in jeder Sekunde durchläuft, in fo ferne der obige allgemeine Begriff von 


Gefchwindigkeit in diefem Galle auf den fo eben ansgefprochenen iu 
rüdfönmt. 
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nigte, wenn b pofitiv if, dagegen eine gleichförmig verzoͤ⸗ 


gerte, im Falle b negativ feyn fol *). Diefe Sleichuns dl.) 
in Verbindung mit ber \ 


! 


2) | 08, = v 
giebt fogleich 
3) ds, = a+b- .t; 


folglich ift jet, wenn man integrirt, fo daß —* = 0 0 au 
s=(0 toird, oo er hen 
4) s = a-t+jb- 2 ren Too men 
Diele Ur: Gleichung (4.) zwiſchen s und t brüche nun dag 
ganze Geſetz ber. gleichförmig . befchleunigteh ober. der gleichfoͤr⸗ 
mig vergögerten Bewegung algebraifc) aus. 
Aus dieſer Gleichung laſſen ſich noch leicht‘ hächfehenbe Ein: 
zelnheiten ableiten: 
IL. Den Kaum s kann man. in zwei Räume" herlegen/ x unb 
h, fo daß man 
s =x-+rh und x a⸗t, ſo wie Ne = be f? 
bat. Der Kaum x iſt dann berjenige, welcher Beh fonftanten 
Theil a ber Geſchwindigkeit feine Entſtehung verdankt, während 
der andere Theil h’ derjenige Theil’ des Raumes # 7 welchet 
‚ von der Geſchwindigkeit b+t herruͤhrt, welcher alfo ganz allein 
entfiehen würde, wenn die Anfangs: Sefersinigtd a ber ul 
gleich wäre, d. h. gar nicht wäre: REF Er Man 
II. Betrachten wir bloß die Sch un ver, We 


rn” sry Ball en 


"5, Güre=0 nid va, d.h. die Bechminhige 14 Aufang-Aet 
Zeit t. iſt Za. — Denkt man ſich die Geſchwindigkeit v_au jeber, Zeit 





in wwei Theile zertheilt, wovon der eine dieſer konſtante Theil a, der’at 


| 


dere b«t aber durch v’ bezeichnen wird, fo-verhakten fiy wei; ae 
Denen Zeiten t, und t, gehörigen Werthe v’, undy (pan Wı)u: wie Diefa 
‚ geiten. — Denn es it vı=b-t, und v * btai 9 — ; zuon ne 
beiden Gleichungen durch einander, fo efhält man'vA:v ag 
v’,..um welches bei diefer gleichformig beſchleunigten —8 sie Aue 
fangs⸗Geſchwindigkeit a mit der Zeit wachſt, if daher mit her Belt: Nelbſt 
proportional. — If b negativ, fo finden ganz analnge- Betrachtungen ſtatt; 
in der gleichförmig verzögerten Bewegung nimmt baher die An ange: Ge⸗ 
ſchwindigkeit um Stüde 0b, wide mit. der Beit ber Senegi ‚Piöpetl 
tional find. .4.4 at 


L. Tıs] 


— — ge 


ß 
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21) BE s—=4betf, 
wie ße zu ‚dir Geſchwindigkeit 
2) v= bet 


gehört, und nennen wir s,, 5. bie in ben Zeiten t,, t, vom 
Anfang ber Bewegung an befchriebenen Käume, fo bat man 
nach dieſer Vorausſetzung 

s, == ib-t? und s, = ib: ba. 
Eliminirt man nun aus diefen beiben Gleichungen den Buchſta⸗ 
ben b, fo ‚erhält man 


re ‘ . A 
ie N s =, oder he; = tet; 
d. h; bei —* gleichfoͤrmig befchfeunigten Bewegung, in wel⸗ 
cher die YUnfangs- Geſchwindigkeit Null ift, verhalten ſich zwei 
vom Anfang der Bewegung an gerechnete Wege 5, und s,, mie 
die Quadrate der darauf verwandten Zeiten t, und t., da 
ber auch wie Die. Quadrate der zu Ende dieſer Zeiten vorhande 
nen Geſchwindigkeiten Vi. und v. Cin fo ferne der Vorausfegung 
in. Folge v,—=b:t und vu == bet,.ifi, alſo auch vv —=tı:t)) 
Eliminirt zuan m den Bringen (1. u. 2.) die Beit t, fo 
exhaͤt EEE Ä 
89. 3 u: Be == Abe; oder} = . Vobes 5, 
wodurch bie Sefehtwindigfeit v, wie fie zu Ende ber Zeit t ſtatt 
findet, direkt aud dem in iefer Zeit t befchriebenen Wege s ge 
funden werden kann, fo wie auch umgefehrt s direkt in v. — 
Mich: dieſe Brihähg‘ (3. haͤßt ſchen daß bei biefem ſpezielle 
Sale Der "glächfornig, beſchleunigten Bewegung, in welchem bie 
Ynfange:r Geſchwindigkeit > O iſt/ die gu verſchiedenen Zei 
tani® vorhaudenen Geſchwindigkeiten, tie die Quadrat⸗ Wurzeln 
au‘ dt ‚hy bötfefbtn “Zeiten: ‚befchriebenen. Räumen, oder legte 


Kung wie. Quadrate der Geſchwindigkeiten ſich verhalten. 


Suchen wir wieber die in ber erſten Sekunde und in der 


u Sekunde baſchtriebenen Wege a und ot, fo findet ſich für 
Bi, die Zedachte gleichförmig befchleunigte Bewegung, Deren Ar 


fange Gefhminbigeir — = =0 iſt, aus (1.): 
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in 7 

d. h. bei uileſer Aeſdfberc beſchleunigten Bewegung (bern An⸗ 
fangs⸗ Geſchwindigkeit Null ſt) verhalten ſich die in ber €: 7°: 

Iſten, 2ten, Zten Aten, abet Selunde 
beſchriebenen Wege, wie die ungerahen Bahlen . BEER 

u 3 5, 177 211. 2 

Iſt 3! der Raum; bii:neine Lonfkante: Vanıgung:ir 
& 








ee benl si Bir Kira PAR: 
fchleunigte Betvegung (deren Anfangs: Gefchesisdigkeit Null i) 
in Bi Zeit = Burehfäuft lo Fubke fich hach (1.) 





gung nad) (2.) durch die erden. 
6) vb. 
ausgedruͤckt, alfo biefelbe © ‚if, di 






ben. Durch die Bergleichuing 


man aber, nun, 








langt; daß ein toi, d gleich du 
Anfange hätte und mil‘ derſelben eine gleiche Zeit; r bindurch 
konſtant ſich bewegte, einen Weg s! befchreiben wuͤrde, welcher 
|genau das Doppelte des obigen Wehes st iſt. 

IV. Umgekehrt: Verhalten ſich bei irgend einer Bewegung 
‚gie Serdpoimtihfeitun wie art: Erben Wurlemn ran" den⸗ „von 
unb Benifelßeh“ ah ee 
fa... iR, Die, Veweguns ‚allen ‚gleich heſcht 
Dieſelbe bat noch aberdies die: Liufangs · Geſchwindigkeit —— 
wenn Zeiten und Raͤume mit einander anfangen. 


L18*] 
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Denn nad) der DBorausfekuug' if, RE x.unb .», eben fo v und s 
ſolche | Geſchwindigkeiten im Räume id, | 
Yı= = Ye’:Ys, d bh, v= 20 r= Vz . )» 


oder 1). 2 2.31 ——— NEE vo: 
wenn 74 gegeben, cd Biel wid. 
Diefe Gleichung 1.) mit Ba BE EEE SEE 
2)  dav...: 
in. Derbinbung: sn, sieht die -Differemials Buchung 
:'3)-- ur 3. Hs. = b·s 9 re; ; 


weiche nun integrirt werben muß, um.s.in & gu.baben. - 
Setzt man hier (mie immer in ſolchen ‚Diftrenial- Sleichungen, die 


t felhft ‚nicht ‚guthalten, u S 16. ah) 24 Rett.De,, ſo giebt biek 





ng (2) ve Re Ver DE 
„A. ad BEN eı. 
— Mb. Vo” 


und, integriert. man. Die @rcfung 6, d0p für = 0.0h t= 0 min 
ſo erhält mn 

4) 1 2. a ‘= {br 
woraus noch BEER 

5) u Fuer - 27 tr ” | 

hervorgeht. ARE: Ih aber’ das fr Behauptete außer Zweifel gefett 

V. Bei der gleichförmig, verzoͤgerten Bewegung, wo 

v=a—bet.. und, 3, 2.t—4b-t? 

if, kann man nach der Zeitu fragen, wo bie Bewegung auf 
hört, d. 5. wo der Atom in Ruhe kommt, alſo wo vl 
if . — Man ‚findet dieſe Zeit aus der Gleichung 


4* 


har "D= a—b- v5. 
und dieſe giebt "T - on 
B een Er ar 
) b : ji 





2* 39. — J 4 
®), Zei. jehber Michieen +nenlahenfiden Bewegung’ Tann. men Diefelk 
drage thun. — Giebt aber die. Gleichung uriſchen v und t, wenn x = # 
geſetzt wird, für t nicht etwas Poſitives ſo if dies ein Beweis, daß fd 
folcher Fall ‚nie ereignet, d. h. der Atom an dami in keiner noch Toms 
meiden Zeit feine Vem gung mit + Due ——— 
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Wird der ganze th Dieſre Due v beſchriebene Ves burch s’ bes 
elchnet; ſo bat man n noch 


2 —— 
| 0 = a —E ib. gi ab. a 
Anmerk. J. ie dieſe Lehren (8. 1.—$. 5.) gelten, die 
| Bewegung mag geradlinig oder frummlinig feyn, 
wenn nur unter t bie Zeit vom Anfang ber Bervegung’an, — 
‚unter s der in’ bieſer Zeit t beſchriebene geradlinige oder krumim⸗ 
linige Weg, und unter v bie zu Ende dieſer beliebigen Zeit t 
vorhandene Gefchwindigfeit der Bewegung verflanden wird. 
‚ Anmerf. 2. ft Sigg. (24. oder 25.) AM der in der Zeit 
t befchriebene Weg s, und nimmt man O oder O! von A um 
eine beftimmte Strecke ab, etwa fo, ba OA=p, OA=gq 
wird, während p ober q von ber Zeit t völlig unabhängig find, 
fo fann man, während AM =: if, OM = s!, oder oM=s! 
fegen; dann ift 
s —=s!—p, ober ud s = sl!4-g; 
folglich 
Os, = de, auch Os, dsl. 
Demnach kann man die Geſchwindigkeit v nicht bloß durch ds,, 
ſondern auch noch durch &s’,, fo wie auch noch durch 8’, bes 
zeichnen. - | 
Jede Gleichung zwifchen s, v und takann baher fogleich in 
eine Gleichung zwifchen s', ds’, und t, ober auch in eine Glei⸗ 
chung zwiſchen s', ds’, und t verwandelt werden; und wenn 
man die eine oder bie andere integrirt, fo erhält man entiwes 
Der eine Gleichung zwiſchen s’, t und einer Konflante c’, ober 
eine Gleichung zwiſchen s’, t und einer Konflante c'. — Um 
nun in dem einen Fall die Konftante c! zu beflimmen, fo muß 
man bedenken, daß fürt=0, !’ =OA=p ift, daß alſo gleich⸗ 
geitig = O und s! = p gefeßt werden muß. — Soll aber in 
dem andern Fall die Konftante c’! beſtimmt werden, fo muß 
man gleichgeitig = 0 und s! = —q feßen, um die Gleichung 


| 
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zus Beſtimwung der. Konſtante a zu hohen; denn es muß gleich⸗ 
geltig t—= O und s— O ſeyn; da nun allgemein 8-4 
iſt, fo iſt fuͤrs — 0. nothwendig !=0—qg=—.q. 

Da endlich, wenn s’! oder 8 bekannt” ift, auch allemal fo 
gleich s als bekannt angefehen 1 Menden, kann, fo fann man aud), 
wenn man will, s! ober gil dem zu t gehörigen Weg des 
Atoms nennen;. und dies geſchieht. in der Regel. allemal fo oft 
man aus irgend. einem Srunde fat, 3 licher "8! oder. licher sl in 
Rechnung bringen. u will. 





Mechanik des Atoms. 
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Zweites Kapitel. 


Von den Urſachen der Bewegung eines Atoms. Zuſammen— 
ſetzung und Zerlegung der Kräfte 


§. 6. 


Hi (allemal unbekannte) Urfache der Bewegung eines Atoms, 
oder einer Veraͤnderung derſelben hinſichtlich ihrer Richtung oder 
hinſichtlich ihrer Geſchwindigkeit oder hinſichtlich beider, heißt 
Kraft. 


6. 7. 

Eine ſolche Urſache der Bewegung eines Atoms iſt entweder 
nur einmal vorhanden geweſen, und dann ſagen wir: eine 
Kraft habe nur augenblicklich gewirkt.“ — Eine foldhe ſetzt 
den Atom aus der Ruhe in Bewegung, in einer beftimmten Nic): 
tung, und mit einer beftimmten Gefchtwindigfeit. Die erftere 
nennen wir die Richtung der Kraft, die andere dagegen bie 
Größe der Kraft. — In Zahlen ausgedrückt ift daher Kraft, 
der Größe nach, und Geſchwindigkeit (der durch diefe Kraft 
allein bervorgebrachten Bewegung) ein und daffelbe. — Diefe 
Bewegung ift nothwendig gerablinig und konſtank, und 
bleibt fo lange unverändert biefelbe, fo lange feine (nee) Ur: 
fache der Aenderung hinzutritt. 
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§. 8. 

Ober es treten in mehr oder weniger von einander entfern· 
ten Zeitpunkten neue folche Kräfte hinzu. — Die nächfte nen 
binzutretende Kraft wird entweder 1) bie Gefchtwindigfeit, ober 


2) die Richtung, ober 3) Geſchwindigkeit und Richtung zugleich 


— 


aͤndern. So wie aber die neue Bewegung eingetreten iſt, ſo 


‚bleibe fie wieder genau fo wie fie iſt, unverändert, alſo Cin der 


alten oder in einer neuen Nichtung) geradlinig und (mit be 
alten oder mit einer neuen Gefchwindigfeit) Eonftant, big der 
Zeitpunft eintritt, wo die britte Urfache (Kraft) hinzukommt und 
abermals eine Aenderung der Bewegung entweder 1) hinſicht⸗ 
lich der Richtung, oder 2) hinfichtlich der Geſchwindigkeit, ober 
3) hinfichtlich beider, hervorbringte. — Man begreift leicht, daß 
diefe Bewegung, fo viel neue Kräfte auch nach und nach bin 
zufreten mögen, nichts weiter iſt, ald ein Aggregat von eben fo 
vielen einzelnen geradlinigen und fonflanten Bermegungen 
deren jebe für fich fo lange dauert, bis die neue Kraft Hinz 
tritt, welche fie ändert. — Die Gefammtbahn ift dabei entwe⸗ 
der eine einzige gerade Linie (wenn ſich die Richtung nie geaͤn⸗ 
dert hat) oder ein Aggregat von einzelnen geraden Linien, welche 
eine gebrochene Linie bilden. — Jedenfalls findet für jeben 
einzelnen Theil dieſes Aggregatd von Bewegungen, zwiſchen ber 
Bahn s und der dazu verwandten Zeit t, beide vom Anfang bis 


ſes Theils der Bewegung an gerechnet, eine Gleichung von de 


Sorm 

8 aet 
ftatt, wo a die Gefchwindigfeit dieſes Theils der Sewegung iR 
(nad) $. 5. A.) Sind außer dieſen verfchiedenen Geſchwindig 
feiten a auch noch die Winfel bekannt, welche jeder neue gerad: 
linige Theil ber Bahn mit dem naͤchſt vorhergehenden macht, fo 
iſt Diefe ganze Bewegung völlig beſtimmt. 


% 9. 


Oder es treten außer ber erſten Kraft, welche ben Atom and 
der Ruhe in Behyegung geſetzt hat, ſtetig, d. h. ohne merkliche, 


i 
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oder in umendlichsEleiner (K. 20. Analyf.) Zwiſchenzeit, neue 
Kräfte hinzu. — Alte dieſe ftetig new hinzutretenden Kräfte koͤn⸗ 
nen Werthe feyn einer und berfelben Funktion von £, alfo zu je 
der andern Zeit: anders; fie koͤnnen aber auch zu jeder Zeit bier 
ſelbe Groͤße haben; endlich koͤnnen fie zu jeber Zeit in der Nichs 
tung ber Bewegung hinzutreten, ober auch in jeber andern ba» 
von verfchiebenen Richtung. Und find dieſe ftetig neu hinzutre⸗ 
tenden Kräfte von der Zeit abhängig, alfo zu jeder andern Zeit 
andere, find fie alfo durch eine Funktion der Zeit auszudrücken, 
‚@ kann diefe Zunftion auch t mittelbar, mimlich v und s in 
"dh aufnehmen. 

Diefe Bewegung kann ihre Richtung umb ihre Geſchwindig. 
keit, oder auch nur eines von beiden, ſtetig abaͤndern, und fie 
kann daher krummlinig un veraͤnderlich, aber auch ge⸗ 
radlinig und veraͤnderlich, ſo wie auch krummlinig und 
konſtant ſeyn. 

Anmerk. 1. Dieſe ſtetig hinzutretenden gzräſte find 
ihrer Natur nach von den augenblicklich wirfenden Kraͤf⸗ 


“tem ($. 7.) durchaus nicht verfchieden. Bei jeder durch fie ber; 


vorgebrachten, noch in die Sinne fallenden Bewegung find fie je⸗ 
Doch gegen leßtere, wenn fie ebenfalls eine in die Sinne fallende 
Bewegung hervorgebracht haben, unendlich⸗klein, wie Elein Ich» 
tere felbft auch immer feyn mögen. Solches wird aber erft aus 
den Unterfuchungen des nächften Kapitels mit Nothwendigkeit 
bervorgehen. 

Anmerk. 2. Nach dem ( $ 8.) iſt die durch fletig hinzu⸗ 
tretende Kräfte hervorgebrachte Bewegung des ($. 9.) von dem 
im ($. 8.) betrachteten Aggregat gerabliniger Bewegungen nur 
dadurch verfchieden, daß im ($. 9.) jede neue Bewegung fchon 
beginnt, wenn die vorhergehende nur erft eine unendlich Eleine 
Zeit gedauert hat. — Wenn man daher in der Bewegung des 
($. 8.) die Zwiſchenzeiten zwiſchen den MWirfungen ber Kräfte 
immer kleiner und fleiner fich denkt, fo rückt man ber fletig 
geänderten (der veränderlichen) Bewegung bes ($. 9.) ims 
mer näher und näher, fo daß biefe fletig geänderte Beivegung 
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auch als ein Aggregat gerabliniger. und konſtanter Bewegungen, 
mo jede einzelne aber von unendlich⸗kleiner Dauer iſt, gedacht 
werben fonu; ungefähre chen fo wie man eine ſtetig gekruͤmmte 


Linie auch als ‚eine ‚gebrochene Kinie fich denken kann, deren em 


zelne Seiten unendlich Flein find, und unter ſich unendlich · kleint 
Winkel bilden. 


$. 10. 


Bon den Kraͤften poftuliren wir Folgendes *): 
Nimmt ein Atam, der bereits bie Kraft a in fi) aufgenommen, 
alfo die Gefchwindigfeit a in einer gegebenen Richtung OX 
(Sig. 20.) hat, während berfelbe fi) in O befindet, noch eine 
zweite Kraft in fich auf welche ihm, wenn er ruhte, die Ge 
ſchwindigkeit b in einer heſtimuten Richtung beibringen wuͤrde, 
fo-find 3 Faͤlle zu unterſcheiden: 

I. Kalt die Richtung ber ‚weiten Kraft b genau mit der 
Richtung OX der. erftien Kraft a zufammen, fo geht.der Atom 
von nun an In derfelben Nichtung.OX, aber mit ber Geſchwin⸗ 
bigfeit a+-b. fort, alfo gerade fo, tie wenn eine einzige 
' Kraft won der Größe a-+-b in berfelben Richtung OX auf ihm, 
während er in Ruhe war, gewirkt hätte. 

HM. Iſt die Richtung der zweiten Kraft b genau die entge 
gengefegte OX⸗ von ber Richtung OX der erſten Kraft a, fo 
geht ber Atom in der Richtung OX ber erfien Kraft a, abe 
mit der Gefchtwindigfeit a—b fort, im Falle a>b feyn follte. 
— Der Atom: gebt dagegen in ber, genau entgegengefeßten Rich: 
fung OX! mit der Geſchwindigkeit b—a fort, im Falle ba 
it; und endlich bleibt der Atom in O ruhend, wenn b = a, 
oder b-a=a—b=0 feyn ſollte. 


X) .D. h. wir ſetzen Kräfte voraus, welche die bier näher befchrieber 
nen Eigenfchaften haben. In den Anwendungen auf wirkliche Naturkräfte 
muß man dann unterfuchen, ob die hier gejogenen Zolgerungen mit den 
Erfahrungen in der Natur übereinflimmen. If dies durchaus der Gall, 
fo hat man einen pbofkalifchen Bene, daß die Naturkoiſte Bien Bers 
ausfegungen entfprechen. . 
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. I... Iſt aber die Richtung @Y ‚der zweiten Kraft b genau 
fenfrecht auf der Nichtung OX der erfien Kraft a, fo verfolgt 
der Atom eine Bahn, ‚auf. welcher er fich von den Richtungen OX 
und OY in jeder beliebig gedachten Zeit t genau fo weit (fen 
secht auf fie) entfernt, als ihn jede der Kräfte b und a, wenn 
jede einzeln und ‚ohne: Mitwirkung der andern auf ihn einmal 
gewirkt hätte, ebenfalls von dieſen Richtungen OX und OX 
entfernt haben wuͤrde. 


Anmerk. Diefe poſtulirten Eigenfchaften (I. II 1): der 
von und bier zu betrachtenben Kräfte kann man vielleicht aus 
der Annahme der einzigen-Eigenfchaft ableitenz nach welcher jede 
Kraft auf einen Atom ganz eben fo wirkt, fie mag den Atom 
in Ruhe oder bereitd in Bewegung (d. h. mit einer Gefchtwins 
digkeit in einer beſtimmten Nichtung begabt) vorfinden. - 


§. II. 


Es kann nie eine negative Kraft. und nie eine negative Ges 
ſchwindigkeit geben. Jede Kraft und jede Geſchwindigkeit ift 
nämlich abfolut und: wird. allemal durch eine abfolute Zahl in 
Rechnung gebracht. Um aber: die 3 Fälle in ($ 10. IL) in 
eine und biefelbe Rechnungs⸗-Form vereinigen zu fünnen, fo wol⸗ 
len wir von. nun.an unter einer negativen Kraft und nes 
gativen Geſchwindigkeit in. der Richtung irgend eis 
ner Are OX allemal eine eben fo große abfolute Kraft und 
abfolute Geſchwindigkeit in der 'genau entgegengefegten Richtung 
dieſer Are verfichen. 

Die: beiden erftern Poftulate des ($. 10.) fprechen fih nun 
vereinigt fo aus: | 

J. Es mögen in der Richtung einer Are OX zwei beliebige 
pofitine oder negative Kräfte a und b gleichzeitig auf den Atom 
in O weirfen, fo fann man immer eine einzige Kraft dafür feten, 
welche genau daſſelbe Leiftet, und welche der Größe nach durch 
a-+b ausgedrückt iſt, aber in derſelben Richtung ber Are OX 


wirkend gedacht, übrigens poſitiv, negativ oder Null feyn wird; 
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wobei das letztere andeutet, daß nun gar keine Kraft wirkt und 
daß der Atom ruht. 

Das dritte Poſtulat (III. des 8. 10.) laͤßt ſich auch ſo um⸗ 
formen: 

IL. Wirken zwei poſitive oder negative Kräfte a und b auf 
einen Atom O gleichzeitig in den Richtungen zweier auf. ein: 
ander fenkrechten Axen OX und OY (Sig. 20.), fo iſt bie 
Wirkung genau biefelbe, wie wenn eine einzige abfolute Kraft 
c=+Va’-+b? auf ihn wirkte, in einer Richtung, welche mit 
den Aren: Richtungen OX und OY (und nicht mit den entge 
gengefeßten Richtungen) Winfel & und A bildet, welche gegeben 
fd durch bie Gleichungen _ 


a b 
coa = — ud coß— —: 
c ß c’ 


fo daß cos« mit a zugleich pofitiv, negativ oder Null ift, und 
cosß mit b einerlei Vorzeichen hat; alfo dag = fpig, ftumpf 
oder ein rechter Winkel ift, je nachdem a pofitiv, negativ ober 
Null; während ganz analoges von 4 gilt in Beziehung auf b. 

Um diefes zu beweifen, müffen mir zeigen, daß die son diefen beiden 
Kräften a und b hervorgebrachte Bewegung 1) geradlinig, 2) konſtant iſt und 
3) in ber behaupteten Richtung und mit der Geſchwindigkeit = Yar-rb? 

Batt findet. 

Zu dem Ende denke man fich zuerſt a und b poſi itiv; ferner ſey der 
Atom zu Ende der Zeit tin M. Zieht man nun das Rechteck OPMQ 
aus, fest OP = x, OQ = y, fo hat man nach dem gedachten Peftulat 

l)) z=ıt und 2) y=b+t; 
alfo erhält man, wenn t eliminirt wird, die Gleichung swifchen den Koors 
dinaten⸗Werthen x und y iu jeder Zeit, nämlich 

3) y—b:ı=0. 

Weil aber dies nach Geom. §. 4.) die Gleichung einer Geraden und zwar 
die Gleichung der Diagonale OMV des Rechtecks OPMO ift, fo if die 
Dewegung des Atomd geradlinig und zwar in der Richtung der Dies 
gonale OM. 

Iſt nun der Atom zur Zeit t= 1 in m, und sieht man das Rechteck 
Opmg aus, fo hat man aus (1. und 2.), wenn man 1 flatt t fegt, 

4) Op=a, 6) Og=b 
und 6) Om = Va? tb? = c. 

Wird nun OM durch s bezeichnet, fo hat man offenbar 

6* Very = VER FIR t. ct; 
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d. h. die Bewegung des Atoms im der Diagonale OM if auch konſtant, 
und bat die Gefchwindigfeit c; fo daß c die Kraft ik, welche in der Richs ' 
tung der Diagonale Om des Rechtecks aus den beiden Seiten Op= a und 
Oqg=b angebracht, diefe Bewegung hervorbringt. Auch if, wie man aus 
der Figur hebt, 


cos = c0smOX = * und cosß = cosmOY = 2; 


alles fo wie es behauptet worden war. 

Betrachtet man aber jeden der 3 übrigen Säle, mo a pofitiv, b ner 
gativ, oder a negativ, b poſitis, oder endlich a und b negetin find, einjeln, 
fo finder ſich die Behauptung in. allen Fällen gerechtfertigt. Ä 

II. Wirkt alfo umgekehrt auf einen Atom in O (Fig. 20.) 
eine Kraft P in ber Richtung: OM, welche mit zweien andern 
beliebig genommenen, aber auf einander fenfrechten, Richtungen 
OX und OY bie Winkel MOX = « und MOY = Pf madıt, 
fo fann man ftatt dieſer einzigen Kraft P zwei Kräfte, nämlich. 


P cos a in dee Richtung OX, u 
und P. cosß in der Richtung OY 
fegen, und diefe Ietteren beiden Teiften, wenn fie gleichzeitig auf 
den Atom in O wirken, genau baffelbe, was die einzige Kraft 
P in ihrer Richtung OM geleiſtet hat. Und dies gilt noch, 
wenn einer ober der andere ber Winkel « und A, oder beide 
Mintel & und ß zugleich, ſtumpf ſeyn ſollten, alſo wenn 
die Kraft P in ber Richtung OM!, oder in den Richtun⸗ 
gen OM!, oder OM wirken follte, wenn man nur immer uns 
ter a und ß die. Winkel‘ verſteht, welche die wirkliche Richtung 
der Kraft (und nicht die entgegengeſetzte) mit den Richtungen 
Ox und OY ſelbſt( und nicht mit ihren Verlaͤngerungen OX! 
oder oY') macht, und welche immer hohl *) genommen mer 
den; — voralisgeſetzt jedoch, daß man, im Falle cos« oder 
cos negativ werben follten, unter der negativen Kraft 
P.cosa ‚oher,P.-cosß eine eben. fo ‚große abfolute, aber genau 
e vo . ) 
..*) Da; allemal copn ==coe(360 —x) if, fo folgt, daß wenn man lau⸗ 
ter Koſinus in Rechnung bringt und nicht Sinus, ed ganz einerlei ift, ob 


man den hohlen Winkel nimmt, den zwei Richtungen mit einander ma⸗ 
en, oder den erhahenen: 


26  Medmifid. Migmd; av: N. . II. V. . 12. 


in entgegengtſetter Richtung der Axen wirkende Kraft: verſteht, 
genau ſo, wie ſolches oben feſtgeſetzt worden iſt. 

Dabei iſt P ſelbſt, in weicher Richtung diefe Kraft 
auch gedacht feyn mag, doch immer abfolut (poſitiv) ge 
dacht. — Dies if in den Ynmendungen befonders zu 
beachten. 

Endlich gilt daffelbe auch nod),. wenn einer ‚oder ber andere 
diefer Winkel a oder 8 ein. rechter, ober Null, ober zweien Ned: 
ten: gleich werden follte, fo daß co⸗ oder cosß eneweder Ruf 
oder +1 oder — I wärc*).: — 

IV. Dabei iſt aber allemal und in; jedem. Fal⸗ a⸗ Ge 


mettie 9. I.)... ..⸗ Ba En 
cos a He = “ Br : 
und auch | u: 
09 = eine, | je ade # | (ie 
Rumpf 
und cos de sin ß, * mot. | fpiß zer. 
| Uftup f. 


§. 12. 

Aufgabe, Es wirken „sei Krafte ‚gleichzeitig auf einen 
Atom in O, nämlih P, in ber Richtung. OM (Big. 21.), 
welche mit OX und OY bezüglich die. Winkel. eı und Pı mad, 
und P, in der Richtung ON, welche mit OX und OY ‚bezüg: 
lich die Winkel @, und A, madıt, während. OX und. OY auf 
einander fenfrecht fichen. — Man foll die ‚einzige Kraft P, finden, 
“ ihrer Größe und ihrer Richtung nach, welche daſſelbe leiſtet. 
Aufloͤſung. Statt P, ſetze man nach . 11. I.) bie 
beiden Kräfte une 


*) Liegt die Kraft P in der Axe OX ſelbſt, abo in *. Richtung 
XO, ſo wird ſtatt P nichts deſto weniger eine poſitive Zahl geſetzt; aber 
die eine Seitens Kraft P-cosa, wird nun P-(—1), d.h. —P, die andere 
P.cosß dagegen, = 0; und fo kommt alſo ſtatt P in der’ Richtung xo 
jest —P in der Richtung OX in Rechnung, gerade fo tie! folches nach 
unferen Anordnungen feyn muß. — State: P'ſelbſt muß: alſo immer weine 
pofitive Zahl gefegt werden, welche Richtung P Beben mag. 23° '=° 2 


— 


\ 


N 
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rasen in der Richtung OX ! 
und : : - :Pjecosß, in ber Richtung OY; 
eben ſetze man ſtatt P, die beiden Kräfte 2 
" B,-cosa, in der Richtung O—x 
und: 25 Pgecosß, in der Richtung OY. 
Statt, der beiten Kräfte P, und P, fann man alſo ſetzen 
nach (6. "1. 1.). bie beiden Kräfte 


I) X= Preco⸗ &-+P, cos , in der Sichtung 0X 
und 2) Y=P,-cos ß\+P,-cos ß, in der Richtung OY, 
welche poſitiv oder negativ, auch Null ſeyn koͤnnen, und welche 
genau daſſelbe leiſten (wenn hie gleichzeitig auf den Atom in Q 
wirfen), was die gleichzeitig wirkenden Kräfte P, und P, außs 
richten. 

Statt dieſer beiden Kraͤfte X und Y, die in den‘ Richtungen 
OX und OY wirfen, fann man aber wieder nach ($. 11. IL) 
eine einzige Kraft P, feßen, welche mit-OX und OY bie. Win: 
fel a, und A, macht, und welche ihrer. Größe nach durch 

3) BR=-WNAHD 5: — 
= VB ons APrneon Eee, | 

der Richtung nach aber durch 
4.) 0084, =: = md. 5) vos, ‘me „x 

0 P, 

ausgebrüct feyn wird; too P, immer abfolut (nicht negativ) ges 
dacht ift, fo daß cosı, mit Xzugleich poſitis oder negativ oder 
Null if; und eben ſo cos 4, mit Y zugleich; alſo daß «, ſpitz 
ober ſtumpf oder ein rechter Winkel wird, je nachbem X fich 


h. I" 


. pofitio oder negativ oder Nulk berechnet, — und A, -fpiß ober 


. \ 


ſtumpf oder ein vechter Winfel wird, je nachdem X polo eo 
negativ oder Null geworden if. F 
13. . 


8 


Das Kräften⸗Parallelogramm. 


Berechnet man danach die Kraft P, ihrer Scöfe und Rich 
tung nach, fo findet man: 
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Wenn zwei Kräfte P, und P, gleichzeitig auf, einen Atom 
O wirken, unter einem beliebigen fpigen, rechten ober ſtumpfen 
Winkel ꝙ, fo iſt die einzige Kraft P,, welche an bie ‚Stelle die 
fer beiden geſetzt werden kann, und welche dann genau baffelbe 
leiſtet, was biefe beiden leiften, allemal ber Größe und der Rich 


tung nach die Diagonale des Parallelogramms, welches von ben 


Nichtungen der Kräfte P, und P, gebildet wird, und biefe Kräfte 
P, und P, ſelbſt, in Einien ausgedrückt, zu Seiten bat *) 
\ Die 


*) Die Rechnungen führen fi am bequemfien aus, menn man bie 
Diagonale OS (Gig. 27.) des Parallelogramms OMNS (deſſen Seiten 
OM=P, und ON=P, find, und deſſen Winkel MON =p if) m 
Are OX nimmt, fo wie fenkrecht darauf Die Are OY. Dann it MOX=., 
NOX =, und a +a=9. — Da vn feyn muß, fo ift einer ber 


beiden Winkel =, aber a, immer fig; es fey a, der fpige; alſo a, fpi, 


recht ober Rumpf. Dann if & = Mt, ı = E(0—cı), je nad» 
dem a, ſpitz oder ſtumpf iſt; folglich ift allemal 


1) ’"Xi=P’, -cos0,+-P, ·cos œ, 
und 2) Y=P, ‚sine, —P, "sind, | 
Subſtituirt man biefe Werthe X und Y in die Gleichung 
3) P, = VX£Y, 
und bedenft man dabei, daß 
C08 · coo x, — ain , » SING, == cos(æ, +0,) = cosp 
iR, ſo erhält man 
BD AH . 
Weil jedoch im: Dreieck OSN der Winkel ONSæ I80 —o if, fo bat 
man auch, wenn. man OM Ratt NS fchreibt, in dem Dreieck OSN 
5) 0S = VOM-FON?-F20M-ON-c0sg; 
alſo it, wenn OM= BR, ON=-P, genommen worden, auch nothwen⸗ 
dig aus (4. und 5) 
6) | OS = P,; 
* d — it der Größe nach die Diagonale OS des Parallelogramms 
Weil aber in dem. Dreied ONS 
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Diager, nt: beißt Ar... San vom Kraͤften⸗Par alle⸗ 
logramm.“ Er ift bier ald eine nothwendige Folge aus: ben 
Noſtuhaten des -($. 10.) hervorgegangen. Wird er-angemandt, 
wm ·ſtatt zweier gleichzeitig wirkender Kroaͤfte eine: einige. zu .fin- 
aen/ die: daſſalbe leiſtet, ſo nennt: man Dies. dad Zu ſam men⸗ 
ſetzen der Kraͤfte; wird er aher dazn verwandt, um ſtatt einer 
gegebenen Kraft P,. zwei andere P. und. P. zu finden, welche, 
gleichzeitig den Atom: angreifend; genau daſſelbe leiſten, ſo heißt 
dies das Zer legen ber. Kräfte — Die Kraft Pu: beit bie 
mit therxaKraft; die Kräfte P, und P, bagegen weerden. die 
GeiteneRräftr. genannt. 

Dieſeuletztere Aufgabe. aber: die: Kraft P, ia zwei andere 
P, und. P, zu: geriegen, 4 iſt offenbar eine unheſtimmte Aufgabe, 
da von: den vier ‚Stücken P, uud. :P.. und: den Winkelg ꝙ unh 
Yr irgend vo vis augeremna⸗ ud. nur die, beiden a⸗ 


— — NT , 0 Drama 
on ns" © 
77 ‚sinONS HROSN — 

"EEE 

8) rn a Pr | 
sin p sine, sing, 


fo erhält man 


9).: But ae, Shen Ä 
Tin 
und be Bun En EEE ae BE EL De TE 
a GE P.+öoesik P;«oose, ‘ on 
‚10) Pa 608% — Fe TE 
Lo d 
wird- baber jetze dot 2 .— 
————— cos æ Keinäjrcase, © 
11) cosa, un il —— 
sin p 
U * sin(ah a.) _ _ rt 4, 


, —J1— er sinn 
ober = d. die Nigtung der. ‚Kraft Ps fällt mit der Are 0X, 
d. h. mit der Diagonale OS de} Parallelogramms, zuſammen. 
L [19]. 
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Bern; vermoge dieſes Satzes vom Keanen Porallelograman, dazu 
gefunden "werden kdnm 

Anmerk. Maͤn kam — auch leicht, wenn beliebig wid 
Kraͤfee in beliebigen Richtungen einen: Atom O gleichzeitig angeeifen, 
dieſe · Richtungen mdgen ale in: einer und berfelben ‚Ebene liegen 
oder nicht, die einige Kraft finden, welche genau baffelße :Teißet, 
und ‘welche noch immer die mittlere. Kraft genanat - wirh 
Man darf’ zu’ bemi Ende nur die: erſte und zweite Kraft weittel 
des Kraͤften⸗ Parallelogramms in ein e vereinigen ; Dirfe- und. die 
dritte wirder in eine, dieſe und die vierte auf's neue in eine 
einzige zuſammenſetzen, u. ſ. w. f., was allemal angeht, es mag 
jedes neue Parallelogramm mit dem vorhergegangenen fin derſelben 
Ebene liegen: oder: nicht, — und man wird gzuletzt. ſtatt aller 
Kraͤfte nur eine einzige haben, welche genau daſſelbe leiſtet, was 
alle zuſammen, wonn ſie gleichſeieig augreifeileiſten*). "Statt 
jedoch ſo zu verfahren, Bern wir lieber, das Kräften - Paralle 
logramm bei Seite ſetzend, b loß bie im ($. 11,) bequemer ausge 
drückten Poftulate- des (8. 9 ‚en ‚genau -fo: wie ſolches im 
($. 12.) gefcheben ift, und wie die nachfiehenden ($$.) dies ni 
ber noch aus einander fegen. u \ 


Ar wi g 2 \ 


Aufgabe Es find gegeben n Säfte Pı, P., p. ... p. 
deren Richtungen ‚alle In einer uind berfalbeit"Ehene liegen und 
dadurch gegeben find, daß man- bie Winkel %, Ars On, Ba 
Op, Pa; an Anckennk, welche fie wit zweien auf einauber 
fenfrechten Axen OX und OY niadhen.” ;Diefen’ Kräfte greifen 
einen Atom O gleichzeitig an; man foll die mittlere Kraft P, 
ihrer Groͤße und ihrer Drug. nach. ‚finden; 5 d. s man fol 


1 


.*) Es Tann. fich freilich daber Iren, daß die durch Vereinigum 
zweier oder mehrerer Kräfte erhaltene zeittiere Kraft ber nächften, mit der 
fie auf's neue zuſammengeſetzt werden fol, Ho gleich, und genau entge⸗ 
gen iR. Dann würden fich diefe Kräfte einähder aufheben und vernichten; 
- Ir die noch übrigen Kräfte würden als nein wirkend angefeben mer 

müſſen. 


$. 15.1. Zufammenfeh. u. Zerleg. d. Kräfte. 9 


P, finden und bie Winkel a,, Au, welche diefe Kraft P, mit 
denfelden Uren OX und OY mad. 
Auflöfung. Statt jeber Kraft, z. B. Hart, der az Pr 
fege man die beiden Seiten: Kräfte 
P,-cosa, in der Richtung OX 
und P,-cosß, in der Richtung OY. 
Dann vereinigt man alle in der Richtung OX wirkenden Kräfte 
in eine einzige X, fo wie alle in ber Nichtung OY wirkenden, 
in eine einzige X, fo daß man hät 
1) X=P.- °c08 2, +P, .c08 &.+P;- .co8tyh- 2 0080; 
2) Y=P,-cos A +P,-cosdyHP cos But -+P. ‚cos Aa 
Zuleßt vereinige man dieſe beiden Kraͤfte X und Y, welche in 
den Richtungen OX und OY wirken, in’ eine einzige P,, welche 


| nad) (8. 11. 12.) ihrer Größe nach gefunden wird aus 


||: u Du — —ñ— 


| ſetze man die mittlere Os zuſammen; dann hat ma... 


3) — 7 —— 
waͤhrend zu gleicher Zeit ihre Richtung Sem ift Durch die 
Gleichungen 

4) "coia, = 5 m 5) he n; 

0 0 
alles genau dem Verfahren des ($. 12.) analog. 

Anmert. Da auch n==2 feyn kann, fü enthatt bie au 

gabe bie bee .“ 12) in ſich. 


4. 158. 


L.Drei Kräfte X, X, Z wirken in drei auf einander ſenk— 
rechten Richtungen. OX, OY, O2 gleichzeitig auf den Atom O. 
Man fol die einzige Kraft P finden, ihrer Größe und ihrer 
Richtung nach, welche daffelbe leiftet. 

Aus den beiden Kräften OM —=X (Fig. 28.) und ON=Y, 


‘ 


_e. — 


OS = VX?+Y?. 
Traͤgt man nun auf bie: dritte Are OZ, welche ſentrecht auf 
der Ebene XOY, alſo auch ſenkrecht auf OS ſteht, bie Kraft 


22 0 bin, und zieht man das Rechte OSQT aus, fo ift 


[19°] 
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OT bie geſuchte Kraft P’ der Groͤße und ber Richtung nach, 
immer nach denſelben ($$. 11. 12. Run iſt aber 

or = 08:+00%, 


alfo ."P= X2+Y?+2% 
demnad) Dr 
) 0 Fe VoHTER 


Sejeichnet man nun die 3 Winfel 
TOX, Toy, TOZ 
bezüglich durch enge Pr, 7. 
und denkt man daran, 5 TM fenfrecht auf ox. rN ſenkrecht 
auf OY, und TQ ſenkrecht auf 02 fteht,. fo iſt in den recht 
wintlichen Drelecken TOM, TON. ‚und, roe augenblicklich 
($. 1. Geom.) 


‘ ‚ nn " „s 


u he rn 
alfo hat man ein EEE | 
2) cou = 5 .cosß = =. und cosy = iR 
woraus wieder», - -_ 1. en 
.8) ‚X um Prcasu, — und: zZ = By 
harergeht *). 


II. Umgefehrt: fol eine araft P, die mit den 3 auf einan 
der ſenkrechten Axen OX, OY und O2 die Winkel &, P,y 
macht, in 3 ‚Seiten: Kräfte jerlegt werben/ welche in den Ride 
fungen dieſer Aren wirken, ſo ergeben fich augenblicklich di 
Kräfte N“ — 

Alle diel Reſultate gelten. auch, wenn die Kräfte X, Y, Z ım 
Theil oder alle in dem Sinne des ($. 11.) als negative in Rechnung we 
bracht worden wären. Man müßte darin nur nicht überfehen, daß Feine 
Kraft P negativ ift, ſondern daß’ jede ſolche Kraft P immer abſolut er 
dacht. wird, fo daß aus den Gleichungen: (2.) die Winkel a, 4. > ſpit 
Rumpf oder als vet Winkel hervorgehen, je nachden die Zähler zur Nede 
ten, nämlich X, Y,2 2 bei pofitiv, negativ oder Null find. 


| (0 GE 
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1 ;Preose in der Richtung Ox, 
P.cosß in der Richtung OY , 
und p. coay in der Richtung Oz. 

Dabei ſind dieſe Kraͤfte poſitiv, negativ ober Null, wirken 
alfo in den angegebenen : Richtungen der Axen, ober in den ge 
nau entgegengefegten Richtungen, ober gar. nicht, je nachdem die 
Winfel «, A, > ſpitz, Rumpf ober rechte Winkel ſind. 


$. 16. 


Man kann nun ſtatt dreier Rräfte X, x Z, welche in den 
auf einander ſenkrechten Richtungen OX, OY; OZ wirkend (uͤbri⸗ 
gend pofitin, negativ ‘oder Null) ‘gedacht werden, drei andere 


"Kräfte Xi, Yı, Z finden, welche in den Richtungen dreier ande⸗ 


rer rechtwinklichen Aren OX', OY’, OZ! wirken, ebenfalls durch 
pofitive oder negative Zahlen (oder auch durch die Null) aus⸗ 
gedrückt feya können, und welche genau daſſelbe leiften, was die 
gegebenen X, Y, Z leiften, wenn fie nur wieberum gleichzeitig 
angreifen. 

Es feyen nämlich 2, m.» die Winfel, welche. die Are OX! 


mit den 3 alten Aren OX, OY und OZ macht, und durch 


welche die Lage von OX! beftimmt if. Setzt man nun nad) 
($. 15. 1.) die X, Y, Z in die einzige P gufammen, welche mit 
den Axen OX, OY, OZ bie durch die Gleichungen 

1) X=P-.cos« Y=P-cosf und Z=P-.cosy 
gegebenen Winfel &, A, y macht; und ift a’ der Winkel, wel- 
chen biefe Kraft P noch mit der neuen Are OX! macht, fo 
hat man | | 

2) a x = P.cosa!. 
Weil aber nach (Geom. $. 1. VII. 7.) 


3) cosa! = cosa-cosi-Hcosß-cosu-F-cosy -cosV 


iſt, fo folgt, wenn man diefe Gleichung mit P multiplisirt, und zur . 
Rechten flatt P-cose, P-cosf, P-cosy ihre Werbe X Y,Z 
aus (1.) ſubſtituirt, 


4) P-cosa! = X-cosi+rY- .cosu-+Z. cosV. 
„Man erhält alfo die: nach der neuen Are. OX! gerlegte 


= 


294 Mechanik d. Atoms. Kap. II. §5. 17. 


„Kraft X! oder P. cos , wenn man jede ber in den alten recht⸗ 
„toinklichen Aren wirkenden Kräfte X, Y, Z, in welche fich P 
mebenfallß zerlegen läßt, bezüglich mit ben Kofinuffen der Win 
„kel 2, m, 9 multipligiet, welche bie alten Axen mit der neuem 
„OX! machen, die 3 Produkte aber zuletzt abbirt. 

Sind daher Al, u, vi bie Winkel, weiche OY! mit OX, 
OY, OZ macht, und AU, u, vll die Winkel, welche OZ! mit 
OX, OY, O2 bilßet, fo hat man aus (4.), und wenn man für 
jebe ber beiden andern neuen Aren biefelben Schlüffe macht, 

' X! = X:-cosA-+Y -cosu-r-Z«cosv 
5) Y = X: cosl!-+-Y.cosul-+-Z»cosv! 
ZI = X.coskl+Y:cosul Ze cosnli. 
Zuletzt ift aber noch 

6) Vo Y?+ZR = VEFTVrZE, 
die einzige mittlere Kraft, welche ſtatt X, Y, Z und auch ftatt 
X, Yı, ZI gefegt werden kann, und welche mit den alten Arm 
OX, OY, O2 bie in (1.) gegebenen Winkel &, 4, y, mit ben 
neuen Aren OX!, OY', OZ! aber die durch die Gleichungen 

7T) X= P.coosad, Yı=P.cosf, Z! = P-cos! 
gegebenen Winkel a', A, z! macht. 
J 


$. 17. 

Es wirken auf einen Atom O gleichzeitig n Kräfte P,, P, 
ee» P_, welche mit dreien auf einander fenfrechten Axen OX, 
OY, OZ bezüglich die Winkel &,, Pi, Yız Gas Pas Yaz 
& BY, machen. Man foll die einzige Kraft P, finden, ihre 
Größe und ihrer Richtung nach, welche genau Daflelbe leiſtet 
was Die gegebenen Kräfte leiften. 

Auflöfung. Nach dem vorhergehenden ($. 16.) gerlege mas 
jede der Kräfte, z. B. P, in die 3 Seiten» Kräfte 

P,-cose, in ber Richtung OX, 

P,-cosß, in der Richtung OY, 

und P,-cosy, in der Richtung OZ. 
Bidet man fih nun 3 Kräfte, X in ber Richtung OX, 
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W;ig ber Richtung OY, und 2 in der Richus 02, te 
der Shihunngen - ©» © 
1) KoP, oem, BitonnaychenäkB, cos, 
2) Y=P, .cosß, +P, . 008 P;+ Ps c08 ß,4*- ..+P, »cosß, 
3) Zz= =P, -cosy, +P;+cosy,+P,- .co8ysh*- „+P, "c087,; 


fo. ſtehen dieſe 3 Kraͤfte X, V, Z ſtatt aller gegebenen Kräfte, 

Zuletzt vereinigt man biefe 3 Kräfte %YZ nech dem ($. 15, 
wieder in eine einzige Ä 

4). .B= VER FE: 
und dabei finder fich dann noch, wenn a, Bo, Yo bie Winrel 
find, welche die Richtung der Kraft P, mit den Axen macht, 

5) "cos, m m, ' 6) =. 
ud. 7) co = — 
too P, allemal abfolut (nicht negativ) genommen ift, fo baß 
an Bm 70 fpiß oder ftumpf ober rechte Winfel feyn werben, je 
nachdem X, Y, Z pofitiv oder negativ oder Null fich heraus⸗ 
fielen. 

Anmerf. Diefe Aufgabe enthält wieder die Aufgabe bes 

($. 14.), alfo auch die des ($. 12.) als befondere Faͤlle in fich, 
weil im Sale der Aufgabe des ($. 14.), wenn man bie Aren 
OX, OY in der Ebene ber Kräfte nimmt, die Winkel Y., Ya, Ys 
5 ale einander gleich und rechte Winkel find, daher Z und 
cosy, der Null gleich werben, fo daß Yo ſelbſt ebenfalls ein 
rechter Winfel wird. 


%. 17. b. 
Das Kröften-Parallelepipedum. 
\ 


Berechnet man danach bie mittlere Kraft aus 3 Kräften 
P, P, und P,, welche einen Atom O in beliebigen Richtungen 
angreifen, ſo findet fich folche der Größe und der Nichtung nach, 
der Diagonale eined Parallelepipedums gleich, defin 3 in O 
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sufammenftoßende: Kanten der Größe und der Richtung nach die 
als Linien vorgeftellten Kräfte P,, P,, P, find. - 

Daffelbe finder. ſich übrigens bequemer, wenn man 2 ber 3 
Kraͤfte Pı, Pa und P, mittelſt des Kräften: Parallelogramme 
durch Konftruftion in eine einzige Kraft vereinigt, und dieſe dann 
mit der dritten Kraft auf's neue geometrifch zufammenfegt. 

Diefe Wahrheit wird übrigend der „Satz vom Kräften 
Barallelepipedum” genannt. — Nach demfelden fann man 
eine Kraft P, welche einen Atom O angreift, allemal fogleid 
durch bloße geometrifche -Konftetsktion,. nach dreien gegebenen be 
liebigen Richtungen in 3 Seiten» Kräfte zerlegen (ohne daß bie 
Nichtungen dieſer letztern auf einander fenfrecht zu ſtehen braw | 
chen). — Stehen die 3 gegebenen Richtungen, wie im ($. 15.), | 
auf einander fenkrecht, fo Hat man nur einen beſondern Fall die | 
ſes Sates vom Kräften: PBarallelepipebum. . 





Mechanik des Atoms. 


Drittes Kapitel. 
Vom Gleichgewicht der Kräfte, welche einen Atom angreifen. 


Er ſte Ab ebeilung. 
Bedingungs⸗Gleichungen bes Gleichgewichts eines Atoms. 
re 

PILZE mehrere Kräfte an einem Atom gleichzeitig wirken, in 
ihren. Wirkungen aber bergeftalt wechſelſeitig fich aufheben und 
verrichten, daß gar Feine Wirkung erfolgt, fo fagt man: „dieſe 
Kräfte halten einander das Gleichgewicht,“ oder „fie 
fieben im, Gleichgewicht.“ 

Jede Kraft, deren dauernd gedachte Wirkung dauernd vers 
nichtet wird, ohne daß fie eine Bewegung hervorbringen kann, 
wird Druck genannt. | 

mM. 

Hieraus folgt: | 

I. Zwei an einem Atom gleichjeitig wirkende Kräfte hal. 
ten einander allemal im Gleichgewicht, aber auch nur dann, 
wenn die eine derſelben der. andern genau gleich, aber ber Din 
tung nach genau entgegengefegt iſt. 
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I. Drei an einem Atoı gleichzeitig wirkende Kräfte P,Q,R, 
welche unter ſich die Winfel (QR), (PR) und (PO) bilden, hal⸗ 
ten einander das Gleichgetwicht, wenn irgend eine davon, z. B. 
R, ber mittlern Kraft, welche aus der Vereinigung der beiden 
andern Kräfte P und Q (mittelft des Kräften: Parallelograuıms 
des $. 12.) hervorgeht, ‚der Größe nad) genau gleich und ber 
Richtung nad) genau entgegengefeßt if. — Sind daher ſolche 
3 Kräfte P, Q, R un Gleichgewicht, ſo muͤſſen fie nothrdendig 
in einer und derſelben Ebene wirken; und «8 geht aus der iii 
gonometrifchen Betrachtung des Kräften: Parallelogrammg, und 
der durch die Diagonale und durch die Seiten: Kräfte gebilde⸗ 
ten Dreiecke fogleich hervor:  - 

1) P ___Q_ __R, 
sin(QR) sin(BR)  sin(PQ)’ 

mb 2) P = V/Q’-+-R?’-+-20:-R-cos(OR); 
Q = VPP+R?’+2P+R:cos (PR); 
R = VP+0?F2P-0-cos(PQ). 

Aus je zweien von dieſen 6 Gleichungen kann man aber bie 
übrigen allemal auf rein trigonometriſchem Wege ableiten (menn 
man nur nicht überfieht, daß bie Summe der 3 Winfel (PO), 
(PR) und (OR) genau 360° im. 

II. Beliebig viel z. B. n Kraͤfte, die einen Atom gleichzel 
tig angreifen, halten einander das Gleichgewicht, wenn irgend 
eine der n Kräfte genan gleich und "entgegengefebt iſt, ber mitt: 
lern Kraft, welche aus ber Vereinigung der übrigen n—1 Kräfte 
hervorgeht. — Umgekehrt: Das Gleichgetwicht exriftirt -niche bloß 
allemal, fondern kann auch nur dann exiſtiren, wenn dieſe Be⸗ 
dingung erfüllt if. — Liegen demnach n — 1 don ben n Kraͤf⸗ 
ten, die an einem Atom einander das Gleichgewicht halten, in 
einer und derſelben Ebene, fo liegt die nte Kraft notbwendig in 
derſelben Ebene, nach ($. 14.). — 


$ 20. 


Wirken daher, genau wie im 6(66. 17 y die dortigen n Kräfte 
auf einen Atom, fo find biefe nm Kräfte alle im Gleichgewicht, 
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fo oft unter Beibehaltung der dortigen Bezeichnung die 3 Gleis 
chungen X=0, Y=0, Z=0 afült find, fo oft alfo die 
Gleichungen 

1) P,-cosa,+P,-cos a,+P,-cos · -+P, »cosa, = _0 

2) P,-cosß,+Pz-cos . PP. coSs Ast +P,-cosf, = 0 ! 
und 3) P,-cosy,+Pa-cosy3+P,-cosys+--+P,-cosy, = 0 
ftatt finden, weil fich diefe Refultate ergeben, wenn man nad) 
($. 17.) die erfien m—1 Kraͤfte P, bis P,_, in eine einzige 
(P mit der Richtung a, A, y) vereinigt, dieſe einzige mittlere 
Kraft P aber, der letztern Kraft P gleich und genau entgegen; 
gefee nimmt. Diefe eben genannten Bebingimgen find aber ers 
füllt, fobald man 

P,-cos«, = —P-.cosa, P,-cosß, = —P-cosß 
und P,-cosy, = —P-cosy 
fegt; — und diefe 3 Gleichungen fallen mit den vorſtehenden 
(1.— 3.) genau zuſammen *). | 

Diefe 3 Gleichungen für das Gleichgewicht find noth wen⸗ 
dig und ausreichend. Sie werden häufig Fürzer fo ges 
fehrieben: 

I. Z(P«.cosa) =0; I. I(P.cosf) = 0; 
III. I(P«cosy7) =0; 

wo das vorgeſetzte I die Summe aller der durch P-cosa, 
oder P.-cosß, ober P-cosy vorgeftellten Produkte aus jeber 
einzelnen Kraft multiplisirt mit dem Kofinus des Winkels, den 
fie mit der Are macht, andeutet. 

Anmerf. 1. Man kann ben Beweis bes: legtern Satzes 
auch fo führen: Wäre eine der 3 Kräfte X, Y, Z des ($. 17.) 


*) Diefe 3 (Bedingungss) Gleichungen des Gleichgewichts (1.—3.) 
ergeben fich auch daraus, daß man nach ($. 17.) aus allen n Kräften bie 
mittlere P, fucht, und foldhe = 0 fegt. Aus 


P, = m Vx+ Y+z=0 
folgt aber 


2+-VP”+2=0, alſo auch X=0, Y= = (0, Z=06 
in fo ferne die Quadrate von X, Y, 2 nie negativ feyn Finnen. 
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wicht Null, die Helden andern aber = 0, fo mwärbe biefe einzige 
Keoft nicht vernichtet, alfo wäre nicht. Gleichgewicht. — Und 
wäre nur eine einzige ober gar feine der Kräfte X, Y, Z ber 
Null gleich, fo wuͤrden ſich bie übrigen allemal in eine einzige 
Kraft vereinigen laſſen, welche durch nichts vernichtet würde; 
alfo wäre wiederum nicht Gleichgewicht. 

Anmerf. 2. Diefe Beweisführung findet auch flatt, wenn 
man 3 auf einander nicht fenfrechte, fondern fchiefe Axen durd) 
den Atom O legen und jebe Kraft P mittelft des Kräften: Pa- 
rallelepipedums ‘($. 17.b.) in 3 Kräfte zerlegen wollte, deren Nich- 
fungen mit biefen fchiefen Axen zufammenfallen. — Es fünnen 
alfo, auch wenn man bie Kräfte nach 3 fchtefen Richtungen zer 
legt, alle gegebenen Kräfte nicht einander dag Gleichgewicht hal⸗ 
ten, wenn nicht die Kräfte, welche in einer und berfelben Are 
wirken, einzeln mit einander im Gleichgewicht ſtehen. 


$. 21. 


Liegen bie m Kräfte alle in.einer und berfelben Ebene, in 
welcher- zugleich die auf einander fenfrechten Aren OX und OY 
gedacht werden, fo find für das Gleichgewicht nothwendig 
und ausreichend bie beiden Gleichungen 

I. I(P-cosa) =0 und IL. >(P-cosf) = 0; 
weit die (IH. des $. 20.) Dann jedesmal identifh O0 = 0 wird, 
alſo immer erfüllt ift. 

. Anmerf. 1. Diefe Gleichungen für dag Gleichgewicht in 
‚ ben ($$. 20. und 21.) laffen immer eine der Kräfte, ihrer Größe 
und Nichtung nach finden, fo daß fie mit den übrigen Kräften,‘ 
wenn fie. alle gleichzeitig den Atom angreifen, im Gleichge 
wicht ſteht. 

Sind aber die Kräfte (nebft ihren Richtungen) alle gegeben, 
fo daß nichts gefucht ift, fo muͤſſen diefe Gleichungen von ben 
gegebenen Kräften gerade erfüllt feyn, wenn Gleichgewicht exiſti⸗ 
ren fol. Daher nennt man dieſe Gleichungen auch die Bes 
dingungs⸗Gleichungen des Gleichgewichts. 

Anmerk. 2 Würde man in dem Falle bed ($. 21.), wo 
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mämtich die Kräfte: alle in einer und derſelben Ebene wirken, 
jede Kraft P nach dem Kraͤften⸗Parallelogramm in zwei: andebe 
gerlegeni, nach Agen, die nicht fenkrecht, ſondern ſchief auf ein⸗ 
ander fichen; fo könnte auch nur dann Gleichgewicht eintreten; 
wenn die in ber Nichtung einer jeben einzelnen dieſer Apen 
wirkenden Kräfte einander das Gleichgewicht halten r wie nach 
( Aumerf. 1. 2 m. 20.) bewieſen wird. 


Kr Er 

1. ex der Atom, der von:n Kräften angegriffen ui, ge⸗ 
zwungen auf einer gegebenen (ebenen ober frummen) Flaͤche L 
zu bleiben, ſo iſt er im Gleichgewicht (d. h. es kann keine Be⸗ 
wegung biefes Atome ſtatt finden), wenn die mittlere ‘Kraft WU 
welche aus der Vereinigung diefer nm Kräfte hervorgeht, (entwe⸗ 
ber an ſich Null iſt, oder doch) den Atom ſenkrecht auf die ge⸗ 
gebene Flaͤche L (alſo in der Richtung der Normale) andruͤckt; 
meil in diefem Zuftanbe der Atom, fobald er nach irgend einer 
Richtung in der Släche Lſich bewegen wollte, mit demſelben 
Nechte gleichzeitig nach) jeder andern Richtung in derſelben Flaͤche 
L ſich bewegen muͤßte. 

II. Wirkte aber biefe mittlere Kraft R nicht in ber Rich⸗ 
tung der Normale, fondern machte fie mit ber Normale den 
(fpigen). Winkel: w, fo wuͤrden dieſe Richtung und- die Normale 
eine Ebene bilden, welche die gegebene Fläche L: oder Ihre Tan⸗ 
Bu Ebene in einer auf ber Normale ſenkrechten Richtung 


dann in die beiden Seiten⸗ Rräfte R .cosy in der Richtung 
ber Normale und R-sinw in der Richtung der Tangente zer⸗ 
legt werben, von denen bie erftere nach (J. nichts wirken, bie 
andere aber den Atom in ber Fläche L, in ber Richtung biefer 
Tangente fortbetvegen würde. Der Atom: ift alfo dann nicht 
im Gleichgewicht, fondern er fängt an, in einer, durch die Rich⸗ 
fung ber mittlern Kraft R gegebenen Richtung in ber gegebenen 
Släche L fich zu bewegen. Zr 

II. In den Bulle, wo der: Am O in der Flaͤche L zu 
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bleiben gezwungen if, IR baber zum Gleichgewicht notbwenbig 
und ausreichend, daß bie mittlere Kraft R den Atom fen; 
recht gegen die gegebene Fläche anbrüdt; und im Falle er ge 
gen die eine Seite der Fläche hin fich von ihr entfernen könnte, 
daß die Wirfung.diefer mittlern Kraft R nad) der entgegenge⸗ 
ſetzten Seite hin ſtatt habe. 

IV. Sind demnach bien Kräfte dee ($. 17.) gegeben, und 


balten fie mit Hülfe der gegebenen Flaͤche L den Atom im ihr | 


im Gleichgewicht, fo darf man nur der mittlern Kraft R, welche 


aus ber, Vereinigung diefer n Kräfte hervorgeht, eine eben fo 


große Kraft. R genau entgegenfegen (alfo in ber Richtung ber 
Normale und nach ‚derjenigen Seite diefer Richtung hin, nad) 
welcher ber Atom ſich von feiner Fläche entfernen kann), und 
alle a1 Kräfte halten einander nothwendig das Gleichgewicht, 
auch wenn ber Atom nun ganz frei, alfo unabhängig von der 
gegebenen Ftäche gebacht wird. — Sind alfo A, m,» die Win 
kel, welche dieſe letztgedachte Kraft mit den Axen OX, OY und 
0Z bildet, fo hat man für bag Gleichgewicht die 3 Gleichun⸗ 
gen des ($. 20.) nämlich 


I. R-cosi-+->23(P-cos«a) = 0; 
L . R-cosurZ(P-cosf) =0; _ 
und IL - Recosv+-Z(P-cosy) = 0. 


Aus: dieſen Gleichungen fann man nun bie Kraft R und noch 
zwei andere Unbekannte finden; ober man kann ben unbefann; 
ta Druck R aus diefn 3 Gleichungen eliminiren, und erhält 
die nun. exiirenden zwei Bebingungs-SÖleihungen des 
Gleichgewichts zwifchen den, auf den Atom twirfenden und 
als gegeben gebachten n Kräften P. 

Aus der Gleichung der Släche L werden aber die Winkel 
A, u, v, welche die Normale mit den Aren macht, nad) ($. 14. 
U. Geom.) ohne weiteres gefunden. - 


$ 28. 


Iſt ber Atom O gezwungen auf einer Linie 1 zu bleiben, 
die gerade oder krumm, und im letztern Ball einfach ober dop⸗ 





| 
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pelt: gekruͤmmt ſeyn kann, und welche ale Durchſchnitts⸗ Linie 
zweier gegebenen: (ebenen: ober: krummen) Flaͤchen L und L’ ge 
geben ift, fo überzeugt man fich auf analogem Wege batb 
daß es zum Gleichgewicht bed Atoms nothwendig iſt und 
ausreicht, daß die n auf ben Atom wirkenden Kräfte des 
($. 17.) eine mittlere Kraft O Kiefern, welche den Atom ſenk⸗ 
recht auf bieſe Eine 1 andrurkt, uͤbrigens beuebig groß ſeyn 


kann. | * 


Denkt man ſich daher einen: eben fo — ſenkrechten —* 
gendruck Q, der ‚mit ben Axen bie Winkel €, und au macht, 
zu den Kräften P noch Pinzuoctägt, r ſo erhaͤlt man die 3 ont 
chungen des Gleichgewichts; - 


1) Q.cose +£(P-cose) = 0 
2) Q.cose! +3(P.cosf) = = 0 
8) 5* u Q. cosell+- IP “cosy) = 6, 


wobei noch, weil die Richtung von Q ſenkrecht auf der Kurve 
ſteht, nach Geom. $. 16. IV.) 


4) . ges» dx co⸗el· dy Peossu. 82 = 'y 


wenn —X ſolche Funktionen von t find, welche den Glei⸗ 
chungen L =0 und ‚Li == OD: genügen, :und wenn dx, dy, da 


bezüglich Fatt ‘Ox,, ya Oz; 1 gefchrieben werden. — „Dabei in 
bekanntlich noch nach (Geom. $- 1.) | 
5): coæ? Mcos 8 ce I. 

Dieſe 5 Gleichungen (1.1-5.) geben Q, e, e! und et und 
noch eine Bedingungs-Sleichung des Sleichs ewichts 
bloß zwiſchen ben gegebenen n- Kräften P. 

Diefe Kraft © fann matt aber auch allemal in zwei andere 
R und’ R/ zerlegen, welche fenfrecht. auf die Flächen L mb L! 
wirken. Denkt man fi) daher biefe beiden Kräfte R und R! 
in ihren entgegengefeßten Richtungen wirkend, fo halten fie mit 
den gegebenen. n Kräften wieberum das Gleichgewicht, auch wenn 
der Atom O ganz frei und von dem beiden Flächen L und L‘, 
alfo auch von ber Linie 1 ganz unabhängig ift. 

Haben dann A, u, v bie Bedeutung des ($. 22. IV.), das 
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gegen A, m’, » bie analoge-in Bezug auf die zweite Gläche-L/, 
fo find die 3 Gleichungen Id, Sleichgewichte bee: 620.) jetzt 
folgende 
I. R. ri —— ——— — —8* =0 

U. R-cosu-+-B!- cool -r.t{P.oosß) = ©: 
md III. R-c9sv-+-R!: eoaꝝ · coRy) =. 
Ans biefen Sleichungen findet wen nun: bie: beihen uubefannten 
Drude R und R! (woraus ſich der Druck Q auf bie Linie 1 wie 
bee zufammenfeßen läßt *)), und wenn man BR: und.R’ elimi 
sirt, fo erhält man :wieber bie Gleichung zwiſchen Den gegebe 
nen ‚Rräfsen P, welche wir. vorhin bie Bedingungs-Gleis 
hung des Sleichgewichts genannt bahn. 


m 


1) Recapituliren. wir das in den ($. 20 —23.) Gefagtt 
fo finden wir, dag in allen Faͤllen [der Atom mag. ganz frei 
oder gezwungen feyn auf einer (frummen oder ebenen ) Flaͤche 
Lxy. = 0, ober auf einer (geraden, einfach oder Doppelt 
gefrümmten) Linie 1 (melde durch die beiden "Gleichungen 
I, =0 my L,, —=® gegeben ſeyn kann) zu bleiben] bie 
auf den Atom wirkenden Kräfte im Bleichgewicht find, wenn 

I. Z(Proosc) = 0, "IE  ZIP-oosf) = eo 
und II. Z(P+e0osy) = 6: J 
iſt, ſobald nur unter die verſchiedenen Kraͤfte P auch der unbe 
kannte Druck in der Richtung der Normale (an die Fläche L 
oder an bie Linie 1) aufgenommen wird, welchen bie Släche L 
oder die Linie 1 erleidet, jeboch in genau entgegengeſetzter Nic 
fung, genommen, Diefer Druck kann dann aus dieſen Sleichun 
gen (L— IL) ſelbſt noch gefunden werben. — Dabei bezichen 


*) Es ® nimlich nach ($. 17.) 
. Recosa-+R’-coat’ == Qrcose 
| R«cosu-+-R’+cosw we. Q«cose‘ 
und R-cos»-+-R’-cosv’ = Q:cose”. 
Daſſelbe geht aber auch aus ber Vergleichung der Sleichungen (1.—3) 
mit den Gleichungen (1:--IIL) hervor. & 


\ 
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ſich ‚alle Vinkel auf 3 auf einauber ſenkrechte Axen, welche ents 
weder bie Koordinaten Agen find, auf weiche füh die. Gleichun⸗ 
gen ber Fläche J. oder der Linie J beziehen, oder ſolche die durch 
O gelegt find, aber mit den eben genannten parallel laufen. ., 

2) Liegen ale Kräfte P in einer und derſelben Ebene, und 
nimmt man OX und OY in derſelben Ebene, ſo finden nur 
die beiden Gleichungen (I. u. IL.) fatt (in fo. ferne die III. iden⸗ 
tiſch O=0 wird); und zwar, ed mag der Atom ganz frei oder 
gezwungen feyn, “auf einer In derſelben Ebene liegenden krümmen 
Linie zit bleiben, — wenn nur im letztern Folle unter die Kräfte P 
auch ber ſenkrechte Druck auf diefe Linie, in genau entgegenge⸗ 
ſetzter Richtung gedacht, aufgenommen wird. Dieſer ſenkrechte 
Deu muß (nad) 8. 19. II.) in derſelben Ebene ſtegen. 

3) Dieſe Gleichungen des Gleichgewichts laſſen ſich num 
aber noch auf bie mannigfältigfte Weife umformen, fo daß no 
Immer das Gleichgericht "bedingt bleibt, obgleich bie, ſolches be 
dingenden Gleichungen ganz andere Formen angenommen’ ha} 
ben. Einige der twichtigften dieſer Umformungen mögen hun 
in der nächften zweiten Abtheilung dieſes aan noch betrach⸗ 
tet werden. 


‘ ” 


ee 
‘ 


3weite Abtheilung. 


Von den Umformungen der Bebingungs- Öleidungen es 
Gleichgewichts eines Atoms. 


§. 25. 


Legt man durch den Punkt O, in welchem der im Gleich 

gereicht fich befindende Atom liegt (den wir und immer von n 

Kräften P, wie im $. 17., angegriffen denken), außer den Axen 

OX, OY, OZ noch 3 andere, ebenfalls auf einander fenfrechte 

Arm OX', OV, O2; nennt man ferner al, Pl,.y! bie Win- 

fel, welche jede durch P borgeftelte Kraft mit biefen neuen 3 
L 1201 
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Apen macht, ſo find zum Gleichgewicht bed Atomd O noth⸗ 
wendig wid ausreichend die 3 Gleichungen . 

L. Z(P-cosco)=0; MU. S(P « cs) = 6 
und: > ME ZPresey) 6; : 
abet auch diefe anderen 3 Gleichungen, nämlich, 

WW Z(P.cose') = 0; V.- Ze. .cos fl) = N) 
und VI. I(P.cosy!) = 0. 

Es muß daher möglich ſeyn, die letzteren 3 Gleichungen 
(IV. — VI.) aus den erftern 3 Gleichungen. (.—IE.) auf bloß 
algebraiſchem (trigonometriſchem) Wege abzuleiten, und auch jew 
wieber aus dieſen. 

Führt man aber noch 3 neue auf einander fenfrechte Ay 
OX, OY, OZ ein, und nennt man wieder a, Bu, vu die 
Mintel, welche bdiefelbe Kraft P mit biefen neuen. Aren macht, 
fo find wiederum für dad Gleichgewicht ded Atomd O noth: 
wendig und ausreichend dieſe 3 Gleichungen: 

. VL Z(P.cosa) = 0; ‘ VIE &(Preoos?ll) = O0 
und "IK. I(P.cosyı) —= 0. 

Wenn daher von den 9 Gleichungen (.— IX.) irgend Breie 
gegeben find, fo muͤſſen die übrigen diefer Gleichungen auf bloß 
algebraifchen ( trigonometrifchem ) Wege aus den drei gegebenen 
abgeleitet werben Fönnen. 

Alfo find auch zum Sleichgewicht des Atoms O 
nothwendig und ausreichend die 3 Sleihungen: 

l. Z(P.cosa) = 0; IV. Z(P.cosa) = 9 
und VIE I(P.cosall) = 0, 
welche fi auf die 3 Aren OX, OX, OXH bezichen, 
bie unter ſich völltg beliebige (nicht gerabe rechte) 
Winkel bilden, während a, a! und al die Winfel finb, 
welche die Kraft P, bie alle Kräfte repräfentire, bes 
gäglich mit biefen 3 beliebigen Aren OX, 0x und 
OX! made. 


Man kann daffelbe auch rechnend nachmeifen, mie wir folches ($. 16) 
begrümbet haben, und wie bier folgt: Es ift, wenn A, u, » die Winkel 


N 
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ſid, welche OX mit don alten. Axen X. or. 02 macht, a SB 3 
Vu Geom. ). 


)) om cosl- .cosa-k con: cofß-keos»: cosy. 


Alſo iſt auch, werin man dieſe Gleichung mit P multipligire and"! alle biefe 
Sleichungen (für dien verfchiedenen Kräfte-P) addirts ur 
2) * c zu eonks E(Preoaa)trcbanEtProosß) He .2 
con Z(Prsosy),. 
in fo ferne A, z,.» ſür die verſchiebenen Kräfte-P immer biefelben-Merthe 
behalten, daher als gemeinfchaftliche Faktoren herausgeſetzt werden konngen. 
“Die Betrachtung der Gleichung (2.) zeigt nun augenblicklich, daß wenn 
die Gleichungen (I IE-HI) erfüßt ſi nd, dann wehwendig ni die Seir 
Kung (IV.) Batt finden müſſe. 
Aber ganz aus denfelben Gründen fülgt anch die Gleichung wu. ) ans 


Pa ru En 


den Bleichungen (1. I. ill), weil man eben ſo wie die 2).auch noch dieſe 
andere Gleichung — SEE EEE 
8) ar .cosa”) = u ER Bl den yet 
u. 08‘ (Rogner) 
erhält, mo en vv die inte vordellen, melche bie Are QX. ‚mil. Dem 
3 alten auf einander fenfrechten Aren OX, OY, OZ mad. . 
Sinden endlich umgefehrr die Gleichungen (I. IV. und’ vırf jüerf 
fett, fo gehen bie Gleichungen (2. ımd 3.) indie ancudeaden im 


„.ıtrd 


4) 0 == eosu » Z(Prcosp)-Heosv «ZtP-cosy).. "in. . 
und 5) 0 =. cosu'.Z(P-cosp)-+cosv’ a 15 
woraus fogleich noch 


Z(P.cosß) = 0 und Z(P-cos » 0" 0000 
als nothwendige Folgerung hervorgeht, fo daß alfo 'mit den Gleichungen 
(1. IV. u. VIL) gleichzeitig wieder die Bleichungen (I. IL:IIL) Ratt- finden. 

Dabei iſt nicht zu überfehen, daß 5. B. P-cosal die Pro⸗ 
jeftion iſt der ale Länge vorgeftellten Kraft P auf bie belle 
big gebachte Are OX’; und negativ genommen, wenn folche Pros 
jeftion in bie rückwärts verlängerte Are OX! fällt. . 

Sind alfo n Kräfte P tm Gleichgewicht (es mögen’ dies 
lauter gegebene Kräfte feyn, ober barunter fich unbekannte: nor 
male Segenbrucke befinden), und legt man durch O eine ganz 
beliebige gerade Linie OV, fo ift die Summe der Projektionen 
biefer n Kräfte auf OV, wenn bie Kräfte ihrer Groͤße und 
Richtung nach durch Linien vorgeftellt werden, ‚allemal der Null 
gleich, wenn nur Diejenigen. Projektionen. als negativ in Rech⸗ 
nung gebracht werden, welche in die (rückwärts. gebachte) Mer: 
Vingerung der Linie OV fallen. — Und wenn man.brei 'folche 

[ 20* ] 
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Blaächungen ſich bilbet In Bezug auf 8 ſolche beliebig gedachee 
Linien OX, OX!, OX", fo hat man alle, dag Gleichgewicht 
nothwendig bedingende Sieichungen, fo daß jede vierte Gleis 
Kung, "welche man, ſich auf demſelben Wege noch bilden wolltt 
als eine algebraiſche (trigonometriſche) Folgerung aus ben 3 es 
pen Gleichungen angefehen werben kann und muß. 

Anmerk! 1. Wull man aber, baß in einer ober der anden 
pleſ Sleĩchungen gewiſſe Kraͤfte (z. B. die Normal⸗ Drucke auf 
zum wleichgewicht mitwirkende Slachen) gar nicht vorkommen 
ſo muß man eine oder die andere dieſer Linien OXx, OX, OXM! 
gerade ſenkrecht auf diefe Kräfte (3. B. biefe Normal: Drucke) ke 
gen, weil dann die Pojetion bier letztern in Dans auf diek 
Einem ih. - 

C: Und ninnnt‘ man eine Biefer einien OX, oxı, OXU ine 
Richtung einer ber. Kräfte ſelber, fo iſt dieſe Kraft zu gleiche 
Zeit die Projektion ‚derfelben auf biefe Einie, und dann komm 
in der: Gleichgewichts: Gleichung dieſe Kraft gang vor wie ſe 
ift, ohne noch mit einem Kofinus multipligirt zu erfcheinen. 

An ber Aufgabe des ($. 22. IV.) könnte man 5. D. die ei 
Are OX in der Richtung ber Normale felbft nehmen; die be; 
den andern Yren OX, OX" in der Tangential:Ebene (in O a 
L)quiſo, daß letztere wieder auf OX fenfrecht ſtehen, aber nicht 
gerabe auf einander fenfrecht zu feyn brauchen. Dann werden 
die dortigen 3 Gleichungen jeßt fo fich ausnchmen 








- #)- ER-+ 23 (Pıose) = 0. 
2) ‘ >(P:cosal) = 0 
8)*2 7 &(P«cosell) = 0, 


wo bie erfiere allen ben unbelannten Druck R, die letzteren ber 
Kor dagegen R gar nicht. enthalten. 

In der Aufgabe.bed (6. 23.) dagegen fann man bie ei 
Axe OX in die Tangente der Linie 1, die beiden anderen Arm 
OX mb OX! dagesen in die Richtung der Drude R und R! 
verlegen; ober Die beiden anderen Aren beliebig in bie Normab | 
Com, fenkrecht oder fchief auf einanber. 

„Anmerk. 2. . Halten n Kräfte einander bag Sleichgewicht 
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ſo leiſten belichig viele 5.3. m derſelben, wenn jebe In .genum 
enfgegengefeßter Richtung genommen wird, and. wenn ſie gleich⸗ 
jeitig angreifen, genau baffelbe, was die übrigen n— m Kräfte, 
Diefe letztern unverändert aber "ebeufalß:..gleichzeitig. .angreifend \ 
gedacht, leiſten. — Umgekehrt: leiſten m Kräfte: Q daſſelbe, was 
nm Kräfte P keiften, fo muͤſſen ale n' Kraͤfte, wenn man 
jede der m erſtern Kräfte Q in genau entgegengeſetzter Dichtung 
ſich denkt, einander dad Gleichgewicht halten. : ı: 

Leiſten alfo m Kräfte QO, wenn fie gleichzeitig angeäfen, daß 
felbe, was n— m Kräfte P, bie: gleichzeitig. angreifen, Irißeny. ſo 
muß bie Summe ber (pofitiven ober negativen) Proſektionen der 
erſtern m Kräfte auf eine beliebige Gerade OV, ‚gleich ſeyn der 
Summe der (pofitisen ober negativen). Projektionen der n-⸗n 
andern Kraͤfte P auf dieſelbe Gerade OV. 

Umgekehrt: finden drei ſolche Gleichungen in Baug auf pm 
folche beliebige. Geraden OX, OX! und OX zugleich flatt (geb 
fchen m Kräften Q und n—m Lräften P); ſo leiſtet jede der 
beiden: Parthieen won Kräften on: bem Atom: o genau Fin und 
daſſelbe. . Ge: 

Dies alles gilt aber natürlich auch dann noch, wenn ſtatt 
der m Kräfte Q nur eine einzige ſolche Kraft Q betrachtet wer⸗ 
den follte, d. 5. wenn m == 1 if. — Von' dieſem Falle haben 
wir aber im ($. 16.) einen noch fpeziellern Sal bireft behandelt. 


236. 


Liegen alle n. Kräfte in einer und berfelben Ebene,.:fo ‚gilt 
alled noch eben fo, nur daß dann zwei .folche. Gleichgewichts: 
Gleichungen auf zwei in biefer Ebene beliebig gelegte Linien 
OX, OX! bezogen, bereitd das Gleichgewicht nothroendig bedin⸗ 
gen, fo daß jede dritte Gleichung, die man ſich noch bilden 
wollte, als eine algebraifche (trigonomerrifche) Folgerung aus 
den beiden erftern Gleichungen angefehen werben müßte. 

Anmerf. Sind (Fig. 29.) OZ und OZI zwei foldhe Li 
nien, bie unter fi den Winkel ZOZ/ machen; iſt OA 
Die Kraft. P ihrer Größe und Richtung nach; wird W. AOZ=a, 

/ 
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EB. AOZI == a) gefeßt, "und pm AR, AS ſentrecht auf OX 
| wir :OZF gezogen, fo iſt 

— OR = P-cosa, os == P. cesal. 

"Sic. man num durch A die Geraden AM, AN parallel nit 
OZ!, O2, fo find? OM und ON bie Kräfte, welche beide, gleich⸗ 
zeitig wirkend, baffelbe Leiften, was bie OA (nad) dem Sag dei 
Kräften: Parallelogramme $. 13.) leiſtet. 

Im Gfeichgewicht bat man num nach vorſtehendem ($. 26.) 


1) :SI(08) = 0: ° und 2) (OR) = 0; 
aber. auch nach (Anmerk. 2. zu $ 21.) 
3) 'S{ON) =0 . und 4) Z(0M) = 60. 


Und in der That läßt Ach leicht trigonometrifch nachweiſen, 
daß die beiben Paare von Gleichungen (1. u. 2.) und (3. u. 4.) 
nothwendige algebraifche (trigonometrifche) Zolgerungen aus ei 
ander find. Der Anblick der Figur giebt nämlich fogleich 
ON = OS—NS = OS—AN.cosg = 05S—OM:cosg 
OM = OR—MR= OR—AM.cosp = OR— ON -cosg; 
Alſo -ift auch, wenn. man für alle diefe Kräfte OA dieſe les 
chungen gebildet fich benkt, und jede der beiben Reihen von Sie 
chungen adbirt, 

J. (ON = .2(0$) - cosp-Z&(OM), 
. I. &(OM) = I(OR) — cosy- Z(ON). 

Dieſe Gleichungen geben aber, wenn (OS) = 0 mh 
Z(OR) — 0 -vorausgefegt wird, fogleich | | 

(1— 0089?) · S(OM)=0 und (L— cos ?)» .Z(ON)—=0; 


d. b. auch 
.S{(OM) =0 un (ON) —=(. | 
Sept man aber zuerſt S(OM)—=0 und S(ON)—=O voran; 
fo geben die Gleichungen (I. u. II.) augenblicklich noch 
. S(0S)=0 md (OR) = 0. 

Eine ganz analoge Bemerfung läßt fih machen und bewei⸗ 
fen, wenn bie Kräfte OA nad) dreien fchiefen Axen vermoͤge 
des Kräften Parallelepipedums ($. 17.b.) zerlegt, zu gleiche 
Beit aber auch auf biefelben fchiefen Axen projicirt werben, 
und wenn nun. bie Bleichgetwichtds Gleichungen enttocher nach 





27. .8. d. Umform. d. Gleichgewichts⸗Gleich. 311 


(Anmerf.:2. zu . 20.) ober nach ($. 25.) gebilbet warden. — 
Immer läßt ſich durch ganz analoge Rechnungen noch insbes 
fonbere nachweiſen, was freilich an. ſich ſchon in bie Augen fuͤllt, 
baf nämlich die 3 erftern und die 3 letztern Gleichungen bloße ' 
algebesdiche (trigonemetrifche ) Bolgeruugen aus einander find. 


27%). 

Das. Befeg der virtuellen Geſchwindigkeiten für einen Atom. 

Dieſelben Gleichungen des Gleichgewichts eines Atome Iaf 
ten fi) auch noch in folgender Form darſtellen: 

Denkt man fich nämlich außer dem Punkt O, in welchem 
ber angegriffene Atom fich befindet, noch einen zweiten beliebi⸗ 
gen Punkt A im Raume; — projicirt man biefen Punkt A nach 
und nach auf die Richtungen aller Kräfte; und iſt A, die Pro⸗ 
jettion des Punktes A auf die Richtung der Kraft P, welche 
alle Kräfte repräfentiven mag, fo daß OA, die Projektion von 
OA auf bie Richtung der Kraft P ift; denkt man fich endlich 
dieſe Projektion OA, pofitiv ober negativ in Rechnung gebracht, 
je nachdem folche in ber Nichtung der Kraft ſelbſt, ober in 
ihrer (rückwärts gedachten) Verlängerung liegt, fo hat man alles 


- mal, wenn man bie verlängerte OA zur Are OX nimmt, 


cos = OA, 
‚OA 
Die Gleichung 
S(P«eose) = 0 


geht aber jetzt, da OA für alle Kräfte P denſelben Werth bes 
hält, fo daß die ganze Gleichung mit dieſem gemeinfhaftlichen 
Nenner weg multiplisirt werben Tann, über in 
Z(P-OA) = 0. 
Da A beliebig gedacht ift, ſo kann man A auch zunächft 
an O nehmen, und dann nennt man bie (pofitiv oder negativ 
in Rechnung zu bringenbe) Projektion OA, bie virtuelle Ges 


*) Die (565. 27.29.) kann der Lefer, der noch Anfänger ik, über⸗ 
ſchlagen, und fpäter einmal gelegentlich nachlefen. 
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ſchwindigkeit des Atoms O, während dann das. Zrobuft 
P-OA, da8 Moment ber virtuellen Gefhmwindigtei 

der Kraft P (in Bezug auf diefe nnendlich- lleine Surfen 
OA) gmannt wird. 

L Zum Gleichgewicht gegebener Kräfte, sie einen km 0 
gleichzeitig angreifen, iſt e8 daher nothwendig und austei 
chend, daß die Summe ber Momente der virtuellen Geſchwi 
digfeiten alter Kräfte drei Mal (für 3 beliebig, aber ben 0 
nächk anliegend gebachte Punkte A) der Null gleich. fy *).- 
Dies würde aber auch noch gelten, wenn man ben Punkt A p 
desmal beliebig weit von O ab fich denfen wollte. 

H. Will man, in dem Falle, wo eine Flaͤche L, ober ein 
durch die Stächen L und L! gegebene Linie 1 zum Gleichgewich 
beiträgt, ben fenfrechten Gegendruck R, ober Q ($. 22. IV. 1 
$. 23.) in einer oder ber andern der 3 Gleichungen bes Glad 
gewichts gar nicht haben, fo muß man A fo nehmen, daß OA 
auf tiefem Drud R, oder Q, ſenkrecht ſteht, weil dann OA 
für biefen Druck R, oder Q, dee Ruß gleich wird. — Dahl 
Eönute aber A noch immer helicbig weit von O abliegend @ 
dacht werben. 

IH. Wollte man. fich jeboch OA als einen Meg ben 
welchen der Atom O, wenn er nicht im Gleichgewicht wär 
fondern fich bewegte, machen koͤnnte, fo nämlich, daß dit 
Meg auf der Fläche L oder auf ber Linie 1 gemacht werde 
müßte, im alle die Fläche L, ober die Linie 1 zum Glad 
"gewicht beitrüge, fo läßt biefer Wunfch mit dem in (IL) a 
gefprochenen nur dann fich vereinbaren, wenn man fih da 
Punft A dem O unendlich nahe (nächft anliegend) denkt, i 
fo ferne nach ($$. 6. 14. 16. Geom.) die frumme Linie ak 
eine ftefig gebrochene gedacht werden kann, und die Verking 


*) Wollte man jedoch die 3 Punkte A, mit O in einer und derſella 
Geraden liegend annehmen, fo würden ſich die Gleichungen als nicht dm 
einander verfchieden ausweifen. Nach der obigen Deduktion müffen Wi 
3 Linien OA die Stelle dreier Aren im körperlichen Raume vertreten. 





⸗ 
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rung eines Elementes OA betfelben ‚bie Tangente an O wird, 
weiche fenfrecht fieht.auf der Normale. 

„IV. ‚Bei: dieſer Darfiellung ber Gleichgewichts⸗ Gleichungen 
hat man gewöhnlich die Abſicht, beide in (I. u. III.) angefuͤhr⸗ 
sen Zwelke zu vereinigen und beshalb benft man fich alles 
mal OA unenblich:Flein, und als einen Weg,.mwels 
chen ber. Atom O.entweber ganz beliebig macht (wenn 
er. frei ik), oder auf ber Fläche L, ober auf ber Li⸗ 
nie 1 zurüdlegt, im Falle er auf der Släche L, oder 
auf-der Linie 1 zw bleiben gezwungen ifl. 

Bei diefer Annahme, die wir hier ein für allemal mas 
hen, hat man ben Bortheil, daß bie normalen. Gegendrucke 
R oder Q durchaus nicht berückfichtige zu ‚werben brauchen, 
weil: für fie ‘die virtuellen Geſchwindigkeiten nun allemal ber u 
gleich find. 


$, 28. ı 
Daffelde Geſet in Differenzial⸗Rechnungsform. 


. Man kann auf biefe Form der Gleichgewichte » Gleichungen 
die Rechnung mit Unendlich Kleinen anwenden. Man benfe 
fih nämlich in der Richtung der Kraft P einen beliebigen Punkt 
D, deffen Koorbinaten-Werthe a, b, c feyn mögen, auf ſenk⸗ 
rechte Uren UX, UY und UZ besogen. Es feyen x, y, z bie 
Koordinaten: Werthe bes Atoms O an feiner Stelle, und x Pdx, 
y-+dy, z-+dz die Koordinaten: Werthe bes unenblich nahe an 
O liegenden Punktes A; fo ſind dx, dy, dz 
a) unenblichs£lein aber fonft ganz unabhängig von einander, 
fo lange A gang beliebig nächft an O gebacht wird; ober. 
PR) durch die Gleichung Lxraxytaystaz = 0 von einander 
abhängig, wenn A auf ber durch 
1) - L,, 
gegebenen Fläche nächft an O (melcher in derſelben Flaͤche 
liegt) gedacht wird. Dieſe Abhaͤngigkeit druͤckt ſich aber 
nach (Analyſ. $. 23. Anmerk.) einfacher durch 


y, = 0 


— 


” 
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2) du ==0, ober Oln- ‚irröl,- dy-+-öL,-.dz==0 
aus. 
7) Dber es ſind dx, Ay, war immer unendlich⸗klein, abe 
durch bie beiben Gleichungen 
dL ==0, oder OL. -dx-+-öL, -dy-+-öL, -da=0 
: 3) und — 
LI O, ober M dx OI. dy - 
von einander abhängig, wenn A in ber durch Die beide 
Gleichungen Lx,.=0 und L,,. == 0 gegebenen Lin, 
dem O (welcher in derfelben Linie liegt) nächft anliegt. 
An allen 3 Fällen it aber, wenn DO — p geſetzt mirh, 
dieſes p gegeben durch die Gleichung ($. 1. Geom.) 
4) pP= (a-a’Hy—b’+l2— co), 
fo daß p als diejenige Funktion von x, y und z erſcheint 
weihe 


a 
= 008% 





5) | dp — II = cosß }*) 


„= m008 


liefert. 

Denkt man ſich num in dieſer Funktion p ober DO, bay 
üh x-+-ds, y-+-dy, z-+-dz flatt x, y, 2 geſetzt, fo geht bie 
p dadurch über in DA, und der unmblich- Heine Zuwachs dp, 
den p dadurch erleidet, it daher = DA— DO, oder auch, weil 
DA, von DA nur um ein Unendlich Kleines der zweiten Die 
nung verfchieben iſt ” f 


*) Damit die Zeichen genau ſtimmen, denkt man fich ben Punkt 
(a,b, c) oder D in der rüdmwärts verlängerten Richtung der Kraft 
liegen. Dachte man fich diefen Punkt in der Richtung ber Kraft felbf, 
fo würden alle Glieder ihr Zeichen ändern, allein im Ganzen bliebe dei 
End» Refultat unverändert. 

**) Es iſt nämlich in dem rechtwinklichen Dreieck DA,A 

DA’ = DA, +AA,; alſo DA = (DA, AA, 


x 
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6) dp = DA,— DO = OA,, 
b. h. dieſer unendlich⸗kleine Zuwachs dp iſt dad, mad wir im 
($. 27.) die virtuelle Geſchwindigkeit nannten. Die Gjeb 


ung des Gleichgewichts des:($. 27), nämlig) Z(P -OA,) =0 | 


nimmt baher jet die Form an. 


(O).** S(P-dp) =, . 
während nach ($. 23. Analyſ.) | 
dp = Op,-di-köp,-dy-Höp,d, 


ober auch, vermöge der Gleichungen (5.), 
8) dp = cosa-dx-+cosf-dy-+cosy-dz 
wird. 

I. Iſt nun der Atom von den n Kräften P angegriffen, 
aber übrigens ganz frei, fo giebt bie Gleichung (O) des Gleich 
gewichts fo viele Gleichungen ald man will, wenn man nıw 
ftatt dp feinen Werth aus (7. ober 8.) fubftituirt, dabei aber 
Die zu dx gehörigen dy und dz ganz beliebig und immer an- 
Ders und anders nimmt. — Irgend drei diefer Gleichungen aber 
bedingen das Gleichgewicht, fo daß jede weitere Diefer Glei⸗ 
chungen als eine bloße algebraifche Solgerung aus den drei er⸗ 
ſtern angeſehen werden kann und muß. 

Subſtituirt man jedoch ſtatt dp feinen Werth aus 8.)ı fo 
Daß die Gleichgewichts⸗Gleichung (0) in 

9) dx- Z(P.cosa)-+-dy- S(P.cosf)+ 


d-ZPeo—=0 


übergeht, fo zerfällt fier wenn man abwechſelnd gmei: der drei 
Zuwachſe dx, dy, dz der Null gleich feßt und bloß ben britten 
beliebig nimmt *), fogleich auch wieder in bie 3 befannten Glei⸗ 
Aungen des Gleichgewichts 


Entwikkelt man nun diefe Potenz zur Kechten nach dem binomifchen Lehr⸗ 
ſatze, fo findet fich fogleich 


während AA, unendlich⸗klein if. 
*) Diefe Annahmen laufen darauf hinaus, den unendlich» Kleinen 


“ 


Weg OA, der die virtuellen Gefchwindigkeiten giebt, einmal parallel mis - 
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Z(P-coso)=0, S{P-oosf)=0 und Z(P-cosy)=N. 

U Das in CI.) Sefagte ‚gilt unverändert, wenn der Atom 
auch nicht ganz frei if, dagegen der Gegendruck R der Flaͤch 
L, oder; der. Gegenbrud Q, ber inte 1, mit: unter. bie Kräfte P 
aufgenommen wird, weil er in falchem Sale als ein ganz firm 
Atom behandelt werden fann.. 

Iſt alfo der Atom gezwungen, auf der durch Las =0% 
gebenen Släche. zu, bleiben, ift R ber normale Gegendrud de 
Släche L, und bedeutet r ‘in der Normale, was p in der Richtun 
ber Kraft P vorfiellt, fo hat man bie Gleichgewichte-Gleichum 

(Or. R-dr-+3(P.dp) = 0, 

we 10) dr = dr, dı-H-Or,-dy-Hörssdz 

it, und wo der Punft A, deffen Koordinaten Werthe x+& 

y-+dy, z+rdz find, zunaͤchſt an O, aber ganz beliebig lg 

und namentlich niche in der Fläche L gedacht zu werben braucht 

Die Gleichung (C) giebt dann wieber unendlich viele Gleichi 

gen, vom Denen jeboch 3 mwillführliche derfelben die 3 Gleichu— 

gen des ($..22. IV.) völlig erfegen, daher zur Beſtimmung vet 

R bieneg. and. noch. die 2-Bebingungs: Gleichungen des Glid 

gewichts liefern. 

. So mie man aber dx, dy, da fo nimmt, daß der Punkt A 

in ber Flaͤche L ſelbſt liegt, daß alſo die Sun (2.), namliq 
öLx-d<+-öL,-dy-Höl.-dz = 0, 

ſtatt findet,. ſo ift "augenblicklich dr=0*), und die Gleich 

(O rebugirt ſich jetzt bloß auf .die Gleichung (O) zwiſchen da 

gegebenen Kräften P. 





der Are UX, dann parallel mit UY, zuletzt aber parallel mit UZ fAR 
denken. 

*) Daß nun de=0 if, folgt am einfachften daraus, weil nun 
als ein Stück der Normale, von irgend einem feften Punkte E ab DM 
O hin ein Minimum ift, gegen alle Entfernungen EA von demfelben ſe 
fen Punkte E nach beliebigen ringsherum um O'in der Fläche L dem 
nächft anliegenden Punkten A bin. 

Außerdem Fann man dr= 0 auch noch wie folgt ermweifen. GN 
nämlich 2, u, » die Winkel, welche die Normale mit. ben Axen macht, 
bat man nach obiger Gleichung (8.) I 
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"Die Gleichung (O) / da fie men: nicht' R meße enchaͤlt, 
giebt alſo jetzt ſogleich hie!2 Bebingungen des Gleichgewichts/ 
wenn man nur ‚das Verhaͤltniß dx, dy "zweimal beliebig md 
anders, dagegen dz jebesmal fo bay ahnt wie die Sun 
(2) ed dazu ‚Hefert. wem Maine. 

Setzt man aber in ber Gleichum © ſtatt dp feinen Warh 
aus (8.), fo daß man bie Gleichung 9.) nieder erhält, und, eli⸗ 
minirt wien nun aus (9. u. 2.) den Zuwachs ds, indem man 
Der. (2.). mit. einem. unbeſtimmten Memmltiplizirt; das Refaltat 
zur .c9.) addirt, und dann den Koeffizienten vged2:: ber. Mill 
gleich ſetzt (mwobutch M feine Beſtimmung erhält); ſo zerfällt: Die 
übrig ‚bleibende Skeichung, indem man abwechſelnd ducai O: unb 
dy beliebig, dann aber dy O und dx beliebig nimmt, u. 2 
Sle chungen⸗ To daß man zuſammen die 3-Olaachungen : .. - 

. M. OL. - cosei) = O 

}1) M-dL,+I(P-cosf) =:0::: ia uRœ 

{ M-öL, + (P-cosy) = 0 
bat. Diefe Gleichungen, wenn man fiatt AL,, OL,, OL, (aus 
ben Gleichungen A. ber Note) ihre Werthe W-cosi, W-eosp, 
W.cosv fegt,. wo W — VOL? FELF HOLE. if ‚ieh‘ 
aber genau bie Sleichgemichtd- Gleichungen ($. 22. IV.), wenn 
R=M-W gefegt wird, fo daß letztere Slechuns, win 

12) : | R==M-W, 
auch noch den Gegendruck R liefert, fobald. M aus im > 
Augen (11.) gefunden worden if. Ä 


a) d = co. - dx-I-cosy - dy-t-cos» + de. 
Dabei: aber nach ($. 14. IL Geom.) 
L, 


L, öl, 

4) cos) = w cur und cos» = wm 
wo 

Ww= VAL, 2.-OL yt+öl, 3 
it. Subflituirt man daher dieſe Werthe fr (8.) in bie Gleichung (a ), 
fo ergiebt ſich fogleich, nach obiger Gleichung (2.), dr = 0. 
Noch kürzer: Es if 
c08)-dx-H-eosu-dy-Hcosv.da == 0, 

alfo auch de == 0 nach ($. 16. IV. Nr. 6. Geometr.). 
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-- HE mb if der Atom gefpungen auf der burch die Glei⸗ 
ungen. 1,0 md. Li, 0 gegebenen Linie 1 zu bie 
bes, fo muß man gu ben Kräften P noch den Gegendrud Q 
ber Einie.1,. der :in undefaanter, aber auf ber Linie 1 norma 
ler tung wirft f hinzunehmen , ſo daß die Bleichnus (0) 


(Dr. 0 dg-+Z(P- .dp) = = re 
wird, wd q bieelbe Bedeutung für Q haben foll, welche p it 
Bezug. auf. P hat (ſo naͤmlich, daß q ein Stuͤck der auf 1 nee 
malen Richeung von O if). Nimmt man in (U) dx, dy, dı 
yanz. von. einander unabhängig und. 3 mal anders, fo befommt 
man "bie-3: Sleichungen; welche die des ($. 23.) vollſtaͤndig en 
Ram. RE EEe U 5 
So wie: man aber dx, dy, dz ſo nimmt, baß der Punkt 

A in ber Linie 1 ſelbſt ir, daß alſo die beiden Gleichungen 
@.) exiſtiren, nämlich-: 

öL, —* ay -481 .dz = 0 

"OL dxr-+öLi-dy+ölidz = 0, 
fo iſt augenblicklich dq —= 0°*), und es exiſtirt nun wieder bi 
Gleichung (CI) bloß zwiſchen ben gegebenen Kräften P. 


: Die Gleichung (O) giebt daher nun fogleich die in diem . 


Falle eriflirende Bedingungs- Gleichung bes Gleichgewichts, ſo⸗ 
bald man nur dy und dz fo nimmt, wie ſolche aus den bei 
ben Gleichungen (3.) hervorgehen. 

Set man aber in der Gleichung (O) Haft dp feinen Werh 
aus (8.), fo daß bie Gleichung (9.) daraus wird, und eliminit 
man nachgehends aus (9.) mittelft der Gleichungen (3.) ſowohl 


dy als aud) dz, indem man bie eine mit M, die andere mit 


*) Daß dy = 0 iſt, folgt auch hier wieder daraus, daß q ein Wink 
mum if, in Bezug auf die beiden in 1 dem O nächk anliegenden Punkte 
A. — Daffelbe kann aber leicht noch fo bewiefen werden. Sind «, e‘, «" 
die Winkel, welche Q,.alfo q, mit den Aren macht, fo iſt nach (6.) 

dq = cose-dx+cose »«dy-+coss’'.dz. 
Diefer Ausdruck zur Rechten iR aber aleemal 0 (nach Geom. $. 16 W. 
Nr. 6.), fo oft die Linie q auf der Tangente der Kurve ſenkrecht ſteht 


. „. 
x 
3 
— 3 
(a0 
* 
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M! multipligirt, die Refultate zur Gleichung (9.) addirt, umd zus 
legt M und M! fo nimmt, daß jeder ber Koeffizienten von dy 
und dz der Null gleich beſcht werden kann ſo hat man ſogleich 
wieder die Gleichungen Ni a Veto 9 
i6>M: ——* Re) ze 2) 
| M- > MI-dL', 4 IP · c0sß) 0° 
M:BL54-MSDEN HELP 089) = 0, 
welche genau mit den Slächungen des & 23) Gefamenfale 
ivenn man nur * | u 
BU) MWw=R 'm 18) M.W— Re” 
Me 
1): were — 
17T). Wied H+öLH+äht:. nero: 
iſt. Die Gleichungen (14. u. 15.) geben Babel noch die auf 
bie Flaͤchen L und L+ bezuͤglich normalen Gegendrucke R und 
R', wenn aus den Gleichungen ( 13.) zuvor M- und M!' gefun; 
den worden find. | 
Anmerf, Hbgleich alfe die Gleichung” (O) alle Gleichge⸗ 
wichts⸗Gleichungen liefert, während dx, dy, dz ganz von eins 
ander unabhängig gedacht find, wenn man nur unter bie Kräfte 


P, den Gegendruck R ber Släche L, ‚ober ben. Gegendruck Q 


ber Linie 1 mit aufnimmt / ſo pflt man boch dieſe ren 
(DO). nämlich 

Oo 20-0 
in den Fällen (IL. IIL) gewöhnlich nur unter der Vorausſetzung 
gelten zu laſſen, daß dx, dy, dz der Fläche L ‚ober der Linie 1 
angehören, alfo .daß entweder die Gleichung (2. ), ober bie beis 
den Gleichungen (3.) noch mit in Rechnung gebracht merben 
muͤſſen. — Und dies ift die Annahme ($. 27. IV. ), in Rechnung 
gebracht. 

Die Gleichung (O) ift übrigens ein beſonderer Sal eines 
allgemeinern Gefeged, welches wir. fpäter im (II. Th. Kap. 10.) 


unter dem Namen „Geſetz der virtuellen Geſchwindis 


e 


feiten!! kennen lernen werben. 


me .. Mebemil d. Monis. Aap. HL .i' 5.20. 
NE —W $. 29, 
. .Doffsipe Geſet In-Marlationt-Remnungsform. 

Will man eben ſowohl die geometrifchen Betrachtungen dei 
($- 27.), all) quch die. Rechnung mit ugenblich-fleinen Zw 
wachfen des .($.-28:) ‚nermeiben, „fo laſſen fich Die Gleichgewichts⸗ 
Gleihungen:nuf eine ganz jandloge einfache und :allgemeine Weiſe 
ausbrüden, und uͤberdies noch fo, daß man aus diefer neum 
Sorm, i in ber feine Unendiich⸗ Kleinen vorkommen, die Gleichung 
S(P.dp) = ſohald man fie, twünfchen möchte, ſogleich und 

unmittelbar wieber erhält. 

Man denkt ſich nämlich wieder einen beliebigen Punkt A, 
aber dasmal nicht unendlich nahe an O, fondern belichig 
weit von O ab, bezeichnet bie- Kobvdinaten«Werthbe von O 
vr 4 wa u 8,7, % m 2 I Tun Äh man 


2 Eee 


N ‘ 


Ku: *., tech 
1) BF — —— 
u ee 
fee, unb die Roeffliinten öx, dy;-dz, 9x, O'y, I%, 20. x. gem 
willkuͤhrlich im Nothfalle auch der Null glei) aber doch fo 
nimmt, daß eben x, y„, 2, wirklich die Koordinaten⸗Werthe 
des Punktes A find; ber Worh von x ſelbſt iſt zwar konſtart 
nach (x, y, 2), aber ſonſt beliebig groß’ gedacht. 

Iſt nun p twiederum eine folche' Linie DO, in der Michtun | 
der Kraft P, fo daß a, b, c bie Koordinaten Werthe des in be 
Richtung der Kraft P liegenden Punktes D find, alfo daß mar 

9) | p= Ve Hg—b+ (z— c)? 
bat; und bezeichnet man durch 
3) p. oder —D——— -Ö’p-t >, 


das was aus p wird; wenn x, y, 2 in x,, J,. z, übergehen 
ſe 
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fo druͤckt p, die Linie DA aus, wie weit auch A von O ab 

liegen mag; — und man bat dabei nach dem Maclaurin⸗ 

fehen Lehrfaße, oder nach der fogenannten Variation: Rechnung 
4) Hp pic öp,-öyHöp,-d, 

oder 5) dp —= cosa-Öx-t-cosß-dy-+-cosy-Öz, 

wenn «, ß, y die Winfel find, welche die Linie p ober DO, 

d. h. die Richtung ber Kraft P mit den Aren macht, weil dann 

aus (2.) 








und p, = = 007 


wird. (Damit auch die Zeichen genau ftimmen, nimmt man 
den Punft (a, b, c) oder A mie im $. 28.). 
J. Iſt nun der Atom O ganz frei, fo ift, im Kalle thn die 
Kraͤfte P im Gleichgewicht halten, 
6) Z(P-coe) = =0, (P.cosf) = 0, 
<{P.cosy) = 0. 


Multiplizirt man aber dieſe Gleichungen besüglich mit dx, 0, 62 


und abdirt man die Nefultate, fo erhält man 
SP: (cosa-öx-Peosß- 0y-+cosy.-d2) = = 0, 

d. h. nad) (5.) 

(DO) . <(P-öp) = 0*), 
welche Gleichung alfo im Falle des Gleichgewichts flatt finden 
muß, und zwar allemal, ſo oft man auch dx, öy, öz immer anders 
und anders nehmen mag, fo daß diefe Gleichung (CO) ber Repraͤ⸗ 
fentant ift von unendlich vielen Gleichungen, von benen jeboch 
dreie nur zum Gleichgewicht nothwendig find und ausreichen. 
11. Sf der Atom O gezwungen, auf einer durch die Gleis 
dung a 

‘ Lxy, = 0 


*) Multipliziet man diefe Gleichung noch mit x, denkt man fich nach⸗ 
gehends = unendlich sElein, fo daß x»öx, x-dy, x+dz, x-dp von dx, dy, dz, 
dp nicht mehr verfchieden find, fo hat man die Gleichung (9) des $. 28.) 
nämlich Z(P- = = 0 wieder. 


I. [21] 
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gegebenen Släche zu bleiben, und find A, m, » die Winkel, welde 
dann ber normale Gegendrud R mit den Axen macht, fo bat 
man nach ($. 22. IV.) die 3 Gleichungen 
R-cosi-+-23(P.cos«e) —= 0 
7) R-cosu-=3(P.cosf) = 0 | 
| R-cou 3(P.cosy) = 0. 
Multiplizire man auch hier diefe 3 Gleichungen bezüglich mit 
öx, öy, dz, abdirt man bie NRefultate und bebeutet dabei r für 
R bag, was p für P vorſtellt, fo daß nach (5.) 
8) ör = cosk-dx-+-cosu -öy-Fcosv:- oæ 
it, fo erhält man 
(O-- — R-dH2P.H) = 0*r), 


E und dieſe Gleichung sie, mie auch dx, öy, öz gebacht feye 


mögen. 
Nimmt man aber x, Yar 2, ſo, daB außer 
LI =0, auch noch L.,., =0**), 
alfo auch, wenn Lx, =, durch L., d. h. durch 


. 2 
L+2- 8.45 .. 


. ansgebrüdt wird... 


” 9) -(öL =) dL,- Is-+öL,-öy-FÖL,- iz = 0 
iſt; — fest man bier ſtatt AL,, OL,, OL, ihre Werthe W.cosı 
We.cosu, We.cosv aus ($. 14. II. Geom.), oder aus der er⸗ 
ſten Note su. ($. 28.), fo erhält man ſogleich 

10) cosA-Öx-F cosu-öy-+-cosv-d2 — 0. 

Aber deshalb folgt nun aus der Gleichung (8.), daß jetzt auf 


*) Dieſe Gleichung hätte man augenblicklich aus (I. ableiten können, 
da, wenn der normale Gegendruck R der Fläche L noch mit zu den gege⸗ 
benen Kräften P gezählt wird, der Atom O als ganz frei angeſehen wer 
den kann (vgl. $. 22. u. $. 24. Nr. 2.) ' 

*) D. h. nimmt man ben Punkt A in der Fläche L felbk, Te bef 
feine Koordinaten⸗Werthe x, , y„, z, ſtatt x, y, z in die Gleichen 
L,. = = 0 fubßituirt, diefe Gleichung denriſch machen müſſen. — Dabei 
iſt jetzt der Punkt A von O doch noch beliebig weit entfernt, und new 
Unendlich⸗Kleinen iſt sicht die Rede. 
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11). d—m0 
ſeyn muß, fo baß, unter ber jegigen Boransfegung ı bie Glei⸗ 
hung (CT) wieder genau in die Gleichung (O) übergeht. 

III. Iſt endlich der Atom O gezwungen, in einer durch die 
Gleichungen 

Ixyz = und L'.y xy: = 1) 

gegebenen Linie 1 zu bleiben, fo muß man bie beiden normalen 
Gegendrucde R und R’ in Rechnung bringen, und man erhält 
ſogleich, wenn r! die analoge Bebeutung wie r bat, 
(Dr Reör--Rl.ör+3(P-öp) = 0, 
welche Gleichung gilt, wie auch öx, dy, öz gedacht werden 
moͤgen. 

Nimmt man aber jetzt wieder den Punkt A in der Linie l, 
fo daß außer. 
. Liz. = 0 und —* = 0, 
auch noch | 


L.,=0 ud L% 


Zu Ygiy — 0, 
alfo auch \ 
(ÖL =) OL, + dx -+AL, -öy-HöL, -öz = 0 
mb (öL’=) dLuöx-H-äLl, dy+äL,öz = 0 
wird, fo wird auch nun 
r=0 wm ı—=0, 

und die Gleichung (99) geht wiederum. in bie Gleichung ©) 
über. 

IV. Die Gleichung 

© Z(P-&p) = 0 
gilt alfe in allen 3 Fällen (I. IL III.) des Gleichgewichts ſo⸗ 
bald man nur in den 2 letztern Faͤllen dx, oy, dz nicht ganz 
‚beliebig nimmt, fondern im Salle der (IL) fo, daß auch OL=—=O 


' 


wird, und im Falle der (II) fo, daß nicht bloß OL, ſondern u 


auch ÖL! der Null gleich wird. 

Diefe Gleichung (O) ift alfo, genau genommen, eine unbes 
deutende Umformung der Gleichung (O des $. 28.), jedoch ſelbſt⸗ 
ftändig gewonnen, ohne daß, in ber Entwiffelung eben fo we⸗ 
nig wie in der Anwendung, vom Unendlich» Kleinen die Rede 


.[21*] 


1 


x 
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zu ſeyn braucht, wie im ($. 28.), und auch ohne daß folche 
geometrifche Betrachtungen benugt find, wie im ($. 27... Man 
kann fich jedoch auch hier immer noch von O bis A einen (aber 
nicht umenblich -Fleinen) Weg denken, ber im Falle ber (I.) gang 
frei, im Sale ber (II.) auf der Fläche L, endlich im alle der 
(III.) auf ber Linie 1 zurückgelegt wird, der alfo eben ſowohl 
gerade als krummlinig feyn kann. 

Multiplizirt man aber die Gleichung (O) mit x, und denkt 
man fich dabei x unendlich - Klein, fo wird x-öp = dp, und man 
erhält fogleich, in allen 3 Fällen, bie Gleichung I (P - dp) =0 
des ($. 28.) wieder. | 


§. 30. 
Bon den ſtatiſchen Momenten. | 


Betrachten wir noch eine neue und beſonders wichtige Form 
unter welcher bie gefundenen Gleichungen des Gleichgewichts m 
fcheinen koͤnnen. 

I. A) Denfen wir ung aber suerfi den Fall, wo allen 
Kräfte P, die auf den Atom O mirfen, mit ihren Nichtum 
gen in einer und derſelben Ebene liegen. Nimmt man nun is 
diefee Ebene zwei auf einander fenfrechte Axen OX und OY 
(ig. 30.), und find &, 4 die Winkel, welche P mit OX und OY 
bezüglich macht, fo hat man im Falle des Gleichgewichts zwei 
Gleichungen, namentlich auch die Gleichung Ä 

1) S(P.cosa) = 0, 
Nimmt man aber in ber Are OY einen beliebigen Punkt D; 
fallt man von D aus auf die Richtung der Kraft P bie fenb 
„techte tinie DD,, und bezeichnet man | 
DD, dur) p, 


- ( pofitio Mi u 
fo daß p negatib wird, je nachdem der Winfel « | 
if, fo bat man allemal, wie die Zigur zeigt, 

2) cos = Esinß = an”. 


Die Gleichus C (1.) geht dann, da OD fir alle Kräfte P der⸗ 
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ſelbe Nenner bleibt, ſo daß die ganze Gleichung damit weg mul⸗ 
tiplizirt werden kann, uͤber in die Gleichung 
(DO) . .· SP. pP) =! 

Da die Axen OX und OX ganz beliebig gelegt werben koͤn⸗ 
nen, fo kann der Punft D in der Ebene, in welcher Die Nich- 
ungen aller Kräfte liegen, zuerft und ganz beliebig genommen 
werden (in fo ferne OD verlängert zur Are OY genommen; 
‚und die Are OX auf, diefe OY fenfrecht gedacht werden fann). 

B) Das Produft P-p aus der Kraft P in bie pofitio. 
oder negativ in Rechnung gebrachte fenfrechte Entfernung p (eis 
nes beliebigen Punktes D in ber Ebend, von der Richtung der 
Kraft P) heißt das flatifche Moment der Kraft P, in Be⸗ 
zug auf Diefen Punkt D, welcher Las Centrum bed Mo: 
ments genannt wird; und es wird folches als pofitiv oder ale 
negativ angefehen, d. h. p wird pofitiv oder negativ gedacht, je 
nachdem & fpiß ober ſtumpf ift, während & die Winfel repraͤ⸗ 
fentirt, welche die Kräfte P mit der auf OD fenfrecht gedachten 
OX bildet, welche Ießtere Linie OX für alle Kräfte in einem 
und bemfelben Sinne gedacht wird. Dieſe pofitive oder nega- 
tive Zahl p heißt der Arın des Momente. 

C) Am Sale des Gleichgewichts der Kräfte P, Die. einen 
Atom O angreifen, und deren Richtungen alle in einer Ebene 
liegen, iſt alſo die Summe der ſtatiſchen Momente aller Kraͤfte 
P (in Bezug auf ein in derſelben Ebene ganz beliebig genom⸗ 
menes Centrum D) der Null gleich. 

D) und iſt die Summe der ſtatiſchen Momente aller Kraͤfte 

P zweimal der Null gleich, einmal in Bezug auf ein beliebi⸗ 
ges Centrum D, das andere mal in Bezug auf ein anderes ſol⸗ 
ches beliebiges Centrum D! in derſelben Ebene, fo find die 
Kräfte P felbft nothwendig im Gleichgewicht, weil dies zweien 
folchen Gleichungen 

S(P-coseo) =0 und =(P-cosal) = 0. 
gleich kommt (vgl. $. 26.) *). — | 


*) Daß die 2 Gleichungen nicht in.eine einzige zuſammenfallen dür⸗ 
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E) Betrachtet man endlich bie (Sig. 30.) noch einmal, fo 
findet man, daß in ben Fällen, wo a fpig ift, die Kraft, P bie 
Ebene um das Eentrum D in einem Sinne drehen würbe (men 
fie fi) um dieſen Punkt D drehen Fönnte), daß aber, fo oft « 
ſtumpf ift, biefelbe Kraft P die Ebene um D genau in dem 
entgegengefeßten Sinne drehen würde. — Alfo nimmt mas 
im ſtatiſchen Moment alle biejenigen Arme p pofitio, deren Kräft 
P die Ebene um bag Eentrum D in einem und bemfelben 
Sinne drehen würden; dagegen werben alle biejenigen Arme p 
negativ in Rechnung gebracht, deren Kräfte P die Ebene um 
das Eentrum D in genau entgegengefegtem Sinne drehe 
würben. 

1. A) Liegen abe bie Kräfte P, welche auf den Atom 
O wirken, mit ihren Richtungen nicht in derſelben Ebene, f 
kann man doch durch O eine beliebige Ebene E legen, und p 
gleicher Zeit eine auf E fenfrechte Linie OZ fi denken. — 
Nennt man nun y den Winkel, welchen jebe Kraft P mit 02 
macht, fo fchneidet dieſer Winkel > die Ebene E in einer Link, 
welche ber Richtung nach die Projektion der burch bie & 
nie P vorgeftellten Kraft P auf diefe Ebene E if. Dann lift 
ſich die Kraft P nad) dem Kraͤften⸗Rechteck in zwei Kräfte jr 
legen, nämlich 
in P-cosy in ber Richtung OZ, 

und in P-siny in der Ebene E, 
und zwar in der Nichtung der Projektion von P auf E. 

Sind nun n Kräfte P gegeben, fo hat man n Kräfte P -cosy, 
die alle in der Nichtung OZ wirken, während bie übrigen a 
Kräfte P-siny den Atom O ringsherum in der Ebene E a 
greifen, alfo den Fall der CI.) bilden. Laffen fih nun die 
-ftern nm Kräfte in eine einzige Z vereinigen, fo ift folche 
Z = Z(P.cosy); 


’ 


fen, verfiebe fich von felbft. Solches würde aber der Fall ſeyn, wenn D 
mit;O und D in einer und bderfelben Richtung liegen follte. 
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und laſſen ſich letztere in eine einzige P! vereinigen, fo Iapt fich 
folche P! nach ($. 14.) finden. 

Im alle aber die n Kräfte P ben Atom O im Bleichge: 
wicht erhalten, kann weder die Kraft Z noch die Kraft D! egiftic 
ren; denn eriftirten beide, fo ließen fich beibe in eine einzige P, 
vereinigen, bie durch nichts vernichtet wird, fo daß nicht Gleich⸗ 
gewicht wäre; und fände nur eine Yon beiben flatt, fo wäre 
Diefe wiederum durch nichts vernichtet, alfo wäre wieberum niche 
Sleichgewicht. — Im Falle des Gleichgewichts ift es alfo noth⸗ 
mendig 

1) daß 3(P.cosy) = 0 ſey; 
und 2) daß die n Kräfte P-siny (welche der Groͤße und Rich⸗ 
tung nad) die Projektionen der Kräfte P- auf die Ebene E find, 
fobalb man P auch ber Groͤße nach durch eine Linie von bes 
flimmter Länge vorgeftellt fich denkt) ebenfalls einander im Gleich⸗ 
getoicht halten, was nach (I) der Fall ift, wenn die Summe 
ber ſtatiſchen Momente dieſer Projektionen P-zsiny der Kräfte 
P zweimal der Null gleich if, in Bezug auf zwei in ber Ebene 
E beliebig angenommene Centra D und D’; oder auch wenn 
nur eine folhe Momenten:Gleichung, dagegen an ber 


. Stelle ber zweiten eine Gleichgetwichtd- Gleichung in irgend. einer 


andern der von ung angeführten Formen ftatt findet. 

B) Denfe man fih nun durch O drei folche Ebenen E, 
fo fann man, im Falle ber Atom O im Gleichgewicht ſich ber 
findet, 3 folche Momenten: Gleichungen (in jeder der 3 Ebenen 
E eine, in Bezug auf ein in derfelben Ebene belichig gewaͤhl⸗ 
te® Centrum D) erhalten; und umgefehrt: finden in Bezug auf 
drei folche durch O beliebig gelegte Ebenen E, Drei folche 
Momenten: Gleichungen ftatt, fo halten ſich bie Kräfte P noth⸗ 
wendig im Gleichgewicht *). 


‚*) Der Grund hiervon if ganz einfach. Jede felde Momenten, 
Gleichung ift nach (L) nichts weiter als die Gleichung 
Z(P-sinyXcosp) = 0, 
wenn „ der Winkel ift, welchen die Kraft P-siny in der Ebene E mit 
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Drei ſolche Momenten: Gleichungen zwiſchen den Projektio⸗ 
nen der Kräfte P auf 3 beliebig durch O gelegte Ebenen find 
alfo zum Gleichgewicht des Atoms O nothwendig und aus⸗ 
reichen. | 

II. Die n Kräfte P, welche einen Atom O angreifen, und 


deren Nichtungen dabei nicht in einer und berfelben Ebene liegen, | 


find auch nothwendig im Gleichgewicht, wenn man durch O nur 
zwei beliebige folche Ebenen E legt, in der einen diefer Ebenen 
aber zwei folhe Momenten: Gleichungen nimmt, in Bezug auf 
zwei in ihr beliebig gewählte Eentra D und D', während die 
Dritte Momenten: Gleichung aus der andern Ebene bergeholt 
werden muß; eben weil diefe 3 Gleichungen, wie die unten fie 
bende Note nachweift, den dreien Gleichungen 
ZS(P.cose) =0, Z(P-cosa)=0, S(P-cose‘) =0 

des ($. 25.) gleich zu achten find. 

IV. Alles in (L) und in (IL) fo wie in (III.) Geſagte bes 
hält noch feine volle Gültigkeit, wenn auch eine Släche L. ober 
eine Linie 1 in fo ferne zum Gleichgewicht beiträgt, als der 
Atom gezwungen ift in biefer Fläche L oder in biefer Linie 1 
zu bleiben, wenn man nur nicht unterläßt in einem dieſer beis 
den. legtern Sälle den normalen Gegendruck R oder Q, oder bie 
normalen Gegendrude R und R! ($. 24.) mit zu den Kräften 
P noch hinzu zu zählen. 

Legt man die Ebene E fenfrecht auf den Gegendruck R, fo 
ift feine Projektion und daher auch fein flatifchee Moment in 
Bezug auf dieſe Ebene = 0. — Und nimmt man zu gleicher 
Zeit das Centrum D in der Projektion eines etwa vorhandenen 
zweiten Gegendrucks R/, fo ift auch deffen ftatifches Moment = 0, 


einer in derfelben Ebene E durch O gelegten Are OX bildet. IA nun « 
der Winkel, welchen P ſelbſt mit OX bilder, fo ift nach der fphärifchen 
Trigonometrie siny-cosp = cosa, alfo daß die gedachte Momenten⸗ 
Bleichung bloß eine andere Form der Gleichung Z(P-cosa) iſt 
Da nun Gleichgewicht ift (nach $. 25.), wenn in Bezug auf drei belier 
bige ſolche Axeu OX, OX’ und ÖX drei folche Gleichungen ftatt finden, 
fo hr bie obige Behauptung einleuchtend, und bebarf Feines weitern Bes 
weiſes. 


— 


— 
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weil dann defien Arm = 0 if. — Dann erhält man ſogleich . 
die Gleichgewichts Gleichung bloß zwiſchen den gegebenen Kraͤf⸗ 
tm P. 

Natürlich Fann man bie Ebene E oder das Centrum D auch 
fo nehmen, daß in der Gleichung des Gleichgewichts entweder 
R allein, oder R! allein vorfommt. Dies fann dann am bes 
quemſten feyn, wenn man R ober R! berechnen will. 

Schluß-Anmerk. Wir fünnten fortfahren neue Formen 
binzuftellen, unter denen biefelben, ($$. 20. — 23.) für den Fall, 
daß ein Atom im Gleichgewicht fich befindet, hingeftellten Gläch—⸗ 
gewichts⸗Gleichungen noch erfcheinen koͤnnen; wir begnügen ung 
aber mit dem big jet darüber Mitgetheilten, da folches bie in 
den verfchiedenen Anwendungen gewöhnlichen Formen enthält 
und außerdem noch hinlaͤnglich beſtimmt erfennen läßt, wie zu 
verfahren wäre, wenn man noch neue Formen binftellen, zu glei: 
cher Zeit aber gewiß feyn wollte, daß oder warn das Gleich⸗ 
gewicht auch wirklich nothwendig fen. - 


‚ 


Mehanit des Atom, 


— — — 


Viertes Kapitel. 


Theorie der freien gerablinigen Bewegung eines Atoms. 


Vorerinnerung. 


Dem geneigten Leſer, welcher noch Anfänger iſt, geben wir hier den Rath, 
das in dieſem erſten Theile des ganzen Werkes noch folgende nur ſo weit 
zu leſen, als er dieſes leicht und ſchnell genug thun kann, dann aber lie⸗ 
ber ſogleich die Fortſetzung der Statik im zweiten Theile dieſes Wer⸗ 
kes vorzunehmen, und fpäter erſt zu dieſen Kapiteln zurückzukehren. 


$. 31. 
Wie die Kräfte in Nehnung;gebraht werden. 


1) Wir Haben im ($. 6.) die Urfache der Bewegung Kraft 
genannt; und uns vorgenommen, dieſe Kraft durch diefelbe Zahl 
in Rechnung zu bringen, durch welche die Gefchwindigkeit in 
Rechnung gebracht wird, welche biefe Kraft bei einmaliger 
Wirkung auf einen rubenden ober bereits eine Geſchwindig⸗ 
feit habenden Atom bervorbringt; nur daß im legtern Falle diefe 
Mirkung in einer Vermehrung der fchon vorhandenen. Geſchwin⸗ 
digkeit fichtbar wird. Nach ($. 4.) wird aber die (augenblicks 
liche Geſchwindigkeit durch eine unbenannte Zahl auggebrückt, 
welche das Verhaͤltniß (den Duotienten) des Raumes zur (burch 


— ii HE ME — — — — 
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bie) Zeit vorſtellt, letztere als unbenannte Zahlen von Fußen 
und Sekunden *) gebacht. 


2) Wenn nun dieſelbe Kraft n mal hinter einander in ders - 


felben Richtung wirkt, fo ift nach ($. 10. I.) die hervorgebrachte 
Sefchwindigfeit genau biefelbe, wie wenn bie m fache Kraft ein⸗ 
mal in derfelben Nichtung wirkte. 

3) Hat daher eine Kraft burch n maliged Wirken in berfels 
ben Richtung die Geſchwindigkeit ꝙ hervorgebracht (d. he einem 
ruhenden Atom diefe Geſchwindigkeit ꝙ gegeben, ober die Ges 
ſchwindigkeit a eines bereits in derfelben Richtung fich bewegen⸗ 
den Atoms um biefe Geſchwindigkeit ꝙ vermehrt), fo bringt bie 


einfache Wirkung derfelben Kraft die Geſchwindigkeit x oder ° 


.4 hervor; und pe iſt alfo die Zahl, mit welcher dieſe 


Kraft nach ($. 6.) in Rechnung gebracht wird. | 

4) Wirkt alfo eine Kraft ſtetig, d. h. in unmerflichen ober 
vielmehr in unendlich sEleinen Zwiſchen⸗Zeiten dt, ohne während 
ihrer Wirkungen fich zu verändern (d. h. ohne größer ober klei⸗ 
ner zu werben), eine volle Sekunde hinter einander in berfelben 
Richtung, und bat fie zu Ende ber Sekunde die Geſchwindig⸗ 
Seit ꝙ hervorgebracht (d. h. bie etwa in derfelben Richtung fchon 
vorhandene Sefchtwinbigfeit bed Atoms um ꝙ vermehrt), fo ” 
bie Kraft felb mit 

p+dt 
in Rechnung zu bringen. 
Denn da dt die Dauer einer einmaligen Wirkung ift, fo ift = n 

Die Anzahl aller Wirkungen in der Sekunde, folglich iſt die einfache Wirs 
kung nad (3) = 9 = pri 


*) Daß die Einheiten willkührlich find, wenn nur durchweg biefels 
Sen Größen, die mit einander verglichen werden, durch biefelben Einheiten 
ausgedrückt find, bedarf Feiner befondern Erwähnung. Wir haben die vbi⸗ 
gen Einheiten Fuß und Sckunde gewählt, die fich aber jeder u fo groß 
oder fo Elein denken kann als er will. 


i 


Mechanik des Atoms. 
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Viertes Kapitel. 
Theorie der freien gerablinigen Bewegung eines Atoms. 


Vorerinnerung. 


9 em geneigten Leſer, welcher noch Anfänger ift, geben wir hier den Rath, 
Das in dieſem erfien Theile des ganzen Werkes noch folgende nur fo weit 
zu lefen, als er diefes leicht und fchnell genug thun ann, dann aber lie 
ber fogleich die Fort ſetzung der Statik im weiten Theile diefes Wer⸗ 
kes vorzunehmen, und fpäter erſt zu diefen Kapiteln zurückzukehren. 


%. 31. 
Wie die Kräfte in Rechnung -gebraht werden. 


1) Wir haben im ($. 6.) die Urfache der Bewegung Kraft 
genannt, und und vorgenommen, diefe Kraft durch diefelbe Zapl 
in Rechnung zu bringen, durch welche die Gefchwindigfeit in 
Wechnung gebracht wird, melche dieſe Kraft bei einmaliger 
Wirkung auf einen ruhenden oder bereits eine Geſchwindig⸗ 
feit habenden Atom hervorbringt; nur daß im legtern Falle biefe 
Mirkung in einer Vermehrung der fchon vorhandenen. Geſchwin—⸗ 
digkeit fichtbar wird. Nach ($. 4.) wird aber bie (augenblich 
liche Geſchwindigkeit durch eine unbenannte Zahl ausgebrückt, 
welche bad Verhaͤltniß (dem Duotienten) des Raumes zur (burch 
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Bie) Zeit vorſtellt, letztere als unbenannte Zahlen von Fußen 
und Gefunden *) gebacht. 

2) Wenn num biefelbe Kraft nm mal hinter einander in ders 
felben Richtung wirft, fo iſt nach) ($. 10. 1.) die hervorgebrachte 
Geſchwindigkeit genau biefelbe, wie wenn bie n fache Kraft ein- 
mal in derfelben Nichtung wirkte. 

3) Hat daher eine Kraft durch n maliged Wirken in derfels 
ben Richtung die Geſchwindigkeit ꝙ hervorgebracht (d. he einem 
ruhenden Atom biefe Gefchwindigfeit ꝙ gegeben, ober die Ge⸗ 
ſchwindigkeit a eines bereits in derfelben Richtung ſich bewegen⸗ 
den Atoms um diefe Gefchtwindigfeit ꝙ vermehrt), fo bringt bie 


einfache Wirfung derfelben Kraft die Geſchwindigkeit £ oder 


Pan bevor; und pe ft alfo die Zahl, mit welcher diefe 


Kraft nach ($. 6.) in Mechnung gebracht wird. | 

4) Wirkt alfo eine Kraft ſtetig, d. h. in unmerflichen ober 
vielmehr in unendlich» Kleinen Zwifchen: Zeiten dt, ohne während 
ihrer Wirkungen ſich zu verändern (d. h. ohne größer ober klei⸗ 
ner zu werben), eine volle Sekunde hinter einander in berfelben 
Richtung, und hat fie zu Enbe ber Sekunde bie Geſchwindig⸗ 
Seit ꝙ hervorgebracht (d. h. bie etwa in berfelben Richtung fchon 
vorhandene Sefchwinbigkeit bed Atoms um ꝙ vermehrt), ſo in 
die Kraft ſelbſt mit 

p.-dt 
in Rechnung zu bringen. 
Denn da dt die Dauer einer einmaligen Wirkung if, fo if Ii- n 

die Anzahl aller Wirkungen in der Sekunde, folglich iſt die einfache Wir⸗ 
kung nach (3.) = 4 4.dt. 


*) Daß die Einheiten willkührlich ſind, wenn nur durchweg dieſel⸗ 
ben Größen, die mit einander verglichen werben, durch dieſelben Einheiten 
ausgedrückt find, bedarf Feiner befondern Erwähnung. Wir haben die obis 
gen Einheiten Fuß und Sckunde gewählt, die ſich abet jeder * ſo groß 
oder ſo klein denken kann als er will. 
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Abe fietig wirkende Kraft alfo, welche in einer endlichen 
Zeit eine endliche Geſchwindigkeit hervorbringt (vorausgeſetzt, ba 
"ihre Wirkungen immer biefelbe Richtung behalten, und Daß fie 
auch der Größe nach genau dieſelbe bleibe), ift daher mie dt zw 
gleich unendlich: Hein (vgl. $. 20. Analyf.). | 
| 5) Umgefehrt: Bringen wir eine eben jetzt wirkende Kraft 

X.dt in Rechnung, fo druͤckt der Faktor X die Geſchwindigkeit 
aus, welche diefelbe Kraft in einer Sekunde hervorbraͤchte, 
wenn fie biefe Sekunde hindurch immerfort fletig und unverdn 
dert in berfelben Richtung auf denfelben Atom wirkte. Und 
X. dt felbft if die Geſchwindigkeit, welche biefelbe Kraft bei einer 
einmaligen Wirkung hervorbringt. _ 

6) Es gefchieht fehr haufig, daB man die ftetig wirkende 
Kraft, welche durch das Produkt w-dt in Rechnung gebradt 
tverden muß, bloß w nennt, ben in Ziffern ..nie ausdrückbare 
Faktor dt alfo, bei dem Namen ber Kraft wegläßt. — Geſchicht 
dies, ſo darf ja nicht unterlaffen werden, fo oft diefelbe Kraft 
wirklich in Rechnung gebracht wird, biefen Faktor dt ſogleich 

- wieder hinzuzufuͤgen *). 


$. 32. 


Aufgabe Eine Kraft ꝙ (db. H..9-dt) wirft auf eine 
Atom in einer und. derfelben Richtung t Sekunden hinter einan 
der ſtetig. Man fol die Geſchwindigkeit v beftimmen, welche 
Diefe Kraft ꝙ nach Verfluß der t Sekunden hervorgebracht ha⸗ 
ben wird. 

Aufloͤſung. J. Iſt ꝙ nad t konſtant, etwa — g, fo daß 
p während der Dauer der Wirkungen. immer denſelben Werth 
g behält, fo ift die in einer Sekunde herborgebrachte Geſchwin 


*) Hieße es alfo: „die Schwere fey g”, fo würde dies bebeuten, daj 
die einmalige Wirkung ber Schwere die Geſchwindigkeit g- dt heruorbringt, 
daß alſo g-dt die Zahl if, wodurch mir die Schwere in Rechnung bris 
gen, während g felbft die Geſchwindigkeit iſt, welche die Schwere einen 
Atom beibringt, wenn ſie eine volle Sekunde bindurch ſtetig und unveriw 
dert auf ihn wirkt. 
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digkeit —= g, und die in t Sekunden hervorgebrachte Geſchwin⸗ 
Digfeit offenbar = g-t. Hat alfo der Atom anfangs die Ger 
ſchwindigkeit c in derfelben Richtung fehon gehabt, fo ift 
vw=c+et 
II. Iſt aber ꝙ eine Funktion von t, fo daß die ſtetig wir⸗ 
kende Kraft p,-dt in jebem andern Augenblick auch größer ober 
Heiner ift, als im vorhergehenden Augenblick, fo ift die nach t 
Sekunden bervorgebrachte Geſchwindigkeit doch = F(p-di), 
wenn man bamit die Summe ber einzelnen Geſchwindigkeiten 
bezeichnet, welche alle durch «dt repräfentirt find, und welche 
fi) aus biefer allgemeinen Form g,-dt ergeben, wenn man in 
p, ſtatt t nach und nach alle ſtetig neben einander liegenden, 
um das unendlich» Eleine dt von einander: werfchiedenen, von O 
bis t Legenden Werthe fegt. — Nun wird aber nah ($. 35. 
un) diefe Summe Ip, + dt) gefunden, wenn man @, nad 
t gwifchen den Grenzen O und t integrist. Alſo bat man, im 
Kalle der Atom Anfangs ſchon die Geſchwindigkeit c hatte, 


1) vachf,. pri 
moraus noch, wenn man nach t diffetenzürt, 

2) "dv, = 
hervorgeht. 


II. Und diefe Formeln (1. und 2.) enthalten auch den Fall 
(1), wo g nad) t fonflant gedacht wurde, als einen befondern 
in fich, wie fich von felbft verſteht, wie aber auch noch daraus 
hervorgeht, daß, fo oft p nad) t fonftant und —=g if, dann 


Ss Q t=/f., edt=gt 
gefunden wird. 

Anmerk. Man konnte auch fo (liefen: wenn die Kraft 
Y,.dt nach t Sekunden die Gefchwinbdigfeit v, hervorbringt, fo 
Bringt diefelbe Kraft in t-4-dt Sekunden die Gefchtwindigfeit _ 

VAa Oder v-+-dv ($. 21. Analyſ.), alfo In der unmittelbar nach 
t folgenden unendlich -Fleinen Zeit dt die unendlich⸗kleine (pofl- 
tive oder negative) Vermehrung dv an Geſchwindigkeit hervor. 
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Die einmalige Wirkung ber Kraft p,-dt, gerade wie t feinen 
vollen End» Werth hat, ift alfo dv. Folglich hat man 
grdt= dv, alſo = = = dv, 

woraus . wieder I a 

v = Sprit 

hervorgeht, wo das Integral fo genommen werben muß, daf v, 

für t=0 in die Anfangs Gefchwindigfeit des Atoms übergeht 
Dies find aber genau wieder die Nefultate (1. 2.) bes Pa 

ragraphen. 


§. 33. 
Allgemeine Gleichungen ber geradlinigen Bewegung. 


1) Iſt daher bei einer (veränderlichen) freien gerablinign 
Beroegung, t bie Zeit, s ber in dieſer Zeit t befchrießene Way 
v bie gu Ende der Zeit t ‚vorhandene Befchwindigfeit, und 4 
ober. vielmehr g-dt, die zu Ende einer jeben Zeit t vom Anfang 
der Bewegung an, bis zu dem vollen End: Werthe von t fiefig 
wirkende Kraft, fo finden nach ($$. 32. u. 4.) zwijchen t, s, vun 
ꝙ folgende Gleichungen flatt, nämlich , 

I. &,=v und L. :=p, 
woraus noch nn 
on I. 3,=vdr,=g*) 
hervorgeht. 

2) Eind alfo von den 4 Größen t, 8, v, ꝙ zw eie ge 
ben, fo laſſen ſich die andern beiden allemal dazu finden. — 
Und iſt insbeſondere bie Kraft ꝙ gegeben, fo kann man mittelk 
der beiden Gleichungen (IL. u. IL) v und s, beide in t audge 


*) Es iſt nach (Analyf. 6. 16.) 
dv, =. alſo 8s,-dv, = dr. 
t 


Weil aber Be, == v, alfo 8°s, = dr, if, fo folgt ſogleich vv, = 
während offenbar 3, = dv, = 9 iſt. 
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drückt, dazu finden. Dabei Fanny unmittelbar in t gegeben 
feyn, oder dieſe Zeit t auch mittelbar (nämlich in v ober 5) ent⸗ 
balten. 

3) Wie auch p gegeben ſeyn mag, ſo fuͤhrt doch bie Im 
tegration der beiben Gleichungen der Bewegung in (1.) zwei 
minführliche Konftanten ein, welche in ber Regel dadurch bes 
ſtimmt werden, 

©) daß man für t= 0 den Raum s kennt, der in der Re⸗ 


gel auch Null ift, dagegen nad) (Anmerk. 2. zu 9. 5.) auch an⸗ 


ders ſeyn kann; und 

£P) daß für t= 0 ber. Werth der Gefchreinbigfeit v in die 
Anfangs: Sefchwindigfelt des Atoms übergehen muß. 

Diefe vollſtaͤndige Theorie der freien: veränderlichen gerabli, 
nigen Bewegung mag nun in einzelnen Beifpielen ihre Erlaͤute⸗ 
rung finden. 

Iſtes Beifpiel. Eine konſtante Kraft p (d. h. p- at) wirkt ſtetis in 
derſelben Richtung auf einen Atom; man ſoll die Geſetze feiner Bewegung 
näher beſtimmen. 

Dasmal if == pz die beiden Steigungen der seradlinigen Berner 
sung find daher jett | 


)) & =v und 2) = = p. 
Integrirt mon nun die (2.) nach allem t, fo ergiebt ſich 
3) v 2 pete, 


100 e der Werth von v wird für t= 0, alſo der Anfangs ⸗Geſchwindicrat | 


des Atoms gleich kommt. Setzt man aber dieſen Werth von v aus (3.) 
ſtatt v in die (1.), und integrirt man die entſtebende Gleichung wiederum 
nach allem t, fo erhält man: ’ 

4) s = Ip-t’+c- Ib, nn 
wo die Konflante 'e“ den Werth von s für t= 0 vorfiellt. — Die Glei⸗ 
chungen (3. u. 4.) find es nun, welche den Weg s und die Gefchwindig- 
Beit v liefern, wie beide gu Ende der Zeit t flatt finden *). 


*) Nach ($. 4.) gehört die hier fo eben betrachtete Bewegung zu ben 
gleihförmig befchleunisten, weil v=p-t-re if. Derſelbe Gas 
gilt auch noch umgekehrt; ift nämlich Ös, oder v= a-t-+b, fo ift allemal 
g=div=a, d. h. if nad ($. 5.) bie Bersegung eine gleichförmig ber 


fehleunigte, fo it die Kraft 2, deren fietige Wirkung folche hervorbringt, 


allemal (nach t) konſtant. 


— 
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Aumerk. Wird’ die Schwere ai⸗ eine ſolche konſtante Kraft 
angeſehen, und durch g (d. h. g-dt) bezeichnet, und wird fein 
Hinderniß weiter berücfichtige, namentlich nicht der Widerſtand 
ber. Luft, fo bat man alfo für ben freien Fall eines Atoms 
(A.)--« ' yvy= g-tite, 
wo 00 ik, wenn der Atom in feiner Ruhe bem Fall überlaffen worden, 
wo aber im Allgemeinen c die Kraft vorfielt, mit iwelcher der Atom in 
der Richtung der Schwere herab geworfen wird, in fo ferne dann dr 
Atom, noch ehe die Schwere einwirkt, dieſe Anfangss Gefchwindigfet c 
bat. — derner iſt für dieſen freien Fall 
(B.)-- s = ig’ +cet, 
wo s bie gatt- HSYe if. 
Für e=0, d. h. wenn der Atom aus der Rube dem Gallen überlaf 
fen wird, und wenn Die 3alls Höhe jegt durch h bezeichnet wird, hi 


. man alſo 
Oo). v=B$+H4, (O0 h=jgt, 
woraus noch durch Elimination von t 
- (Jr Ä vw=YV2ch 


bervorgeht. — Alle im ($. 5.) aufgezählten Eigenfchaften der gleichförni 
befchleunigten Bewegung gehören Übrigens natürlich auch dem bier fo che 
betrachteten freien Fall eines Atoms an *). 

Es geſchieht häufig, daß man, ftatt eine Gefchwindigkeit a direkt n 
geben, fie dadurch giebt, daß man fagt: „es wäre die zur Falls Höhe b 
„gehörige Gefchwindigkeit.” In folchens Galle muß man diefe Gefchwir 
digkeit a erſt nach der Formel (Z') berechnen, nämlidh a= V2g-h, m 
 bem Ende müßte man auch den Werth g gegeben haben. 

2tes Heifpiel. Auf einen Atem, der in irgend einer Michtumg ein 
Gefchmwindigkeit ce hat, wirkt: bie Zeit t:hindurch eine konftante Kraft p 
oder vielmehr p-dt, fetig in genau entgegengefegter Richtung. Man if 
die Geſetze feiner Bewegung näher angeben. 

Nach ($. 11.) iſt dazmal g= —p, alſo find die Gleichungen der ve 
megung (1. IL) jest 

1) . ds. =YV und 2) B85 * = —p 
Daraus folgt fogleih, wenn man integrirt, 5 





f 


*) und fo wie ein Atom frei füllt, nach denfelben Geſetzen fällt and 
ein feſter Körper frei, da alle Atome deſſelben zu jeder Zeit bie Ge⸗ 
ſchwindigkeit haben, keiner alſo den andern treibt ober zurückhält, mi 
man nur den Widerfiand der Luft nicht berückfichtigt, alſo das Zallen iM 
luftleeren Raume fi ich denkt. 


[4 
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3) ' vv —pei-he m c—pet, 
und \ 
4) s= c-+t—4p-t), 


wenn für t=0 auch s—= 0 werben fol. 

Bei diefer Aufgabe kann man die Zeit t/ und den Den s’ ſuchen, bis 
zu der Stelle, wo dieſe Bewegung aufhört (wo alſo der Atom entweder 
in Ruhe bleibt, oder eine neue Bewegung beginnt). Sol nämlich die Bes 
wegung aufhören, fo muß v=0 werden Die Gleihung (3.) giebt daher 


5) c-p'!’=0, dh ’= FL 
und die Gleichung (4.) giebt dazu 
cꝰ ce? c? 
6 - a — —.1n:— == .— 
). 8 p zp pP’ ä p 


Wird alſo ein Atom mit der Geſchwindigkeit c vertikal in bie 
Höhe geworfen, und die Schwere. wie in vorfichender Anmer⸗ 
fung gedacht, fo ift dies einer ber in dem gegenwärtigen Bei⸗ 
fpiele betrachteten Faͤlle. Es iſt folglich bie game Höhe des 


Wurfes = —5 und die Zeit, die dazu noͤthig iſt, um den 


Atom auf dieſe hoͤchſte Höhe zu bringen, — ru F 


Hat der Atom dieſe hoͤchſte Hoͤhe erreicht, ſo iſt er in Ruhe; 
allein weil die Schwere ſogleich wieder auf ihn wirkt, ſo tritt 
nun die Bewegung der Anmerkung ein, ſo daß man, wenn die 
Zeit t von dem Augenblick der Ruhe dieſes Atoms an gejzaͤhlt 
wird, fuͤr dieſe zweite, abwaͤrts gehende Bewegung, die Glei⸗ 
chungen 
v=gt, h=3agt, vVsh 

Hat; wo h die zur Zeit t gehörige Falls Höhe bedeute. Sucht 
man aus diefer dritten Formel zu der ganzen vorhin gefundenen 


Hoͤhe ⸗ = h die Geſchwindigkeit 


2 
v= YV2g-h = v(2-4©), 
fo findet fih v= c; d. b. wenn bei dem Ballen von der hoͤch⸗ 
ſten Höhe, der Atom den Dre erreicht hat, von welchem er aus⸗ 


geworfen worden iſt, ſo hat derſelbe auch genau wieder die Ge⸗ 
L. [22] 


l 
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ſchwindigkeit c nach unten erlangt, mit twelcher er in Die Höhe 
geworfen worden iſt; immer unter den gemachten Vorausſetzum 
gen, alfo namentlich, wenn ber MWiderftand der Luft nicht de 
rückfichtigt wird. 

ges Beiſpiel. IE gar Feine ſtetig wirkende Kraft € mehanben, ſo it 

= 0, 
daher ö 
ds, =Vv, = 0. 

Aus mw.=0 fl v=C, 
wo C die Anfangs» Gefchmindigkeit bedeutet (für t — 0). : Die Benegum 
it alſo nach ($. 4.) eine konſtante. — Die andere Gleichung 


SG, =v=C 
giebt num noch 
= E.t+C’, 
ober 8 = Cet,. 


wenn für. = 0 auch s = 0 merden fol. Alles 0, wie dies mit ia 
($$. 1.— 5.) übereinkimmt. 
\ ’ 
| §. 34. 
Syfiematifhe Integration der Gleichungen der geradblinigen 
Bewegung. 

Ehe wir weitere Beifpiele geben, wollen wir folche erſt nad 
den verfchiedenen integrationgs Wegen, die man anwenden fan, 
etwas ordnen. 

A. Es fann aber bie Kraft « p entweder fonftant ſeyn (mit 
in den vorhergehenden Beifpielen), ober doch t nur explizit (alfe 
nicht v, auch nicht 8) enthalten. 

In diefem Falle nimmt man die Gleichung 

I. öv, — P. 


und nimmt von ihr links und rechts die Integrale nach allem !. 
Dadurch erhält man | 





v=c+ S. BL |? 
19 c die Anfangs: Gefchwinbigfeie iſt. Subſtituirt man dieſer 
Werth flatt v in die Sleichung 


J. ds. = V, N 
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fo erhält man ſogleich, wenn man aufs neue links und rechts 
bie Sintegrale nimmt, 


8 ze ch#+ Sa vedt, 
wo die Konftante c! der Werth von s für t=0 iſt (vergl. 
Anmerk. 2. zu $. 5.). 


Beifpiel. Es mirke eine Kraft 9 = Im (eich. alſo anfänglich 


medt if, nachher aber, wo t nicht mehr Null iR, ſondern wächſt, immer 
kleiner und kleiner win), fo bat man dasmal 
= = I alſo v=m- -log(I+t)+ec, 
wo c die Anfangs⸗Geſchwindigkeit des Atoms ift. 
Hernach giebt die Gleichung (1.) fogleich 


! 


3, = m-log (IH) +c} ne, 


alfo, wenn man dieſe integrirt, 
s= m-[-i+(1-Ht)-log(I-Hi)] Het, 


indem man für t= 0 auch s = O-vorausfekt. 


Da ſich für fehr große und dann noch geößere t bie Werthe des 
log (1-Ht), alſo die Werthe der Geſchwindigkeit v, wenig ‘ändern, fo wird 
Diefe Bewegung nach einer ſehr Fangen Zeit einer konſtanuten Bewegung 
ſich nähern, obgleich ihre Geſchwindigkeit immer, wenn auch ienmer un⸗ 
merklicher, noch wächſt. 

B. Iſt bie gegebene Kraft ꝙ bloß eine Funktion von v, 
ohne s ober. t unmittelbar zu enthalten, fo integrirt man bie 
Gleichungen (I. und IL des $. 33.) auf nachſtehende Weife. 

Aus der Gleichung 


I. dv. 9., 
bildet men fogleich nach ($. 16. Analyſ.) 
dt, = En 
Pr : „" 


und integrirt dann links und rechte nach v. Dies giebt 


. 
I“ 


1) t= —— 


*) Man erhält daſſelbe, wenn man ans 
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Man beſtimmt o wie immer, indem man t==0 und zu glei 
cher Zeit flatt v die Anfangs: Gefchtwindigfeit ſetzt, in fo ferne 
für diefe zufammengehörigen Werthe von t und v die Gleichung 
(1.) noch flatt findet, aber jet zur Beftimmung von c biett. 
Dann löft man die Gleichung (1.) nach v auf, fo daß man 


2) v=V, 
erhält, und fubftituire diefen Werth von v ſtatt v in bie Glei 
ung 
L. ö8, = v. 
Dadurch geht diefe über in 
3) O8, = V,. 
und giebt fogleich 
4) 8 = Srrdt-rch, 


wo für t — O, s den Anfangs: Werth annehmen muß, monad 
bie eingehende willkuͤhrliche Konftante c’! zu beflimmen if. — 
Eliminirt man zulegt aus (2. u. 4.) noch t, fo erhält man and 
die Gleichung zwiſchen s und v. 

Doch kann man Iegtere Gleichung auch dadurch finden, dal 
mon | | 
ds, — de dv * 


v 


ausgeht, und dann nach v integrirt, fo dag mn _ 


5) sm . dv 


ıfes Beiſpiel. Auf einen Atom wirke ſtetig eine konſtante Kref 


— und num links und rechts die Integrale nach t nimmt; denn dies 
t 


⸗⸗ 


dr, a 1 
7 t=t, oder ‚ ** = t, 

m * bie willkührliche Konſtanke c rechts oder Links hinzugefügt wer: 
muß. 








⸗ 
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mit jebem größern't noch inner kleiner. Laßt man dieſen Theil ganz weg, 

fo erhält man aus ber Gleichung (1.) das Naherungs⸗ Reſultat 
vv 

Diefe Bewegung nähert fich alfo, je Länger fie dauert defto mehr, einer 


konſtanten Bewegung, deren Geſchwindigkeit k ift. 


2° Beifpiel. Wirkten g und mw? beide einer vorhandenen Be 
ſchwindigkeit gerade entgegen (mie dies der Zall ik, wenn man einen Atom 
vertilal in die Höhe wirft und. dabei diefelbe kouſtante Schwere si und 
denfelben Luft / Widerſtand vorausfegt), fo hätte man nn 


= —E-mv, oder zz 4 
Die Gleichung (2.) wird nun 
k? 1 
ö, = "er Iy3’ 


und giebt, nach ($. 32. IL Analyf.) integrirt, wenn die Anfangs s Gefchiwins 
Digfeit = a vorausgefekt wird, 


k? a 
J fr = (er ko zu) u 
Segt man nım 








1v v 
gr» alfo daß r=ißx 
ww : : - 
. 1 . 
zieren 
wird, fo iſt . . | 
. x—t 'y . v—a . .. . 
(xy) = Fer = kn . 
1, v-—a BE 1a. 1 v-a 
eg Bram. ., 
Die gefundene Gleichung zwifchen t und v wird daher 
Br 1 k(v—a) 
Be k: gta 000 2. on 
oder, weil ig (— 2) = —igr if, ep 
Itt 
k-(a-v) 8 _ MT 
Prev ET 
co8 7 
woran ı: . 
BE Por TE En 097 sl | 
= | ok bi: k 
Fun . gt , 


a in J -K. cos 


hervorgeht. — Set man nun diefen Werth flatt v in bie ös, = v (obet 
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€ -5 
20), 


wo für t= 0 auch s= 0 angenommen worden if. 
Serner findet ſich noch 


Ro v . 
de. = Ew 
woraus nach ($. 30. IV. Analyf., wenn man K’—v’ = x feßt) 
1% \ k? 
3) . un == 2 


beruorgeht. — Diefe Gleichungen (1.—3.) enthalten nun das Geſuchte. 
Zu diefen Refultaten würde man alfo.gelangen, wenn man 
den freien Fall eines Atoms betrachtete in ber Luft, und vors 
ausfegte, daB der Widerfiand der Luft im Verbäleniß dei 
QDuadrats der Geſchwindigkeit wäh, daß aber die Sanın | 
während bes Falles konſtant dieſelbe bleibt. | 


Wenn t fehr groß wird, fo daß & ebenfalls noch fehr groß if, wenn 
alfo die durch die Schwere g bervorgebsachte Eu» Behgmindigteie g-t go 


gen. die konſtante Zahl k fehr groß wird, fo wird e E ungemein Hein, un 





*) Entwikkelt man diefe Ausdrüce von v und s in unendliche Rei⸗ 
ben, die nad) Potenzen von En fortlaufen [im Nothfalle nach dem Mac: 


laur in'ſchen Zehrfage ($. 19. Analyf.), indem man — : = x fegt, ode 


auch, indem man die Reiben aus ($. 13. Analyſ. ) zu Hi nimmt], f 
erhalt man 


v. == it *.() fr o0 um. ss = 15’ — 15 Erle). +... 
Set man nachgehends m = 0, alfo rn =0, fo geben dieſe Formeln in 
v 80t und s=4g-t? 


des (Beifpiels zu $. 33.) über, wie dies ſeyn muß, weil man dann genen 
wieder jene Aufgabe bat. 


Diefe Werthe v= get und a =ig-t? für 0 findet man aber 


| auch aus (1. u. 2), wenn man — L = x fegt, dann den Werth von 5 fucht, 


welchen jedesmal die Ausdrücke cin x=0 annehmen, dabei aber die De 
thoden der ($$. 131.— 137.) im 4. Theile des „Sufems der Mathem“ 
an , ' 


‘ 


x 
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So wie ber Atom diefe hoöchſte Höhe w’ erreicht. hat, if er im Ruhe, 
und fängt fogleich eine neue Bewegung, und zwar die des wächft vorherge⸗ 
henden Beifpiels an. Finder man aus der Gleichung (3. biefes nächft vor⸗ 
hergehenden Beifpield 1.) su der fo eben gefundenen Höhe == ,/ bie Ge⸗ 
ſchwindigkeit v = a’, fo hat man die Gleichung 


woraus 


hervorgeht. — Bei diefem Widerſtand der Luft ift alfa die Geſchwindigkeit 

a’, mit welcher der Atom von feiner höchſten Höhe unten wieder anlangt, 
Feiner als die Gefchwindigfeit a, mit welcher er in die Höhe geworfen 
wurde, während ohne diefen Widerfiand der Luft (im Beifpiel 2. zu 6. 33.) 


a’ = a gefunden worden, und auch bier für En =0, alſo m=(0, a=a 


gefunden wird.’ 

Auch die Zeiten t/ unbe m die der Atom braucht, um einerſeits feine 
höchſte Höhe zu erreichen, und andererſeits wieder diefelbe Höhe herunter 
zu fallen, zeigen ſich verſchieden. Denn man findet aus den ‚gormeln des 
vorhergehenden (Beifpiels 1. J wus= die Seit 


= _ Kt — — —* — —— 
2 - ——— 
= DE 
8 ar-k?—a 
Auch findet fich noch die ganie Zeit des Steigens und Fallens 


vr! zn k 


Io 
6 Fr rt 2 Vork-a =)” 

ges Beiſpiel. Ein Atom bewegt ſich mit einer: gewiffen Geſchwin⸗ 
digkeit a, während ihm fletig\ entgegen eine Kraft wirkt, ‚welche mit ber 


*) Beobachtete man bei Verfuchen (mit Kugeln von beftimmten 
Durchmeſſer ftatt der Atome) diefe ganze Dauer 1/1 des Steigens und 
Fallens, fo könnte man aus diefer Gleichung den Koeffitienten k, alfd m 
finden, d. h. den konſtanten Koeffisienten des Widerfiandes, jedoch nur 
unter der Borausfegung, daß der Widerſtand der Luft wirklich das 
Geſetz m+v? befolgt. — Uber eben folche Berfuche lehren, dadurch, daß 
feine Uebereinftimmung ber Reſultate gewonnen wird, entweder daß ber 
Widerſtand der Luft nach einem ganz andern Geſetz in Nechuung gebracht 
werden müßte, oder daß noch andere Hinderniffe, und namentlich auch die 
Deibung (der Kugel mit der Luft), in Nechnung gebracht werden müflen, 
wenn bie Verſuche mit den Rechnungen übereinftimmen follen. 


J 
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fi), fo erhalt man noch, wenn für t == 0 auch s=0 ⸗3 
dacht iſt *), 

6 Et(win rk) Eungk, 

oder 

2) u 53 Ertog (gun +): | 
RU man ans den Gleichungen (1. u. 2.) auch no die Gleichung 
wifchen s und v erhalten, fo muß t eliminirt werden. Es ift jedoch hier 
bequemer, die Differenzial⸗Gleichung zwiſchen s und v fich zu bilden 
und folche zu integriren. Dan hat aber nach (B. su Ende) 





ös, = * 
d.h. 
: 2 v 
tier 8 
woraus, weil für 0, vameden muß, 
\ k? Kara? 
3) 8 = an 
wird. 


Entwiftelt man biefe Werthe in (1. u. 2.) wieder nach Potenzen son 
en und fest man dann - = 0, fo daß m=0 wird, fo erhält man 


x=a—gt md = at—ig-t}, 
wie folches in dieſem Galle (mo der Widerſtand der Luft = 0 gedacht if) 
ſeyn muß. (Vergl. Beiſp. 2. zu $. 33.) 

Wil man bier wieder die höchfte Höhe s —— zu welcher der 
Atom gelangt, fo muß man ben Werth von s ſuchen, der u v=0 
hört; daher erhält man aus (3.) 

on «= £.n Ka? 
2. sm 
Und if 1’ die dazu nöthige Seit; fo giebt eine der obigen Gleichungen zwi⸗ 
ſchen t und v, wenn man t’ fiatt t, und O (Mul) ſtatt v fegt, 


*) Betrachtet man den Ausdruck in (1.) zur Rechten nur etwas ge 
nauer, fo findet man bald, daß der Zähler ohne Rückſicht auf einen fox 
ſtanten Faktor der Differenzial- Koeffiiient des Nenners if. Man führt 
Daher einen neuen Deränderlichen u.daburch ein, daß man den ganzen New 


ner == u ſetzt; dann wird v En, woraus ſich s fogleich ergiebt. 
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.GSo wie ber Atom dieſe höchſte Höhe x erreicht hat, iſt er in Ruhe, 
und fängt ſogleich eine neue Bewegung, und zwar die des wächft vorherge⸗ 
henden Beiſpiels an. Findet man aus der Gleichung (3. dieſes nächſt vor⸗ 
hergehenden Beifpield 1.) zu der fo 'eben gefundenen Höhe == #/ bie Ge⸗ 
ſchwindigkeit v= a‘, fo hat man die Gleichung 


x⸗ KR? MM = 
25" u — = 28 > 0 7a D_,2° 
woraus ° 
ak? 


hervorgeht. — Bei diefem Widerfiand der Luft if alfe die Geſchwindigkeit 
a’, mit melcher der Atom von feiner höchſten Höhe unten wieder anlangt, 
Heiner als die Gefchwindigkeit a, mit welcher er in die Höhe geworfen 
wurde, während ohne dieſen Widerſtand der sufe (im Beifpiel 2. su $. 33.) 


ma gefunden worden, und auch bier für - T 1_ 0, Alf m=(0, a=a 


gefimden wird.‘ 

Auch die Zeiten t’ und t m die der Atom Braucht, um 1 einerfeits feine 
höchſte Höhe zu erreichen, und .andererfeits wieder diefelbe Höhe herunter 
zu fallen, zeigen ſich verfchieden. Denn man findet aus den Formeln des 
vorhergehenden (Beifpield 1.) zu s=#’ die Seit 


V= — x k-ra’ Var-+-kK-pa 


a nn 


= LER a 
8 8 Ver+k’—a 
Auch findet ſich noch die ganze Zeit des Sreigne und Zallens 
k fi 
vv! = — no 
r + Nr == Var |” 


ges Beiſpiel. Ein Atom bewegt ſich mit einer- gemiffen Gefchwin- 
digkeit a, während ihm ſtetig entgegen eine Kraft wirkt, ‚welche mit ber 


W 


*) Beobachtete man bei Verſuchen (mit Kugeln von beſtimmtem 
Durchmeſſer fintt der Atome) diefe ganze Dauer t/-+t” des Steigens und 
Fallens, fo Fünnte man aus diefer Gleichung den Koeffizienten k, alfd m 
finden, d. h. den konſtanten Koeffizienten des Widerſtandes, jedoch nur 
unter der Borausfegung, daß der Widerfiand der Luft mwirflich das 
Geſetz mv? befolgt. — Aber eben ſolche Berfuche Ichren, dadurch, Daß 
feine Uebereinſtimmung der Nefultate gewonnen wird, entweder daß der 
Widerſtand der Luft nach einem ganz andern Geſetz in Rechnung gebracht 
werden müßte, oder daß noch andere Hinderniffe, und namentlich auch die 
Reibung (der Kugel mit der Luft), in Rechnung gebracht werben müſſen, 
wenn die Verſuche mit ben Rechnungen übereinfimmen follen. 
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ıftes Beifpiel. Ein Atom O (Fig. 31.) wird son einem Punkt A 
angesogen, im Verhältniß feiner Entfernung von A. — Man fol die Ge 
fee diefer Bewegung näher angeben, unter der Vorausſetzung, daß die Zeit 
t dann anfängt, wenn O in C ift, während AC = c gegeben. 

Dasmal iR, wenn zu Ende ber Seit 1, CO =» geſetzt wird, 

1) p = me(c—e), 
und man bat daher die Iineare Gleichung 

2) - um es— mc = 0 
der zweiten Ordnung zu integriren. 

Das vollftändige Integral diefer Gleichung ift aber nach ($. 50. Aus 


Infis) *) 
3) s = c+C-cos(t-Ym)-+C’-sin(t-Ym), 

wo C und C’ zwei willkührliche Konfanten find. — Daraus folgt aber 
4) vd = —C-Yn»sin(t-Ym)-+-C’-Ym-cos(t-Ym). 

Um die Konfianten C und C’ zu beftimmen, fey die Anfangs⸗Ge⸗ 
fhwindigfeit = a, fo wie für t= 0 auch s = 0 vorausgefegt worden if. 
— Setzt man alfo in den beiden Iegtern Gleichungen t= 0, v=a mm 
s=0, ſo erhält man 

0=c+C md am C’-Ym, 
alſo 


C= —c und PR armen 
Diefe Werthe in (3.) und in (4.) ſubſtituirt, geben 
6) o -ent- Volt Zum ein (t- Yn) 


und 

6) v= c-Ym-sin(t-Ym)-Ha-cos(t-Ym). 
Wird endlich aus biefen beiden Iestern Gleichungen t noch eliminirt, fs 
erhält man noch 

7) vꝛ-42 = m+(2cs— 8?) 
ale, die Gleichung zwiſchen v und s. 

Nennt man ti’ die Zeit, welche der Atom braucht, um von C bis A 
zu gelangen, alfo die zu s = c gehörige Seit, fo finder fih, wenn in (6.) 
c fatt s umb i flatt t gefegt wird, 


*) Diefe Integration der linearen Bleichung (2.) erleichtert mas 
fich, wenn man einen neuen Deränderlichen z dadurch einführt, daß man 
c—s = z fegt, wodurch 


G,=v= —5, 
und. 
9, = dr, 
wird, fo daß die lineäre Gleichung (2.) fogleich in die reduzirte 
u, +m-z = 0 


übergeht. 
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= —ercon(H-Ym)+ 7 einl-Vm), 





woraus 
Vo) = SUR, 
alfo | 
= 1,1 .c.ym 
mig & 
folgt. 


IR die Anfange-/Geſchwindigkeit a = 0, fo wird, da dann der Bogen, 
defien Tangente = all ‚db Zz if, am wird, 





vol 
m 


2y 
und die Zeit, um von C bis A zu Eommen, bleibt daher dann immer dies 
felbe, die Entfernung CA = c mag beliebig groß ober Klein feyn, größer 
oder Fleiner werden. 

Hätte man Übrigens genau nach dem obigen Text integrirt, ohne die 
ſjetzt lineäre und deshalb (nach $. 50. Anal.) integrirbare] Gleichung (II.) 
zu Hilfe zu nehmen, fo hätte man fogleich gehabt 

8) vdv, = m-(c—s), | 
alfe, wenn man integeirt, fo daß für = 0 auch s=0 und v=a wir, 

9) v ⸗ me(2es - aꝰ) Hr, 
welches die obige Gleichung (7.) iſt. — Dann bat man 


” N rm" 
alfo 
11) R _ u (& 1 co em. 1 (c—s)-Ym 
in Vormd sn Vers)’ 
oder auch 
12) to 1 /1 cm _ (c—s)-Ym ) 
Yı g a 7 Va’+m(2cs—8?) ’ 


welches die Gleichung (5.) if, wenn man folche nach t auflöſt. — Findet 
man aus (9.) 

s m me? —v, 
und fegt man biefen Werth von a in die Gleichung (12.) Ratt s, fo erhält 
"man noch 

1 /1c-ym 1 Vatrme-V 

a 1 (dea_ 1 Ve), 
welches wiederum die Gleichung (6.) ik, wenn man letztere nad) t auflöft. 
zies Beifpiel Es ſey (Fig. 32.) MA=r der Halbmefler der ale 

Kugel betrachteten Erbe, und der Atom anfänglich in E, während AE=h 


r 
N 
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gegeben iſt; und es wirke nun auf dem Atom fietig die Schwere in der 
Richtung EM, jedoch unter der Vorausfegung, daß fie im umgefehrten 
Verhältniß des Quadrats der Entfernung des Atoms von dem Mittelpunkt 
der Erde M Rebe. Man foll bie Gefege diefer Bewegung näher beftimmen. 

IR det Atom in der Zeit t vonE bis O gefommen, iR alfo EO—;, 
ſo t M=r+h—s Wird nun die Schwere an der Erd: Dberfläce 
(in A), alfo in der Entfernung, r von M, durch g beeichnet, fo bat man 
nad) der gemachten Vorausſetzung 


get 5! 
di u re ver) 
d. h. | 
PT Er chor 


Alfo hat man dasmal bie Gleichung der Bewegung 
Ä ern ker _ 
. Par, (hs). 
Nimmt man bier links und recht das Integral, fo erhält man 


ey) 





und demnach - 
1 r+hI\ .. rt+h-s 
t=—. ° — — .ds; 


ober, wenn biefe Integration nach ($. 32. III. Analyf.) bewerkſtelligt wird, 


ee Dy— 1ryh—y 
2) t= = V( * —— co rrh . 


Diefe Oleichungen (1. u. 2.) find nun die gefuchten Ur- Gleichungen zwi⸗ 
fhen t, v und ». 


Anmerk. In dem befondern Falle, wo r gegen h, und 
folglich auch gegen » fo groß it, daß und = 0 gefeg 
Awerden kann, giebt die Gleichung (1.), weil nun 





r? — 1 — 1 


wird, ſogleich 
‚= V2g-s, 

twie in dem alle, mo die Schwere fonftant und. = g 

if. Außerdem giebt in demſelben Zalle die Gleichung (2.), weil 
1 r-+-h—2s _ 1 2-.V(r-+h—s)°s 

cs th sn ph 
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it, unb weil bei fo ſehr Kleinen. Bogen der Sims ſtatt des 
Bogens felbft genommen werben kann, 

2 r-+-h — 2/28 
2) er) 
D. 6. 





s = ig-t”, 
wiederum genau fo, tie wenn die Schwere fonftant und = g 
wäre. — 


Nahe an der Erd» Oberfläche kann daher, auch wenn man ' 


das in biefer Aufgabe angenommene Gefeg der Schwere zuläßt, 
doch die Schwere als fonftant und —= g, d. h. fo genommen 
werden, wie fie dicht an der Erb> Oberfläche ift *). 


ges Beifpiel. Ein Atom wird von zweien Punkten A und B (ig. 33.) 
angezogen, im direkten Verhältniß der Zahlen a’ und b’ und im umgefehr- 
ten Verhältniß der Quadrate der Entfernungen. Dan foll die Geſetze ſei⸗ 
ner Bewegung näher ausmitteln. 

Es fp AB=c, AD=a; zu Anfang und nach Ende der Zeit t 
befinde fich der Atom bezüglich in D und in O, fo uf DO =: if, fü 


ft AO =a+s, BO =c—a—s. Die anziebenden Kräfte find G —— j; 
mb/ b? 
um — Sera ran und — —y> wenn man a = Yına’ 


und. b = Yımb mb‘ feat; m und es if daher die Kraft » in der Richtung OB 
jest 

— ___ 

9 (e—o—3)? (a-+s)? 
Nimmt man nun die Gleichung 





MH. 9 =p br vv,w=p 
und integrirt man nach s, fo ergiebt ſich 
"= 2b’ +2 -+C. 


c=-a—B a8 


Zur Beſtimmung der Konſtante C nehme man die Anfangs⸗Geſchwindig⸗ 


*) In folchen Fällen, wo man fehen will, was eine Funktion von r' 


wird, wenn r fehr groß gedacht wird, thut man übrigens allemal am bes 
ſten, —=z zu ſetzen, alſo ſtatt r, die entſtehende Funktion nach Po⸗ 


tenzen von z zu entwikkeln, und dann zulest z fehr Elein oder = 0 zu 
fernen. — Dies ift der oben befoigten Methode auch bier vorzuziehen. 
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keit — k, fo muß dieſe Gleichung für t=0, wo 80 If, vok 
ben; und man bat daher 
2b? + 


P= 7 -+—+6; 


findet man hieraus C, und fubfituirt man deſſen Werth ſtatt C, d. 4 
eliminirt man C, fo giebt dies 
j 2b” 8 _ a} 8 
1) ’‚=P+ c—e« a 7 ats’ 
woraus man die Gefchwindigkeit v an jeder Stelle ber Bahn (db. h. für 
jedes gegebene s) fogleich finden Fann. 
Setzt man diefen Werth von v in die Gleichung 


ds. = v ddr = 


und integeirt men, fo erhält man t in s ausgedrückt. Das Integral ſel⸗ 
ber aber finder fich im Allgemeinen nicht in endlicher Sorm, fondern ge 
hört gu der Gattung von Integralen, von welcher wir (Analyf. $. 32. IL 
D.) unter dem Namen der elliptiſchen Tranfeendenten geſprochen haben. 

Füugen wir dieſer Aufgabe noch einige ſpezielle Betrachtungeh binzs. 

Suchen wir zunächſt aus der Gleichung 

a? h? 
(e-a—s®? late} 

den Werth von s= DC, wo die beiden anziehenden Kräfte einander gleich 
“werden, fo finden wir zwei folche Punkte C, einen zwiſchen A und B, um 
einen zweiten außerhalb AB. Betrachten wir den erfiern, der zwiſchen A 





und B liegt. Wird der Atom in C ohne AnfangssGefchwindigfeit binge 


fest, fo bleibe er in Ruhe. Wird er links von C gefegt, etwa in D, fi 
iſt die Anziehung nach A größer, als die nach B, und er geht nach A bin, 
wenn er nicht in der Richtung DB die Anfangs Gefchwindigkeit k erhält, 
welche, wenn fie auch fehr Hein feyn follte, doch endlich und Daher gref 
genug ift, um die (unendlich⸗kleine) Anziehung nad) A zu überwinden *) 
Iſt aber diefe Anfangs s Gefchwindigkeit k Fein genug, fo wird fich die fe 
tig gegenfirebende Differenz der Ansiehungen bald fo anhäufen, daß diefe 
Anfangs s Gefchwindigkeit vernichtet ift, ehe der Atom den Punkt C m 
reicht; dann wird er einen Moment in Ruhe fenn, hernach aber fogleid 
nah A bin zurückkehren. — If die Anfangs sGefchwindigkeit k in der 
Richtung DB etwas größer und gerade fo groß, daß der Atom gerade nad 
C Eomnıt, bis diefe Anfangs Gefchwindigkeit vernichtet ift, fo ik er in C 
in Ruhe und bleibt auch dafelbk in Ruhe. — Iſt endlich die Anfang 
Geſchwindigkeit fo groß, daß der Atom, wenn auch mit einer verzägerten 
— — Be⸗ 


*) Man vergeſſe nie, daß nach (5. 31.) nicht 2, ſondern 4 ˖dt die 
Kraft iſt, welche augenblicklich wirkt, und welche alſo die Geſchwindigkei 


ꝓ.dt hervorbringt, in dieſem Augenblick, wo der Atom ſich hinſi chtlich der 


Richtung ſeiner Bewegung entſcheidet. 
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Bewegung endlich in C anlangt, und noch immer vine (menn vieleicht“ 
auch nur Eleine) Gefchwindigkeit hat, fo geht er mit Biefer über C hinaus 
nach B bin, und wird nun von der (jett poſitiven) Differenz der Anzie⸗ 
bungen noch überdies nach B hin ſtetig gerogen, ſo daß feine Geſchwindig⸗ 
keit nun wieder zu wachſen beginnt, und die Bewegung, je nähen, der Atom 
an B hin kommt, deſto beſchleunigter wird ** ne 

Ates Beifpiel. Wäre b= 0 oder — w, fü würbe:der Atom nur 
noch von A allein angejogen, und man hätte nun das Problem des (Beir 
ſpiels 2 zu $. 33.), wo ein Atom in die Höhe geworfen, von der Schwere 
aber wieder ſtetig herunter gedrückt wird, nur mit dem Unterfchiede, daß 
Die Schwere jegt nicht konſtant, fonbern. im umgekehrten Verhaltniß des 
Dundrats. der Entfernung vom Mittel⸗) Punkte A te; Erde) angenons 
men wäre. 

In diefem Salle hätte“ man entweder duich Direkte Behandluns oder 
aus (1. zum Zeifpiel 3.) für b= 0 . 


3 PP GE 1__ 
— 22a, on 
1) ur ‚ k « ats 


Wollte man den Abſtand s’ (von D an gerechnet) ober ae! ; (om 
A. an gerechnet) finden, für welchen v = 0 wäre, wo alfo diefe Bewegung 
aufhorte, ⸗ würde bie, ‚Gleichung (1.) liefen 


ee ad \ 
be. und arte‘ in. un 


Diefer Eintritt der * findet aber nie Rat, wenn 2a ke Sl ider 
negativ werden follte, alfo wenn bie Ban Brig ık Sy 





ee’ = 


genommen feyn follte **). Die Gleichung dt, = 1 1 giebt aber num. 


pi .r. ‘ r ” .. ’ in. . * 
— —. m in 


Eu 


*) Diefes Problem zeigt bie Bewetang eine * der gerade zwi⸗ 
fchen Erde B und Mond A. ſich hefindet, etwa dadurch, daß er som Monde 
A aubgeworfen wird, in der Richtung AB, mit einer folchen Geſchwindigkeit, 
ſo daß er ‘in D die Geſchwindigkrit k bat. Iſt die Geſchwindigkeit ni t 
“gtoß genug; fd wird er-gegen den Mond zurlichfallen: Iſt fie etwas größe, 
fo kann der Körper zwifchen der Erde und: dem Monde im Gleichgewicht 
(in Ruhe) bleiben. Und ift feine Geſchwindigkeit roß genug, ſo wird er 
vom Monde auf die Erde fallen; alles unter der —38 daß dad 
Geſetz ber anziehenden Kräfte des Mondes und der Erde fo iR, wie wir 
ed hier angenommen, und daß Mond: und. Exde nicht ſeſbſt cine Bewegung 
haben. 


*) Bei dem bier angenommenen Geſetz der Schwere if alſo eine oe 
ſchwindigkeit x denkbar Eye £ groß genug, daß der in die Höhe gewerfene 


Korper nicht wieder wiruckktemat Doch muß man hierbei nicht au⸗ den 
L. [23 ] 
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uf ee m ) .ds 


wilder gautegenl nach ($. 32.. M. Anabyf.) sefimben werden kann. Et 
man namentlich 


ee ae wie 


12 oh & 
= Eye en Fler Verl) — Ve va) 


welche Sorm der Rechnung jedoch unbequem if, wenn an 7 ſeyn⸗ 
ſollte. Dieſes letztere iſt aber allemal der Fall, fo oft die Anfangs⸗Ge⸗ 
ſchwindigkeit k nicht groß genug ift, fo daß der Atom wieder nach A zu 
rückgeht. Iſt alſo das obige h imaginär, fo fege map lieber 

k?. 


a = h’? fo daß 2a’ BR — a 
— k’a > h’? 


wird; und man findet dann für dieſen jegigen reellen Werth von h/ 
29 tm. j 


* [een art —E— 1) 


Und if endlich 2ar— k’x weder poſi tiv. noch negativ, fondern =6, 
fe. Kubet fih in dieſem ſperiellen Zalle - 


N. et 7 MR re. [er] 


D. Enthält endlich p hicht t, 8 ober v allein, fondern zwei 
oder gar alle drei biefer Weränberlichen, fo bleibt im Allgemeine 
noch zu betreten der Weg des (9. 53. Anal.), nämlich v und de, 
und alle Differenzial-Koeffiienten don. v nach t zu eliminiten 
um eine Differenzial⸗ Gleichung bloß zwiſchen s und t zu erhab 
ten. Oder man muß s und.-ds,- und alle Differenzial⸗Koeffien 
ten von s nad) t eliminiren, um ‚eine Differenzial⸗Gleichung 
bloß zwiſchen v und t zu erhalten. Oder ‚endlich fann man ab 
bes t eliminicen,; und eine Gleichung zwiſchen s und v und ba 
Differenjiatv Koeffizenten Son:'s- nach v, oder von v nach s, fih 
verſchaffen. en 


„9 


Ya ⸗ 
n⸗ 











Augen laſſen, daß bier keine anderen Hinderniffe und namentlich nicht der 
MWiderftand: der :Zuft verbuefein mörden findii.!.. . “ 
we 
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eg der Kegel wirb inan in dieſem allgemeinern Kalle D feine 
Integrale: in enblicher Form :erhalten *). — Folgendes Venpiet 
macht jedoch eine: ziemlich umfaſſende Ausnahme. Un pen 
„..‚Beifpiel: ‚Ein Atom bewege ſich van © wach A «Fig. 31.), von zwei 
ſtetigen Kräften nach einer. und derfelben Richtung CA getrieben, wovon 
DIE eine‘ mit dem Abſtand Yon “Ar' proportionul, die andere aber eine belie⸗ 
at guittin der Zeit i Mn Die Veregung dirſes Atoms näher‘ An) 
bi ifep 9 be ‚ne int. 
Es ſey CA=a, und CO=s der in der Seit t beſchtiebene Wey, 
ſo iſt AO=a—s. Nach der Vorausſetzung iſt alſo nun 
y = wm la—s)Hy.. 
Die Gleichungen (T. u. IL des $. 33.), Aumlich 
lL &=v. und. - n=p 
geben nun wieder, wenn v eliminirt wird J 
IL ä Be; = 9; nu 
ober die Hneere Pre ‚bern Drbumg © > 7:2. nun 
my) el. . 
welche nach (S$. 50. Analyf.) integrirt wird, und s mit 2 willführlichen 
Kohfianten: lieſert, woraus: dann Kur burch Dißſerentiation. der bret 4:90) 
funden wird.. nn £ ci 
Es ſey z. B. = b» J daß die itseite Kraft mit ber Zeit t pro⸗ 
vortioual iR ſo wird die zu integrirende Gleichung un 
A). Det + (bt--am) = 0. 77* 
und iht Jategrai air nach ($: 50 le... 73; ?3 
2) = (Berta) +Cesind „Ym)-HC:cos(t- -Ym) en 
seründen, wo C und O’ nei noch zu beſtiminende Konflanten ſind. Um 
dieſe zu beſtimmen, differemiite man dieſes Reſultat, fo da mn ° -. 
3) == —V —⏑—⏑——— Vm · sintym- 


erhält; ud four Bann Fre = auch = 0 aber vie werben, f geben 
diefe beiden letztern Gleichungen 
0 =a4+C’ dc 40m, 


rau  C’ =" und J— 
hervorgeht; alſe daß mari num ‚hat 


| 4) .. 45. (arı)- en le —E— 





az ach). eos V)haymesindt Vi). 

am. \ u 

* -*) Pitssoä; Toeite de Mecänigue md dar. T. Ip: Pr. | 
[23*] 


® 6)" 
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Wu dieſe Bewegung kehrt, mie man. ſiebt, nach jeder Zeit⸗ VPeriode, 
deren Dauer * iſt, immer dieſelhe Geſchwindigkeit wieder, während bie 
Bahn s als us zwei Theilen sufamnfangefegt: gedacht werden Tarın, von 
denen der eine —8R einer onftänten‘ Vewerung angehort der andere 


aber in derſelben Zeit ⸗ Periode wiederkehrend deuſelben Werh wieber ans 
nimmt. — Segt.man aber b.==.0, ſo erhält man wiederum ‚big Refultste 
des (Beifp. 1. “ [9 > weil d dann in der That unſere jerise Aufgabe in 


jene mereththt 


® ' “ 
ut nd 


| uam 


Diefelbe Theorie der freien geradlinigen: Bewegruß, on 
Buriehung des unendlich⸗Eleinen. 


ge ae Dinovo nn u. 
(Dider Aiihang:ik vom jedem Bee. * üperfhlagen, welcher fi — ber 
Vortras des vorſtchenden Kapitels befriedigt fuͤhlt.) — ER 


"in man nicht das Unendlich Seine, mmigkene nicht in 
der Rechnung, zu Hilfe nehmen, ſo kann man das im (Kap. I) 
und in dem laufenden Kapitel: Geſagte, wie nit zuſammer 
ſaſſn. apa Ina n 

+1 Man. gebt: wieder ‚von der. Bewegung- i ihrer Erſchei⸗ 
nung aus, und bemerkt, daß zwiſchen der Zeit t und dem Nam 
s eine Gleichung ſtatt finden müfleı . :-  -- 

IL, Man. betrachtet. Dann. die. „einfache. aller Sleichungn, 
nämlich ; B 

8 = art--b, oder ss art, 

won frt=0 auch 850 angenommen. wird, nennt dieſe 
Bewegung eine konſtante, zeigt daß fich bei ihr die Raͤume 
wie die dazu verbrauchten Zeiten verhalten, — daß bei ihr in 
derſelben Zelt "andy : imuſer derſelbe, Kam, beſchtieben werde, — 

und ‚nennt den Koeffizienten, a in ber, Gleichung s = a-t die 
Geſchwindigkeit dieſer konſtanten Bewegung, fo def 
fogleich folgert, daß für t I, a, s wird, N. h. bu Die Go 


— 7 


J 


ſchwindigkeit der Raum iſt, den bie lonſtame Vewahang⸗ WR jeder 
Setunde durchläuft. 

IE. Niinmt man nun eine ganz beliebige und nicht Ton 
Rante, alfo veränderlich senannte- Bewegung Ba 

1) si Y, Bar age Eee , 
ſv iſt der Raum st, welchen dieſe Bewegung in ber belichig ge⸗ 
Bachten; ber unmittelbar nach Aufhören ber Zeit t anfangenden 
Zeit h macht, offenbar gegeben durch die Gleichung 

— —8 Ne | 


d. h. nach bem Taylor’ ſchen Bee Bürch, 


2) v.:: —E y,- a F 
Sucht man nun die konſtante Bewegung 
3) sit =veh, 


welche Diefer Bewegung am dinfange, two h noch gang Hein iſt, 
unter allen konſtanten Bewegungen am naͤchſten kommt, ſo muß 
man. ‚offenbar bie Geſchwindigkeit v dieſer konſtanten Vewegung 
fo — daß 
Yet 2 
Man ſetzt vun feſt, daB man. die Gefchtwindigfeit dieſer Fon: 
flanten Bewegung s! = v+h, welche zu Ende der Zeit t unter. 
allen £onftanten Bewegungen der veraͤnderlichen Bewegung am 
naͤchſten kommt, | die gu Ende diefer Zeit t, der veränders 
lichen Bewegung sugehörige Geſchwindigkeit nennen 
wolle. — Dann ift aber die Geſchwindigkeit v einer veränderlis 
chen Bewegung zu Ende einer jeden Zeit t, gegeben durch die 
Gleichung 
L 3, = v, | 
i x) Die Diferen der Kun s— 3 wird Dann un Dry Ehe 
und daher, für h-fehr Mein, jedenfalls Kleiner, als wenn ihr erfies Glied 
nicht. ſchon h?, fondern nach h’.enthielte, rad der. Fall märe, wenn man 
vZdy, nehmen würde 
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unb, man. hat bie erſte der heiden Senn. Bhrichungen. . 
tablinigen veränderlichen Bewegung. 
kann IV; Nim seht man: zur naͤchſt, einfachen Olihung zii 
s s und t, nämlich zur Gleichung. .. EEE ER Bun PN 

1) s=a-t-+b- .t+c; ober. s=a Orb: t, 
wennes mit t zugleich anfangen ſoll. —-. Für .diefe Betvegung 
if. die Geſchwindigkeit v (nach ber fo. eben ‚gefundenen, Sl 
hung L), gegehen durch die Gleihung 

2) v=2a:t+b;. 
und weil biefe Geſchwindigleit v mit t proportional waͤchſt ode 
‚ abnimmt, je nachdem a poſitiv oder negativ ift, fo nennt man 
dieſe Bewegung bie gleichfoͤrmig beſchleunigte ober gleich 
foͤrmig verzoͤgerte. 

Bei dieſer gleichfoͤrmig beſchleunigten Bewegung iſt ber Ju | 
wachs an Gefchtwindigfeit, wie man fieht, in jeder Selkunde 
— 2a, und in jedem gleichen Zeittheile gleich viel. Dieſe ſu 
tige Veraͤnderung in der Geſchwindigkeit iſt einer ſtetig wirkt 
den Urſache (Kraft) zuzuſchreiben, und dieſe konſtante Aenderung 
der Geſchwindigkeit weit auf eine (fletig wirkende und) Fonfant 
Kroft hin. Drüden wir bie Kraft durch diefelbe Zahl an 
durch welche wir die durch biefelbe hervorgebrachte Geſchwindiß 
keit ausdruͤcken; und bezeichnen wir durch ꝙ die Summe alt 
in einer Sefunde durch fietige Wirkung der Kraft berborgs 
brachten Zutvachfe am Gefchwindigfeit; ſo nenn& man g6 
woͤhnlich ꝓ dieſe konſtante Kraft, und man hat dabei 

3) ge ad 4) a — 49 
fo daß die obige Gleichung (1.) ber Vewegung auch ſo gefchrit 
ben werben kann: 

5) s — I95 EAb.t, 
wo man die ſtetig wirkende konſtante Kraft nennt, welche bie 
gleichfoͤrmig beſchleunigte Bewegung hervorbringt, wo abt! 
dieſe Kraft ausgedrackt ſiſt durch die Vermehrung al 
Geſchwindigkeit, welche ſie dadurch Hernprbringi 
daß fie eine volle Sekunde hindurch Retig anf de 
Atom (in derſelben Richtung) wirft. 


— 





keit v,—v, ausgedrückt burch die Gleichung 


* 


V. I Pan — ej 
60 .» vr 1 4C r . v N j 


In der Zeit h ift bei dieſer ſtetig wirkenden und dabei kon- 
ſtanten ‚Kraft: p der durch, ſie chervorgebrachts Zuwachs d au 
Bee ausgedrückt: burch Be Bring Br 

6). ' d=e- 

V. Zuletzt geht man zu wage ‚beliebig vrränderlichen —* 
gung über, welche ausgebrückt ift durch bie Gleichung 
1) 8 — u, - 
findet daraus, mittelſt der Gleichung de. m v, bie Scfhreinbig 
feit v, welche demnach auch eine Funktion von t iſt, und „an 

hat nad) dem Taylor’fchen Lehrfatze 
Dahn ge 
Alſo iſt der in der Zeit h erworbene Zuwachs an Seſchwindis⸗ 


2 0 
‘be, ” v 


J Yan V —— dv. —** v. rem c5*7* D 


Dieſer in der unmittelbar nach der Zeit t folgenden Zeit h er: 
ivorbene Zuwachs an Geſchwindigkeit ift der Kraft @, zuzu⸗ 
ſchreiben, welche in dieſer Zeit hgemirft, deren Werth aber ſelbſt 
unterdeſſen ſich geaͤndert hat; denn die einzelnen Wirkungen durch⸗ 
laufen der Größe nad) alle Werthe, welche aus @, hervorgehen, 
wenn ftaft t alle fletig neben einander liegenden Werthe von t an 
bis zu t-+h hin gefeßt werben. Nehmen wir num wieder wie in 
(IV.) an, daß Y, für irgend einen dieſer Werthe von t nicht 
die wirkende Kraft ausbrüden fol, fondern was biefe Kraft, 
wenn fie eine volle Sekunde hindurch ftetig und mit 
derfelben Intenfität, alfo ohne ſich zu verändern, 
wirfen würde, an Vermehrung der Geſchwindigkeit leiften 
müßte; und nehmen wir ferner noch an, daß 9. von t an bie 
zu t-+h bin immer größer wird, fo folgt, daß man einen Zuwachs 
an Gefchwindigfeit d erlangen würde, der Fleiner als D if, 
wenn bie Kraft ꝙ, genau fo wie fie ift, und ohne mit der Zeit 
zu wachfen, die Zeit h hindurch ſtetig (und lonſtanth wirkte, ſo 
daß man nach (IV. 6.) 


3) 


% 
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4)- neh \ 
bat; daß. aber cin Zuwachs A au BSeſchwindigkeit erlangt wuͤrde, 
der größer wie D if, wenn man bie Kraft mit ihrer groͤßeſten 
Stärke p. p. gleich vom Anfange der Zeit h an, die ganze Zeit 
h hindurch konſtant Cdiefelbe bleibend) und d fetig wirken Tieße, 
fo daß nach (IV. 6.) 


5) A = Puch; 
oder mittelft des Taylor’ fchen kehrſatzes 
I Aeghrögehre 


gefunden werben müßte. N 

Man hat nun 2 Grenwerthe d und A in (4. u. 6.) gefunden, 
zwiſchen denen der Werth. D in (3.) nothwendig allemal liegen 
muß, es mag h größer oder kleiner, oder noch fo Klein gedacht 
werden. Weil aber die beiden Grenz⸗Reihen für d und A (in 4. 
und 6.) mit demſelben erfien Gliede p,-h anfangen, fo wuͤrde 


D nicht immer zwiſchen dieſen beiden Grenz Werthen liegen kön; 
nen, wenn bie Reihe für D in (4.) nicht mit deinſelben erfien 
Gliede anfinge * Alſo iſt nothwendig 


9 Ift ber rt | 

4, ha, hꝰa, · h·- 
allemol für jedes kleine h zwiſchen den beiden Werben 

... 8 * b,» h-rb,- b’-+-b;- hr» .. 
und 

' "S’—= bh+c+b-Fcsh’-r- 
die beide mit demfelben erken Gliede bı-h anfangen, fo iſt allemal noth⸗ 
wendig 
= b.. 

Denn es it nach der Voraus ſetzung 

:S-S’>S—R md S-S>R-S’, 
alſo 

Its) —-. > He) h-+-(b,—3,)- J 


ur X -. - ·-,)- -- 
welches für ganz klein gedachte h offenbar nur dann der Fall ſeyn könnte, 
wenn b,—a, und a, — bi zu gleicher Zeit negativ oder Null wäre. De 
nun b.—a, und a —b, nicht zu gleicher Zeit negativ ſeyn können, fo ik 


V. N NEE Imbang. ve 
EL: ds DK ee EI re ae 
—** die weier Hauptgleichung ver eig En ; 

Wir haben jedoch hier. Vonausgeſetzt, bak.ip, mon: 1.66 ya 
th hin, immer fort größer ibirb. Wuͤrbe aber von 1 big 
zu t-ph hin immerfort Heinen, fo: wuͤrde d die. ‚größerer: 
A bie Kleinere der Grenz» Reihen, zwiſchen benen die Reihe 
D llegt (tell der Zuwachs an Geſchwindigkeit in berſelben Zei 
h_ offenbar ‚größer werben muß, wenn. immer. fort: die Kraft in 
ihrer groͤßten Staͤrke ꝙ. wirkt, als wenn Re: während‘ ihres 
Wirtens ſtetig kleiner und zuletzt Pa wird; — wahrenb wenũ 
dieſe leinfte Kraft 9, hen pom Anfange ber. Zeit h’an fie- 
tig fore lonſtant wirken Wolle, “ber in dieſer Zeit K dadurch ge⸗ 
wonnene Zuͤwachs an Geſchivindigkeit offenbar kleiner ſeyn müßte, 
als ‚wenn Kom Anfange.. der ‚Zeit:h an zuerſt die, ‚größere Kraft 
P. wirkt, dann die Kraft fi) vermindert, und zuletzt erſt ‚oder 
eigentlich nie die kleinſte Kraft Pur, eintritt). — Der Schluß, 
der aus d>D und A<D hervorgeht, ift aber genau berfelbe, 
der kurz vorher aus d<D und A>D hervorgegangen iſt, 
nämlich dv, — g,. 

Man kann aber immer h flein genug fich denfen, daß in: 
nerhalb dieſer Zeit die Kraft @, zu Pr. bin immerfort wächft, 
wie wir zuerft angenommen haben, oder immerfort abnimmt, 
tie wir dies zulett ung fo gedacht haben. Daher ift die Rich⸗ 
tigkeit der Haupt» Gleichung (IL) in allen möglichen Fällen auch 
auf diefem Wege außer Zweifel gefebt. 

Die hier nach Lagrange ohne Zuziehung der Rechnung 
mit Unendlich - Kleinen gefundenen Nefultate flimmen aber in als 
len Begriffen wie in allen Nefultaten mit denen im (Sap. I.) 
und im vorfiehenden Kapitel gegebenen Begriffen und gefundes 
nen Reſultaten ganz und vollfommen überein. Und da alles 
über Bewegung noch folgende auf diefe erften Begriffe geftüßt ift, 
fo ift e8 für die Folge ganz einerlei, ob man fi) auf dem einen 
oder auf dem andern Wege zu den Begriffen und Nefultaten 
bingearbeitet hat, welche dem Kolgenden zu Grunde liegen. 
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Lagrange bat Übrigens ſo wie hier, ſo für alle Anwendungen jeher⸗ 
mal zwei ſolche Greni⸗Reihen 8 und S’ aufgeſucht zwiſchen denen die 
Reihe R liegen muß, "welche den Zuwachs einer Funktion ausdrückt un) 
Dafür. geſorgt, daß die-beiden Srenz⸗Reihen S und S’ mit einerlei erſten 
Gliede anfangen, wo dann R felb. wit demſelben erfien, Gliede anfang 
\ muß. — Auf diefem Wege bat er mittelft feines Calcul des fonctions, 
- den wir in (Uhalyf Kap. 1. u. Kap. 3.), wenn Auch unter anderen Sb 
senmmmgen, hingeſtellt haben, alle Diejenigen Auwendungen hergeſtellt, welqhe 
man früher durch die Rechnung mit Unendlich» Kleinen bes. Leibnig a 
halten hatte. — Uns fcheint es, ald wenn man mit Lagrange’s Cakul 
‚des fonctions- beginnen; dann aus: ihm die wichtigſten Lehren des Unend 
| lich⸗ Kleinen. :[.und. namentlich den Gag: ($. 35. Analyf.);,. melcher Ich 
| gı:dt) in finden, wenn t alle fetig.neben einander liegenden, d. h. um 
dt von einander entfernten, Werthe von a bis b erhält] ‚ableiten müßte, 
| zuletzt / aber in der Anwendung auf ſtetige Größen (Raum, Seit, Kraf) 
| den Altern Weg betreten könnte, welcher dem fetigen Aendern, ein A 
dern in unendlich⸗kleinen Zwifchenräumen gleih feßt; — wenn nur die 
Identität beider Anfichten allgemein, dder doch für jede beſondere Gattun 
der Aenderungen, Rense aachoemieſen / micd,: wie wir u thun und bemüht 

haben. N. | 
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PER EEE aa Füuftes Kapitel; nie 
grünimlinige Benetuns eines Atome. 


Erſter Abfhnite oc: 0” 


Atlgemeine Gefege fuͤr die drei Haupt-rten der krummlini— 
gen Bewegung. ee 

N ur n y 

35. 1W — 


2.2007 Begeihnungen’und Benennungem, | - -' 


7 


J. J. Verlaufe dieſes Kapitels über feummmlinige Beer 


gung, ‚bebienen wir ung ber folgenden ſtehenden Beztichnung. Wir 

denken uns drei rechtwinkliche Koordinaten⸗Axen, auf welche wir 
die Bahn beziehen, und nennen | 

„BD x,y%2bi Koordinaten Werthe des Punktes der Bahn, 

wo ſich der Atom zu Ende der Zeit t befindet, und den 

wir auch haͤufig den Endpunkt der Bahn nennen wer⸗ 

den, obgleich die Bewegung daruͤber hinaus. nach Be⸗ 

lieben noch fortdauern kann; 

2) 7 Yı 3 hie Koordinaten: Werthe des Punktes der Vehn, 

wo bie Zeit, = O gedacht wird, und ben wir auch den 

Anfangs» Punfe. ber Bahn nennen, obgleich, bie. Bes 

. wegung fehon früher getvefen, feyn kann, che der Augen: 

blick gefommen, von weichen an bie Zeit t gezaͤhlt wirb; . 


, 
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3) a, A, y die Winkel, welche die Tangente an dem End 
Punkte der Bahn mit den drei Koordinaten-Aren macht; 

4) a,b, c die Winkel, welche die Tangente an ben Anfangs 
Punkte der Bahn mit denfelben drei Axen macht; 

5) s bie Länge ber Bahn, welche der Atom von t — O bie 
t—=t hin befchreibt, alfo den Bogen, ber zwiſchen dem 
Anfangs: and. Endy Punkte dyer Bahn liegt; . 

6) v die Geſchwindigkeit der Bewegung wie ſie zu Ende der 
Zeit t, alſo im End⸗Punkte der Bahn iſt, und welche 
auch End Geſchwinbigkeit genannt wird; 

7) v bie Anfangs⸗Seſchweinndigkeit ber Bewegung (wie 
fie seyn wird in dem Augenblice wo t—=0 if). 

Unter diefen Vorausſetzungen fi nb 

s, 1, J. 2 0,ß,y und v 
Funktionen ber Zeit t,.. dagegen... .n 
trier ng On Dh und © 
die Werthe dieſer Funktionen, fuͤr t —O; alſo daß letztere ale 
(nad t) konſtant find. Wir ſchreiben aber, der Bequemlichkeit 
wegen, ſtatt 

Ös,, dx., dy,, 82, dm, 38, v- Bv;,.0'g,, x, 2c. ıc 
allemal bloß 

"ds, 9x, Oy, 8z, du, 08; dy, ‚dv, ds, - PU FR 
und wir bitten unfere keſer / barauf beſonders ſorgfattis achten 
zu wollen. 

U. Die Geſchwindigkeit einer ‚(gerablinigen ober) krummlini⸗ 
gen Bewegung in jedem beftimmten Augenblicke, iſt nach ($. 7.) 
als eine endliche, augenblicklich (alſo nur einin ah auf den ru⸗ 
henden Atom wirkende Kraft anzuſehen, in der Richtung der 
Tangente ber Bahn. Die Befchtoindigkelt v kann daher, bem 
(4 16.) zu Solge, nach den 3 Axen in die 3 Seiten: Kräfte 

vVeose, v-cosß und: vecosy ' 
zerlegt werden, und biefe letzteren werden die (End⸗) Seiten: 
Geſchwindigkeiten nach den’ Aren genannt. 

LI. Alle ſtetig wirkenden Kräfte, alſo alle Kräften welche 

auf den Atom waͤhrend ſeiner Bewegung einwirken, d. h. ale 
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Kräfte. die zu .Enbe, jeher Zeit glejchzeitig. einwirken, benfeg 
wir uns immer nach den KoordinatensAren zerlegt, und Diefe 
Seiten: Kräfte in die dreie | 

X-d, Y-d, Zedt 
vereint, waͤhrend wir durch dt ,allemal die Dauer. einen Mir, 
fung dieſer Berg wirkenden Pe waren, j ran er 
ug al, min De ven ehr we 


N . “ . p 
eure 2. Zu 


I. Pr Ws 16. PR nd 6. 4. 5. Anmerk. 1.) ſteht 
nun für joe f krummlinige Bewegung ein: für, alle mal feſt: 


ν De ‚= * * : 
alfo f) 22 F .. f . Baer \ ..: en aa 129 . va re 

1) J u =, der * Ra, ak 
... dx 2) 2 dz.. . [> 
ey \ — ur . 
2) Be de’ en ty = =; * 


de". 


eher, wean mat: mit:ds — und. Bar ds 
feinen : Werth: v. ſchreibt/ 
3) v-cosa ds, v0. dy, —E— —*— 
fa :daßinffo; dx, Dy, 92 hie: Seiten⸗Geſchwindigkeiten (nach den 
Aren) find, in welche die Geſchwindigkeit v ſich zerlegg. 
II. Differenziirt man die Sleihung (1.), fo folgt on 
4) : vedv ze 859° = dr’ +-dy-d’y-r-Or- AZ, 
Setzt tan’ hier’ ſtatt dx, dy,dz die Werte aus ð ſo wie 
v flatt ds, fo erhält man noch 
5) dv = Os = cost -d’z-Pcosß-d’y-Hcosy-d°z. 
“IE Steht irgend eine Gerade, im End⸗Punkte der Bahn, 
auf der Vahn ſelbſt fenfrecht (d. h. auf der Tangente ber Ban): 
und Find e, all die Minfel, welche biefe Gerade mit den Aren 
macht, fo iſt allemal (nad) Geom. $. 1. VII. Nr. 8.) 
... Mes: coga-tcoss!«cosß-4-cogel.casy — 0, 
ober ach, wenn man. flat — coa⸗ und — hᷣte Werche 
ang (2.) ſubſtituirt: BE Aa 
6); 1000s-Öntregap. PRACHT m. u. 


—— vwı® 
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wie ſolchss auch ſchen (Beom. di I IV. Mr. ‘6. ) Dinge 
worden iſt. Hat 3 RT EB J 


ya .. 6 I En. \ » 
a Aigen eino leigbagen te: aeg —R 


L Dies vorausgeſetzt, ſo kdunen die nim⸗· die Öteishufign 
der Bewegung eined Atoms auffuchen in den 3 Fällen 
1) wenn ber Atom bloß den Kräften X, X, Z folgt, übri: 
‚gend aber ganz frei iſt (freie. Dem egung);. ie 
2) wenn ber Atom während feiner. Bewegung durch die ‚oirten 
angebrückt wird und letztere den nöthigen —— lei⸗ 
ſtet, ſo daß der Atom gezwungen iſt, in dieſer Flaͤche ſich 
su bewegen (Bewegung ih einer Flaͤche); 
3) wenn dem Atom feine Bahn I ganz vorgefchrieben iſt, durch 
sivei gegebene @leichungen L..,. — 0 und Li ml 
welche zweien Slächen angehören, deren Durchſchnitt dieſe 
vorgefchriebene Bahn liefert *) (Bewegung in vorge 
fhriebener Bahn). : - , 
An allen. drei Faͤllen hat der Atom gu Ende ber, Zeit t die 
aubaennun Seiten⸗Geſchwindigkeiten 
ı&, Dy u 82 er, 
nach “ 36. J.), welche Sunftionen von t Ans, und welche anch 
bie Seiten⸗Geſchwindigkeiten liefern, wie fie zu Ende der Zei 
t+dt ſeyn werden, naͤmlich 
—X Gy — und. KR : 


fo daß ber in der Zeit dt. ertvorbene (pofitive..oder negative) Zu 


wachs an Seiten: Sefchtoindigfeit nach den Aren. bezüglich 
BR), 1 u, (Ay), —dy und (82), da 


*) Man kann fich eine an ihren Wänden vollkommen Widerſend 
leiſtende, beliebig gekrümmte Röhre benden, in. melcher deu Atom won det 
fietig auf ihn wirkenden Kräften fortgetrieben wird. Die Kräfte in Bw 
bindung mit den Gegendruck an den Wänden bewirken dann die verſchie⸗ 
denen Geſchwindigkeiten an den verſchiedenen Sehen der Bahn. 
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ſeyn -pirb, imeiche Difeemen nach dem Laylet aes Out 








begäglich 
a: "de 
ra a 00 &y. .dt+Bty . en 
2 . PR 
iin. ar a 
und kam r- at+ 0%. — le dr 


find , wofür wir jeboch nach Cmalyſ $ 20: „Re 123 beshalb 
bloß die Anfangs⸗ Glieder 

(A) Bird, Pyede nd "ide m 
zu nehmen brauchen, weil fie mit: den Kräften: dt Y.· dt und 
Z..dt, welche Unendlich - » Kleine bet erſten DOidnimg find/ in 
Verbindung, die geſuchten Gleichungen bilden (wie weiter unten 
einzuſehen Mr daher bie Unendlid) Kleinen ber höbern Ordnung 
nicht. in Betrachtung kommen dürfen. 

Denkt man ſich daher in dem Moment, wo die Kräfte: 

'B)-+ © Xed, V.dt, Zeit 
nad) den Aren wirken, andere drei Kraͤfte, der Groͤße nach obi⸗ 
gen Zuwachſen (A) der Seiten: Geſchwindigkeiten gleich ($. 7.), 
naͤmlich die drei Kraͤfte 

Ox.dt, 9 y.dt, Baedt, 

aber in genau entgegengefegter Richtung ber Arch, 
alfo, im Sinne se Axen, die drei Kräfte | 

(Co. | z.d, —Ay- dt, — 87. dt 
noch fit. fo: bleibt alles hei'm Alten, und. der Atom 
bat feine, alte Beivegung, wie man fie nach verfloffener Zeit t, 
und.noc) ehe die Kräfte X-dt, Y-dt und 2. dt (aufs neue) 
hinzugetreten find, vorgefunden hat. ‘Die fechs Kräfte (B) 
und (EC), ober bie. brei Kräfte 

DJ... & — dex) · dt, WBy)adt, (Z8)-di, 
in welche ſie ſich vereinigen laſſen, und welche mit den Axen 
parallel und im Sinne der Richtung der Axen wirken‘; vernich⸗ 
ten fich alfo.gegenfeitig, d. b. halten. einander das Gleichgewicht, 
und zwar 

1) an fih, im Falle der Atom fonft ganz frei- iR; — 


308 Mechcinik du Atoma. ſtap. V.!. 37. I. M. 


- 2) mittel bee Fluͤche L, iur Falle der Aion auf. diefer Slache 
L ſich zu bewegen gezwungen iſt; — oder 
3) mittelſt, der Linie J (oder mittelft" her beiden Flaͤchen L 
"und LN, im Fälle der Atom gezwungen ift, "auf der Bahn 
1 zu bleiben (welche als die Durchſchnitts⸗Linie ber bei 
den Flächen L und 1 gegeben feyn Eann). ' 
Die Geſetze des Gleichgewichts eiges Atoms geben alſo die 
Gleichungen der Bewegung. 
1. Gleichungen ber freien Bewegung 
„Do .nun.ig, Sale: der ‚freien, Bewegung diefe 3 ‚Kräfte (D.) 
einanber ohne. weitered im Gleichgewicht ‚halten muͤſſen, fo if 
in ‚Diefem; Sale. nad) ($. 20,) nothwendig jede, für ſich der Nuf 
gleich... Divibirs man. Diefe 3 Gleichungen durch, dt weg, fo © 
hält man demnach für bie. freie Frummlinige Pewegun 
die 3. Gleichungen, un J 
(Ol). Be X, —— und. 3% = Z, 
burch ‚melde .x, y und z als Funktionen von t gegeben” f nd. 
UL. Sleihungen der. Bewegung auf der Flaͤche J 
"Da in dieſem Falle, wo ber Atom auf e einer gegebenen Flaͤche 
Lıys, =, 0 
fich bewegt, die 3 Kräfte, (I. D:) den dom. mit Hilfe dieſe 
Flaͤche M im’ Gleichgewicht erhalten, ſo hat man nach ($. 22. IV), 
wenn R-dt den unendlich: Eleinen Gegendruc in der Durch die 
Winkel A, u, v gegebenen Normale vorfiellt, tvelcher dem Drud 
der (unendlichsEleinen) Kraͤfte (I. D.) das Gleichgewicht Halt 
und wenn man die Gleichungen des Gleichgewichts Durch dt 
Binidirt, auch x, 8°, or uf bie andere Seite bringt, r die 3 
Gleichungen 


8% = — 
— O’y. Y-H-Rrcosu " 
J 97 LRoosv 
während nah. ‚($. 14. Gem.) : 
7) = %; "= und dere 
iſt, wenn Ber Kuͤrze weg - 1 ou: na 


2) 
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2) W = VöLA+dL>?-+öL,? 
gefetst wird. — Auch ift noch‘ nach ($. 36. IIL.), weil die Nor; 
male der Fläche auch, auf der Tangente der Bahn fenfrecht ficht, 

3) cosA-dx-F+-cosu-dy-H-cosv-dz — (. 

Durch diefe Gleichungen find aber x, y, z und R als Sunftios 
nen von t gegeben. 

IV. Gleichungen der Bewegung anf gänzlich vors 
gefhriebener Bahn. 

In dem Zalle, wo der Atom gestwungen ift, auf ber durch 
die Gleichungen 

1) IL, = 0 . und 2) Liz. = 0 
gegebenen Bahn zu bleiben, findet man bie Bebingungen des 
Gleichgewichts der 3 Kräfte (I. D.), nämlich der Kräfte 

.. &—dr)edt,. (Y—By)-d, (Z—8%).dt 
unmittelbar nach dem ($. 23.). Dividirt man biefe 3 Gleich⸗ 
gewichts» Gleichungen durch dt weg, und fchafft man noch 
_8°x, 9°y, d°z auf die andere Seite, fo werden fie nachfiehende: 

9x — X-HR:-cosi-FR!.cosAl 
3) y = Y-rR-cosu-+-R!- cos u! 
Oz —= Z-FR:cosv-FR!.cosv! 
wo R-dt, B/-dt zwei auf L und L! besüglich fenfrechte Ges 
gendrude find, den Drucken gleich, mit denen der Atom von 
den 3 Kräften (I. D.) gegen die Flächen L und L! gebrückt 
wird. — Durch diefe 5 Gleichungen (1. 2. und 3.) find aber 
x, y, 2, R und R' als Sunftionen von t gegeben. 

Denkt man fich die beiden Gegendrude R-dt und Ri-dt 
in einen einzigen Q-dt vereinigt, fo liegt folcher mit feiner Rich⸗ 
tung nothivendig in der Normal-Ebene der Bahn. Sind e, sl 
und ⸗ die Winkel, welche feine Richtung mit den 3 Aren macht, 
fo hat man nach ($. 36. II.) und nach ($. 1. Geom.) 

4) cose-Öx-+-cosel-dy-+-cosel.dz —= U, 


5)  e0sdpcose®-+-cosel? 13 
und flatt der Gleichungen (3.) erhält man nun: 
L [24] 
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8% = X-+-O:coss 
(Os)*** %y = Y-rOQ-cose! | 
8 —= Z-+-O: cos! 

Durch diefe 7 Gleichungen (1. 2. 4. 5. und Os) find aber z, 
y,2,Q, 6, e! und el! ald Funktionen von t gegeben. 

V. Vergleichung diefer drei Syſteme von Bewe— 
gungs-Sleihungen Qu Cs und Os mit einander. 

1) Vergleicht man die 3 Refultate (CO, CO. und O. in 
II. II. u. IV.) mit einander, fo findet man ſogleich, Daß de 
Bewegung auf gegebener Fläche L, oder auf gegebener Bahn I 
‚mit einer freien Bewegung identifch ift, welche durd 
die Kräfte X-dt, Y-dt, Z-dt nicht allein, fondern noch durch 
eine unbekannte Kraft R-dt oder Q-dt (normal auf Die Flaͤche, 
ober in ber Normal⸗Ebene der Bahn) hervorgebracht if. — 
Während der Bewegung in gegebener Fläche L, ober a 
gegebenen Bahn 1, erleidet alfo die Släche L, oder die Bahnl 
wirklich diefen (unendlich »Eleinen) Druck R-dt (normal auf L) 
oder Q-dt (in der Normal: Ebene der Bahn), weil ein cha 
fo großer Gegendrud in Verbindung mit den Kräften X-di, 
Y-dt, Z-dt den Atom frei biefelbe Bahn durchlaufen made 
würde, weil alfo dieſer Gegendruck die Släche L oder bie von 
gefchriebene Linie 1 überflüffig macht; was nur möglich if 
wenn er ben Druck, ben die Släche L oder die Bahn I ale 
det, gerade aufhebt und vernichtet, d. b. ihm gleich und birdt 
entgegengefegt if. — Diefer Drud, den die Bahn erleidet, fo 
oft die Bewegung nicht frei ift, rührt übrigens von den wir 
fenden Kräften ber, nämlich von der (endlichen) Geſchwindig 
feit v und von ben (unendlich-Fleinen) Kräften X-dt, Y-d 
und Z-dt, weiche gleichzeitig mit v auf den Atom wirken 
Diefe eben genannten Kräfte bringen alfo den Druck auf ik 
Bahn hervor, und noch die neuen Seiten -Gefchtwindigkfeiten 

Ox-+-d’r-.dt, Iy-dy-dt und dz+9z-dt*). 





*) Fügt man 3 neue Kräfte, diefen neuen Seiten⸗Geſchwindigkeite 
gleich aber genau entgegen, alfo, im Sinne der Aren gedacht, die 3 Kräfte 
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2) Sondert man von dem normalen Drud R-dt oder 


-.Qr-dt, welchen während der nicht freien Bewegung bie Bahn 


erleidet, den Theil ab,’ welcher von den hinzutretenden‘ Kräften 
X.-dt, Y-dt und Z.dt herrührt, fo bleibt der Theil Diefeg (nors 


‚ malen) Drudes übrig, der von der bloßen: Gefchwindigkeit v 


herruͤhrt. Denfelben werben wir aber im ($. 48.) unter dem 
Namen der EentrifugalsKraft oder Schwungfraft, nod 
einer. nähern Betrachtung unterziehen, indem wir dabei von ſpe⸗ 


ziellern Betrachtungen ausgehen wollen. Daher mag bier biefe 
Andeautung einftweilen genügen. 


! 
j 


! 


3) Zerlegt man bie wirkenden Kräfte, und auch, im Sale 


‚der nicht freien Setegung, den unbefannten Gegendruck R.«dt, 


“oder Q.dt, den man nach (1.) noch ſich binzubenfen muß, um 


die nicht free Bewegung als eine freie anfehen und behan⸗ 


bein zu können, nach den 3 Aren, ſo kann man bie frummlinige 


Bewegung eined Atoms, ald 3 gerablinige Bewegungen feiner 


Projektionen auf die 3 Aren anfehen, unter der Vorausſetzung, 


daß bei jeder dieſer geradlinigen Bewegungen bloß die auf Dies 


ſelbe Are projisirten Kräfte allein wirken. 


Denn wenn man nach ($. 33. IIL) die Gleichung für jede biefer 3 
gerablinigen Bewegungen unter der fo eben erwähnten Vorausferung nimmt, 
fo bekommt man fogleich bie 3 Gleichungen (©ı) oder (©) oder die Gleis 
chungen (O.) wieder, je nachdem man bie freie oder die beiden Arten 
der nicht freien Bewegung im Auge hat. f 


—ıx—dr-d, —Iy—dyrd und —dz— rzedt 
noch zu v, X.-dt, Y-dt, Z.dt hinzu, fo ik Muhe, alfo Gleichgewicht; und 
alle 7 Kräfte bringen alfo genau (und weitet nichts als) den Druck R-dt 
oder Q-dt hervor. Da nun v und — dx, —dy, — dr ſich geradezu aufs 
heben und vernichten (ohne Hilfe der Släche L oder der Bahn 1), fo brin⸗ 
gen die 6 Kräfte 
— Bird, —y-dt, —Br-di, Xodi, Yode und Zedt, 

ober die 3 Kräfte (X— x).dt, (Y—3y)-dt und (Z—8%2).dt genau 
und weiter nights als biefen Drud R-dt, oder Q-dt, als ihre mittlere 
Kraft, hervor. Dies ſtimmt aber genau mit der Debuktion in (I. — IV.) 


überein. 
[24*] 
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9. 38. 


Ein aligemeines Integral ver vorfichenden Gleichungen der Bene 
und Analogien mit der geradlinigen Bewegung 


J. Multiplisirt man in den Gleichungen (Gr, Os oder O 
die erfiere mit dx, die zweite mit dy, bie dritte mit dz, um 
abbirt man alle 3 Nefultate, fo erhält man in allen 3 Fila 
ein und daſſelbe Nefultat (wegen $. 37. I. 3. und IV. 4) 
nämlich 

1) 8x’ +Iy-d’y4dz-0’2 = X-dırY-dy+ "dr 
ober nach ($. 36. II. 4.) 

2) 85-8? oder v-Ov=X- ‚Sc+Y-dy+Z- .dz*). _ 
Nimmt man bier links und rechts bie Integrale nach t, ſo a 
bält man, weil fr = 0, v — v wird nad) ($. 35.) 


3) vr=2f., (K-dx-+-Y-dy +22). dt. 


Da v? — 324 dy2-4+82° iſt, ſo iſt diefe Gleichung (3.) d 
eines der Integrale der Gleichungen (Our Os oder CO) ap 
fehen, fo oft X-dx-+-Y-dy-+Z-dz integrabel ift, d. h. fo 
man das Integral zur Nechten in (3,) finden Kann, ohne Wi 
die durch x, y, 2 vorgeftellten und gefuchten Funktionen um 
die mit ihren Differenzial » Koeffizienten zugleich in X, J, ZW 
kommen fönnen, befannt zu feyn brauchen **). (Mergl. It 
fältig Analyf. $$. 43. 44. und Anmerf. 2. zu $. 53.) 


*) Der Anfänger wird begreifen, daß alles darauf ankommt, die OF 
jungen der Bewegung (O1, Os und ©;) iu integriten. Nun haben m 
aber in dem einfachern dalle der geradlinigen Bewegung bie anal ei 
chung Ps = 9 mit ds multiplijirt, um 

ös-8°8 = ps, 
oder” vöv = 9:88 
zu erhalten, damit diefe Gleichung integrirt werden könne und 
” = c+2f(p-ds).dt, 

oder :#=c+r2/g-.ds- 
gebe. — Dem analog mußte man daher auch bier zu verfahren fd 

”*) Auch das’ Integral v? = e-H2flp-ds)-dt in der vorkehae 
Note für die geradlinige Bewegung ift nur dann als folches re 
wenn p bloß s.enthält, weil auch nur dann Sip-de)-dt = Jprds 
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Geſetzt alfo es fey X-Ax-H-Y -dyrhZ «82. nicht bloß 

integrabel, fondern auch 

4) SR: sHrY-Ay+Z- dr) le... 
gefunden, fo gebt die Gleihung (3.) bei: dieſer, Baransı 
feßung und bei der Begeichnung bes ($. 35.), die wir in Dies 
fem ganzen Kapitel als eine ſtehende gebrauchen, über in 

(Dr vꝛꝰ - vꝰ = 2fena— > . 
welches Reſultat für ae 3 Säle ber Kummlinigen Bet | 


gung gilt. | 
II. Bei der geradlinigen Bewegung bes ($. 33.) iſt Av—dts 


- gleich der (in der Richtung der Bewegung) ‚wirkenden Kraft. 


Schen wir zu, 6b analoges: für die krummlinige Bewegung gilt. 
Projisiren noir zu dem Ende die wirkenden Kräfte:X, Y,. Z 
auf die Tangente, fo ift bie Summe T biefer Projeftionen ale 
nal fo (vergl. 9.16.) .% 
T= X.c0s0+Y- 0080-43-00, 
ober, nach ($. 36. I. 2.) 


re 


r, * “. 
* Di 


2 X-öx-HV-Oy+HZ-dn . 
‚ds| FT Mn Ye ös 
Dividirt man "aber die Gleichung (L 2.), bie für alle 3 Arten 
der Frummlinigen Bewegung gilt, durch v oder ds, fo erhält 
man ſogleich, mittelft der vorſtehenden Gleichung: 

‚eb Or ddr 898 T, 

Anmerk. 1. Die beiden Gleichungen der geradlinigen Ve⸗ 
wegung ($. 33. naͤmlich 

ös=v und dy — des — 7T 

gelten alſo auch noch fuͤr jede Gattung der krummlinigen Be⸗ 
wegung, wenn man nur in letzterem Falle unter T dt die 
Summe aller zu Ende der Zeit t wirkenden, aber auf die Rich- 
tung der Bahn (d. h. auf die Nichtung der Tangente an dem 
End; Punkte der Bahn) projisirten Kräfte verficht *). 





den werden Tann, ohne baß die unter v und s m verſte henden Snnktisnen 
ven t ſchon bekannt zu ſeyn brauchen. 

*) Jede su Ende der Zeit t wirkende Kraft «dt, deren Richtung mit 
der Tangente den Winkel ⸗ macht, laͤßt ſich in zwei Kräfte zerlegen, von de⸗ 


Anmerk. 2. Die Gleichung (2), nämlich 
| 9 —T | 
fann 'man befonderd bann mit Ruben gebrauchen, wenn br 
Dan vorgeſchtieben iſt. Aus den dann gegebenen. Gleichungen 
L,.= = (0 und Lu. = —0 


kann man nämlich z und y als Funktionen von x finden, all 
auch dz und Ay in x und dx ausgedruͤckt. Dann hat ma 
alfo ds = Vör+3y7 +82 in x und dx ausgebrüdt, u 
findet daraus durch Integration s in x, alfo auch x in s an 
gedrückt. Alfo kann man nun x und y und z in s ausbrüce 
fo. wie noch dx, ve 67, in 3 und ” — Alfo kann man mM 


auch T,d h. en ä 42. bloß in s und ds an 


bruͤcken, —89 daß x * wie und Z, bloß Sunftionn 
von x, y, z allein find, oder höchftend noch dx, Ay oder 
enthalten. Hat man aber T bloß in s und ds ausgebrüdt I 
ift die Sleichung (2[) oder ds —=T eine Differenzial- Gleich 
der zweiten Ordnung bloß zwiſchen s, ds und dꝛs, ohne dm 
andern DBeränberlichen zu enthalten (außer t, welches in fo fm 
vorfommt, als ds und 8*s Differenzial Koeffizienten von s nad 
t find). Laͤßt fi ch zulegt dieſe Gleichung vollſtaͤndig integrirn 
fo daß zwei willkuͤhrliche Konſtanten eingehen, die aus den fi 
t==0 befannten Werthen. von s und ds beſtimmt werben füb 
nen, fo hat man s, alfo auch x, y, z, und aud) ds oder v, i 
t ausgedrückt. 

Bei den Pendel- Bewegungen im ($. 51) bedienen wir md 
'einigemale, zur Abwechfelung, diefer Gleichung 8 —T fit 
ber Gleichungen (Os) auf die eben befchriebene Weife. 

Anmerk. 3. I. Unter den Beifpielen, wo 
X.ör-HY-dy+Z-&u 


nen die eine w+sind-dt fenfrecht auf die Bahn, die andere aber —8* * 
in der Richtung der Bahn wirkt. Nur letztere macht einen Theil von W 
gem T aus, während erfiere in ber Steihuns 24) durchaus micht in © 
trachtung kommt 
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integeabel if, und das allgemeine Integral (O des $. 38.)-- 
nämlich - 
Re = iu rn) 
= 2f,, X-&+Y- -dy+Z-d)- .dt 


ſtatt findet, heben mir namentlich bie sioele hervor, welche in 
ben gewöhnlichen Anwendungen am häufigften eintreten, nämlich 
1) wenn X, Y, Z Eonftant find, oder wenn doc X bloß x 
allein, und Y bloß y allein, fo wie Z ‚bloß z allein ent- 
halt *); ober 
2) wenn der Atom fletig nach einem ſeſten Punkt (A,B, C) 
hingetrieben wird, durch eine Kraft welche von der jedes⸗ 
maligen Entfernung 
r= VEAS+FG-BIFG-O 
eine beliebige Funktion F. if. Denn “ ift in biefem 
legtern Falle ' Ä 
. \ — 


* x = F,-cosa = FT, 
I 


Y=Fos— 7. 
—* 
r 

alſo ae ' Er Er: Br 

X» —— I = F 
F- (x—A)- ara dy-+r(z— C) 57 _ — 

und. | | , 

I -dx4+-Y- ‚Ay-+Z- :d%).dt=/f(F, .dr)- . dt JE, ar; 





„"LU=F-cay=|fF- 


2 


5. Dies iR DB. der Fall, wenn bloß die als tonfant und ER 
(der = g) gedachte Schwere auf den Atom, und zwar allemal parallel 
mit der ‚Are der x wirkt. — Denn dann if 
%=0, Y=0 Z=g j 
alſo I 

' Ax. &+Y- .374-2:8). di = = Lu von mund 
ud des Jategtal (O)-wird-danp Ä Ba We EEr 
release 
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d. 5. dieſes integral ober fa, iſt zu finden, ohne de 
man bie duch x, y, z vorgeftellten Sunftionen von t 
su kennen braucht. 

3) Wenn der Atom fletig nach mehreren folchen feſten Paz, 
ten (A, B, C), (Al, B', Ch, (AN, Bi, Ch), ... mit Ku 

‚ten getrieben wird, welche bezuͤglich F., F’, FU, CH 
find, während r’, r’', ıc. für die übrigen feften Punkte dei 
find, was r in Bezug auf (A, B, C) ‚bedeutet, wo abe 
F, F', Fu ⁊c. ıc. ganz beliebige (und auch von einande 
verfchiedene) Funktionen vorftellen, bie bezüglich bloß ı 
r/, ril, 2. ıc. enthalten. — Denn es wird dann offene 

X-dx-+-Y-dy-+2-d2 = F,-ör+-F' öri+-E", -örtlee, 
fo daß das integral (nad) t) hiervon 

= /F,-dr--[F', dr /FV, dr!» ++ 

werden muß *). 

IL Dagegen fann man ſich überzeugt balten, daß 

X-öx-+-Y-dy-+2:% 
nicht integrabel ift, daß alfo dann das Integral (O. $. 38. 1) 
naͤmlich 
vv’? ⸗ 2f Rd Y-dy-rZ-d2).dt 


als folhes nicht eriflire, fo oft unter den wirkenden Kiß 
ten folche vorkommen, welche als (explizite) Funktionen der Ge 
ſchwindigkeit v (wie z. B. Widerſtand der Luft) ober als (x* 
plizite) Funktionen der Zeit t gegeben oder vorausgeſetzt ne 
den; — alfo namentlich auch nicht mehr unter den Vorausſetun | 
gen der (I. 3.), fobald die anziehenden Punkte nicht feſt ſud 
fondern fich felbft wieder beivegen, weil dann A, B, C, Al, ck 
ſelche Funktionen der Zeit ſeyn wurden, alſo dann nicht 





*) Dies wäre zB. der zen, wenn bie‘ enennns eines plan 
beſtimmt werben follte, welcher von der Senne und von ben übrigen w 
neten zugleich durch Kräfte angesogen wird, van deuen jebe eine —* 


Funktion der gegenſeitigen Entfernung iſt, während: die! Gonne un 


übrigen Planeten als feſtſtehend angefehen werden. 
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X:-d+Y: "Oyh2- 2.25 27 8 
werden Ffünnte. 
IN. Die Gleichung 


Bi DER gan 2f,,@- Ber Vor Zed. de’ 


Bleibt aber in allen Sällen eine richtige Gleichung; nur. fl 


fie fein Integral der Gleichungen ber Bewegung, wenn ſich 


nicht die Integration zur Mechten voirklich ausführen laͤßt, ohne 
daß x, y, z, alfo auch v und s, in t bereits bekaunt find: — 
Differengürt man dieſe Gleichungr um die angezeigte „Integration 
Jr Rechten wieder weggufchaffen, ſo erhaͤlt man in jeden‘ Tate 


Immer wieder eine richtige Diffrenzial- Glechung ber zweiten 


Ordnung, naͤmlich die Gleichung 

vor oder KÖN —E Br 
welche mit den Gleichungen ber Dewegung ( ©. ober —8 oder 
—2* zugieich ſtatt findet. 


. 3. 


Semeinſqhaftliche Eigenſchaften aller drei Arten von feummtiniger 
Bewegung. 


Da das Iategral (@- $.,38. L)r nämlich 

OH vꝛ - vꝛ * — K-d5+Y-dy+Zd2).de 
= Uefa): \ 

im Zaͤlle ſolches exiſtirt, allen 8 Arten Erummiger Des 
weguug gemein iſt, fo fpricht es auch diejenigen GEigenſchaften 
aus, welche allen 8 Arten: krummliniger Bewegung gemeinſchaft⸗ 
lich ſind. Die wichtigſten bieſer Eigenſchaften ſind aber fol⸗ 
gende: 


. 


I. Die Geſchwindigkeit v ber Bewegung hanzt bloß von den 


Koordinaten⸗Werthen des Anfangs⸗ und des End⸗ Punktes fo 
wie von ber Aufangs⸗Geſchwindigkeit v ab, und bleibe. immer 
dieſelbe welche Bahn der Atom zwiſchen biefem Aofangs puntte 
umd- End⸗Punkte beſchrieben haben mag *). 

— ——— 


*) Man denke ſich die Koordinaten⸗Ebene ber -(x; y) horientui und 
zwel -andere- Sarizontal» Ebenen E und E durch Die Koerdinaten⸗Werthe 
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II. Iſt gar feine ſtetig wirkende Kraft vorhanden, fo iß 
-Y=2=0, 


z und ; gegeben. Wirkt nun die konſtant und immer auf biefe Herne 
talsEbenen fenkrecht gedachte Schwere g (d. b. g-dt) allein auf den Atom, 
fo bat man: : 

X 0, Y=0 Zug, 

, alſo 

yex. -&x+Y: «dy—+Z: «-dz)- “de: = hy = g-z, 

und bie Sleichung (CYy wird dasmall 

‚v9? PR ER Ä 

we v bie Geſchwindigkeit des Atoms ik. wenn er ſich su Ende der Zatı 

in der Ebene E befindet, mährend v die Anfangs Gefchwindigkeit bedeute, 

alfe die Geſchwindigkeit su der Seit, wo er fich in der Ebene E befinde. 
Nun Tann aber der Atom vermöge der Schwere von der Serizentel; 

Ebene. Enzu der andern E auf felgenden perfchiebenen Wegen gelangen: 

. I) Wenn die Anfangs⸗Geſchwindigkeit v vertikal if, und ber Atım w 
tikal frei fällt oder ſteigt, je nachdem E niebriger vder höhe 
liegt als €. 

2) Wenn die Anfangs sGefchwindigkeit v eine beliebige Richtung It, 
der Atom daher von E nach Eu im einer krummlinigen freien Bahe 
fällt oder ſteigt. 

3) Wenn smifden Beiden’ Horkontals Ebenen E und E eine beliche 
fchiefe Ebene liegt, und bie Anfahgss Geſchwindigkeit in dieſer fie 
fen Ebene wiederum «ine gam belirbige iſt, in beliebiger Richten 
fo daß der Atom auf dieſer ſchiefen Ebene bald geradlinig, bald anf 
in verfchiedenen kruumen Einien (vermöge der Schwere g g-dt) M 

beœwegt. 

4) Wenn zwifchen beiden Hotizontal -Ebenen € und E eine beihig 
krumme Flache liegt, und dabei die Anfangs-Geſchwindigkeit » jr 
beliebige Richtang in biefer Flüche bat, fo daß ber ſchwere Aten i 

dieſer krummen Fläche in ſehr verſchiedenen Bahnen vom €- nah] 

fällt oder feigt. (In diefem Selle kaun der Atom in die Horizoni⸗ 

Ebene E zweimal (wohl auch mehrere mal) Fommen, einmal bein 

Gallen, das andere mal beim wieder Emporſteigen, oder das erfiemel 

‚beim Steigen, das andere mal. beiem wieder Herunterfallen, vorau⸗ 

geſetzt, daß er immer wirklich. in-der krummen Slädje. bleibt). 

's Wenn solchen beiden Horizontal⸗Ebenen E und E eine beliebit eis 

"fach ober doppelt gekruͤmmte Bahn liegt (etwa eine‘ Röhre), ia mb 
der der Atom zu Bleiben gerwunten if, während feine Aufangi⸗Oe 
fchwindigkeit v natürlich in der Anfangs, Richtung biefer Beha # 
dacht if. Auch bier ann der ſchwere Atom wei und inehrere ma 

‚in dieſolhe Ebeye-E lemmen. ern hi ten. 3 

‚, Welcher bier Gülle :aber. auch fiat finben menu, Mılk. boch Die be 
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wlfo fr, == Konftante, folglich iſt dann v —= u? oder vr; 


d. h. die Geſchwindigkeit iſt dann afenthalben diefskbe, alſo big 


ſchwindigkeit v des Atoms, fo oft er in der Ebene E anlangt (fey’s bei'm 
Steigen oder bei'm allen, oder wieder: bei'm Steigen, u. f. 12. f.) -allemat 
gegeben durch die Gleichung . 

v1 = 2-(s—)),, ober. va VP-H2g-(.—}), | 
alfo auch allemal ein und diefelbe, fo lange v, z und 4 diefelben Wertie 
haben, d. h. fo. lange 'die Anfangs Gefchwindigkeit v diefelbe ift und die 
Ebenen E und E diefelben bleiben. 

Sind al z. B. Gis. 36.) CE’ und EE’ zwei ſolche Horizontal⸗Ebe⸗ 
nen und it EEGE’E’ eine ganz beliebige fete, einfach oder doppelt gefrünmte 
Bahn, welche dem auf ihr vermöge der Eonflanten Schwere g-dt fi bes 
wegenden Atom: genügenden Widerfiand leiſtet; fett man voraus, daß Feine 


weitere Kraft wirkt (alfo namentlich nicht Reibung, nicht Widerſtand der 


Zuft, oder dgl.); und iſt endlih OPQ vertifel, und OP=i, 0Q =, 
alfo PO = z— 1; fo hat, wenn der Atom mit der Anfangs » Befchwins 
bigfeit v bie Bahn EEGE’ bie E’ durchläuft, felbiger in E dieſelbe Ge⸗ 


ſchwindigkeit (in der Richtung der Bhhn nach oben), die er. mach unten). 


haben würde, wenn er die Höhe PO frei durchfallen, aber in P dielelbe 


Anfangs» Geſchwindigkeit v (vertifal nach unten) ‚vorhanden gewefen wäre, 


Und da dies gilt, es mag z beliebig groß. cder klein ſeyn, fo folgt noch für 
2 , d. h. wenn EE’ mit EE⸗ zuſammenfällt, daß der Atom in €’ dies 
felbe Geſchwindigkeit v wieder hat, welche er in E hatte. Sa, it PU=h 
die zur Geſchwindigkeit v gehörige Salls Höhe, und if HMH’. eine, durch 
M gelegte Horizontal⸗Cbene, fa if die Geſchwindigkeit ‚dei, Atonis in U' 
(nah oben) = 0, weil für OM =, 2-j=—h wird, die ‚Sormel 
v- — E «(z—3) jetzt ale v= Ve — 2gh = 0 liefert, in, ſo ferne 
nad) ($. 33. Anmerk.) u? = 2gh if; — Hätte man: den Atom ohne alle 
Anfangs + Gefhwindigfeit in H hingelegt, fo wäre er in der Bahn .bis € 
herunter gefallen, und hätte in E die vorausgeſetzte Geſchwindigkeit v er⸗ 
balten, weil die .Bermel v=Y-+2g(2-—1) .jeßt, wo v = 0,.2 = OP, 
dagegen z⸗ OM, alfo 3 = h iſt, v=V2gh, d. h. vord liefert. — 
Iſt der Atom in H’ in Ruhe, fo macht er ſogleich dieſelbe Bewegung nach 
denfelben Geſetzen rückwärts und erhebt fich wieder bis H, mo feine Ges 
fchwindigfeit wiederum Nun if, während er durchwes in gleichen Höhen 
gleiche Geſchwindigkeit hat, die Bewegung mag nach unten oder nach oben 
gerichtet ſeyn. — Eine foldye Vorrichtung wird aber ein Pendel genannt 
und jede? einzelne diefer ohne Ende fortbauernden Bewegungen von U nuch 
H, oder von H’ wieder nach H, heißt eine Schwingung: (Oſeillation) 
— Diefe einzelnen Schwingungen gefchehen auch in gleichen Seiten, d. h. 
die von H nach HF dauert fo lange, als die von H‘ nach H: (d. h. biefe 
Schwingungen find ifochvon); denn es wirb ein und baffelbe umendlich- 


— 


388 Mechanik. o. Ktomd. Kay. V. $ 39.11 


Bewegung allemal konſtant, fit mag frei feyn ober im einer du 
gebenen Stäche, ober in einer völlig beſtimmt segebenen Bahn 
ftart finden. 


IL Iſt X-dx-+-Y-dy-+Z+dz integrabel, und dag Inte“ 


gral fxy. gefunden, fo giebt die Gleichung 

fx, = = C, . j 
wo C eine beliebige aber beftimmte Konſtante ift, Biefenige Fläche, 
in welcher der Atom mit derſelben Geſchwindigkeit 

v= V— 

anfonmt, er mag frei ankommen, oder auf einer (dem gehörign 
MWibderftand leiſtenden) gegebenen Fläche, ober auf einer gegebma 
(den gehörigen Widerſtand leiftenden) Kurve, wenn er nur von 
demſelben Punkte (x, 9, 5) ausgeht, mit derſelben Anfangs:&s 
ſchwindigkeit v, der Größe nach (melche jebocd der Nichtun 
nach beliebig abgeändert werden Fann), und wenn nur jebesud 
die ſtetig wirlenden Kräfte X, Y, 2. biefelben bleiben *). 


Feine Eleinent der Bahn.‘ anfwärti oder abwärts jedesmal mit derſe⸗ 
ben Geſchwindigkeit durchlaufen, alſo gebraucht der Atom auch dieſelbe Zei 
dan, feine Bewegung mag nach oben oder nach unten gerichtet ſeyn 
Bom Pendel’fche man insbefondere ($. 51.). — Wir bemerken hie 
nur noch einmal ausdrücklich, daß das Vorſtehende nur dann gilt, men 
die Schwere g-dt allein wirkt, nicht aber wenn etwa noch Reibung sie 
Widerſtand der Luft in Betrachtung beionun werden ſollte, weil im Ir 
um Falle die. Gleichung 
.  SX-&+-Y: — dt ⸗28 *2 
nicht mehr Ratt finden würde, ja die Formel X-dx-+-Y-dy-+-Z-A WM 
nicht mehr integrabel wäre, alfo das: Integral (O) nicht mehr exiſtirte 
*) In dem in der Note im «L) betrachteten Beiſpiele iſt f=p1 
geweſen; alſo iñ 
686220 ober — 


die Gleichung, der Ebene (bie base! mit der Horizontal⸗Ebene Z01 
parallel läuft, und von ihr um r abfteht), in melcher alle Atome die m 
demſelben ‚Punkte (x, 9, 1) ausgehen, mit derfelben Anfangs» Gefchwindir 


deit v, jedoch in beliebiger Richtung, und dabei frei, oder auf beliebig # 


gebenen (feſten) Flächen, ober (feſten) Bahnen fich bewegen, mit einer um 
berfelben Geſchwindigkeit = Yr--AC—gi) anlangen. 
Dieſe Betrachtung lehrt, baß.bie Horizontal: Sbenen bie einzigen Gb 
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IV. Da nad) (I) in ofen den Fällen, we - 
1) SA -d&x--Y-dy-+Z-d2).dt = fay. 
ift, die Sefchtwindigfeit v durch die Gleichung 
2) v = 1’-r2 (le, —fn,) 
gegeben, und deshalb genau biefelbe ift, welche Bahn der Atom 
zwifchen ben beiden Punkten (x, 9, $) und (x, y, z) nur immer 
durchlaufen haben möchte; fo fann man ſich die Stage ftellen, 
wie fich die von dem Atom in der Wirklichkeit zwiſchen den ge 
gebenen (Anfangs: und End⸗) Punkten (x, y, ) und (et, y, 3% 
durchlaufene Bahn, zu den nächften Nachbar« Bahnen verhält, 
Die er im Zalle der freien Bewegung, ober der Bewegung auf einer 
gegebenen Fläche L noch Hätte durchlaufen können, um zu der 
felben Zeit in ‚demfelben End: Punkt (x, y', 3’) mit derſelben 
Geſchwindigkeit u! = Vo-+2 (hen. — fen) anzukommen. — 


Durch eine mehr metaphufifche als mathematifche Betrachtung 


ift man dahin. gelangt, .einzufehen, daß /v-ds, alfo auch Sös?-dt 
oder /v?-dt, jedesmal zwiſchen den Grenzen ae ' die dem 
Anfangs Punft (x, y, 3) und dem End» Punkt (x y', 3) an⸗ 


gehören, bei der wirklich durchlaufenen Bahn —5 klei⸗ 


ner iſt, als bei jeder andern naͤchſten Nachbar⸗Bahn, welche der 
Atom zwiſchen dieſen beiden End⸗Punkten noch hätte befchreis 
ben Fönnen, aber nicht wirklich befchreibt. „ Diefen Sat wollen 
wir hier aus der Vorausfegung (1.) mathematifch bemeifen. 

Es feyen x, y und z biejenigen Funktionen von t, welche 


die Koordinaten der Bahn zu Ende jeder Zeit t vorfielen. Das ' 


gegen ſeyen 


3 
m ober eignen 


Ya oder ytr% a ran 


Ss 


und 
Zu oder ER 


‘ 


hen find, in denen bei der in ber Note zu (I.) betrachteten Bewegung der 
Atom mit einer und derfelben Geſchwindigkeit ankommt. 


⁊ 
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bie zu demſelben t gehörigen Koorbingten ber naͤchſten Nachba 
Kurven, welche ber Atom noch hätte befchreiben koͤnnen; tm 
bald x unendlich-Elein gedacht werden fol, mährend öx, dy, di, 
Hx, 20. 2c. ganz beliebig gedacht find, nur fo, daß fie für ie 
Anfangs: und End: Werthe der Zeit der Null gleich werde | 
weil in biefen Grenz; Punkten bie Bahr, und dieſe naͤchſten 
Nachbar: Kurven zufammenlaufen follen; ferner noch fo, dal 
wenn ber Atom gezwungen fepn follte, in einer gegebenen Flaͤch 


Lass == 0 zu bleiben, auch biefe nächften Nachbar Kurven in 


berfelben Flaͤche L liegen, alfo auch noch Lounge, = —=(, 
d. h. L, oder L-+x- HF 0, 


2! 
folglich auch OL, d, b. 
3) OLx-öx-HöL,-öy+dL,-d2 = 0 


Denkt: man fid) nun biefe Werthe x, y,, z, flat x, 7: 
ſubſtituirt, fo gehen dx, dy, x, de, v in (dx),, (Ay), (i), 
(88), , v, über, und dieſe Funktionen von x laſſen fich in Rd 
hen verwandeln nach Potenzen von x, deren Koeffizienten ba 
lich durch 00x, day, 081, 0058, Öv ꝛc. 26, begeichnet werben, ge 


nanu nach dem obigen: für Lu Ir Zu, L, gegebenen Muſter. 


- Die Sleichung (2.) giebt dann nach der Variations⸗Rech 
nung (Analyf. $. 54.— 56.), d. 5. nad) dem Maclautin 


ſchen Lehrſatze (Analyf. $. 19.) 


v2) = Br-dv = 28 Öx-Höf,-öy-+öhe- dr), 


oder, weil wegen (1.) 3. —=X, df, = Y, 5, = 2 if, 


4) vedv = X-äc-H-Y-dy-+Zeön 
Weil aber aus den Gleichungen (O, und O, des $. 37.) 
wenn man die jededmaligen 3 Gleichungen bezüglich mit öx, dy 
und dz multiplizirt, und bie Reſultate addirt, 
5) X-öx-+-Y-öy-+2» .J—=d%: .x--ö’y: dy-rö’r- «öl 
hervorgeht *), fo geht die (4.) über in 


*) In dem Falle der (O.) erhält man rechts auch noch 
— Re (cosi» dx-H-cosurdy-Feosv- dr).- 
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6) ° vedr = Ar öiAy-dy-rdtz- Ör. 
Diefe :andere. Gleichung 
y? — —X öy? -+9z°, 
wenn man in ihr biefelben Werthe der nächften Nachbar: Kur: 
ven feßt, giebt ' 
öv?) = 2v-öv = 2. Gs. Sdx-Höy- dy-t-Bz- . 882), 
oder 

7) vöv— &- Böx)+öy-Blöy)-rdz- -d(d2), 
in fo ferne bie durch ddx, ddy, 5dz bezeichneten Koeffizienten 
der für (dx),, (Oy),, (dz), eriftirenden Reihen in ber That 
nichts anders find als &öx), Kdy) und (dz), fobald man 
dieſe Reihen wirklich herſtellt. | 

Addirt man nun bie Gleichungen (6. u. 7.) zu ainander, ſo 
erhält man, weil nach (Analyſ. $. 9.) 
O°’x « öx--dx-döx == d(dx« dx) 
u. ſ. w. if, 

8) 2v+ödv ober Kr) = OOx Oxhöye oy+Br- zZ), 
d. h. 

9) Sr). dt * [dx · öx-+dy-dy-+-d2-82)],.,: 
too t/ die Zeit für den Endpunkt (x, y!, 30) vorſtellt, und wo 
rechts in dx-öx-H-Oy-dy-+dz-öz zuerft ti, dann O ſtatt t gu 
feßen, das legtere aber vom erftern zu fubtrahiren iſt. Weil 
aber, nach der Vorausſetzung, für dieſe beiden Grenz: Werthe 
von t, die Werthe. von öx, 9y; öz allemal Null werben, fo fin; 
bet ſich alfo 

10) Se.) .dt oder IS... v.dt 0. J 
Aber eben deshalb iſt nach (Analyſ. 56.) 

M.dt ein Maximum oder Minimum. 





— — 





öl, L, ab di 
Weil aber — cos = ur, fo wird dieſer 
Theil | 
=-% R (&L.. «dx-HöL,-dy-+öL,- TB 


und diefer ift in berfeben Falle nach (3.) allemal der Null gleich. 











! 


— 
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Bei der freien Bewegung findet uͤbrigens offenbar das Mi⸗ 
nimum allein ſtatt, da die Nachbar⸗Kurven unbeſchraͤnkt ſind, 
alſo auch fo gewählt werden koͤnnen, daß für fie /v+ds groͤ⸗ 
fear wird. 

Diefer Sa, daß S. 12 v2.dt, ober S. 1, 08°. dt, ober 


S,.,v ds (wenn s! den zu t==t! gehörigen Werth von s vor: 


ſtellt) allemal ein Maximum oder Minimum ift, ift ein fpegieller 
Fall eines allgemeinen Geſetzes, welches dag Gefeß der Fleinften 
MWirfung genannt wird (principe de la moindre action). 

V.  X=Y=2=0, d. h. wirfen gar keine ſtetig 
wirkenden Kräfte, fo iſt nach (II.) v konſtant; alfo ift dann 
Sm, Sr 8= vs (auch noch 3! = v-t); 
alfo find dann v?-t!, folglich auch ti, und vs, folglich auch 
s', ſelbſt Maxima oder Minima, d. 5. die Bahn, bie der 
Atom frei oder in einer gegebenen Släche L= 0 befchreibt, iſt 
dann fo, daß fie unter allen, zwiſchen benfelben End» Punkten 
liegenden nächften Nachbar: Kurven die laͤngſte ober bie Eurzefe 
ift, und auch in der Fürzeften Zeit befchrieben wird. ' 

Giebt man 4. B. in einer Hohl Kugel dem Atom an irgend einer 
Stelle A in irgend einer Nichtung eine Gefchmindigkeit v, und läßt man 
weiter gar Feine Kraft wirkten (alfo namentlich auch nicht die Schwere), 
fo wird der Atom bis zu einem zweiten gegebenen Punkt B bin allemal 
den größten Kreis der Kugel befchreiben, weil folcyer unter allen Wegen 
von A bis B auf der Kugel der größefle oder ber kleinſte if, und zwar 
der größefte, wenn er den Bogen AB befchrieben hat, welcher größer & 
der Halbkreis if, und der Fleinfte, wenn er den Ergänzungs Bogen 


durchlaufen hat. Das eine ober das andere hängt aber von der Richtung 
der Anfangs Sefchwindigkeit ab. 


\ 


Zwei⸗ 
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Zweiter Abſchnitt. 


Freie krummlinige Bewegung in's Beſondere. 


% 40. 
Erſte Integrale für die freie krummlinige Bewegung im Raume. 


Bei der freien Bewegung hat man zunaͤchſt die 3 Gleichun⸗ 

gen ($..37. O1), nämlich 

1) K=X, ıı=Y und Oz = Z, 

wo X, Y, Z Sunftionen von x, y, z, dx, dy und dz ſeyn moͤ⸗ 
gen. Gelingt es nun, dieſe Gleichungen nach (Analyſ. $. 53.) 
allgemein zu integriren, ſo erhaͤlt man 3 Ur⸗Gleichungen zwi⸗ 
ſchen x, y, z und.t, in welche nach und nach 6 willkuͤhrliche 
Konſtanten eingehen, die eben fo nad) und nach, oder zuletzt auf 
einmal, aus den Anfangs-Werthen von x, y, z, dx, dy, dz 
(für t= 0) ihre Beſtimmung finden können (indem man naͤm⸗ 
lich zu den 3 Ur-Gleichungen noch 3 Differenzial- Gleichungen 
der erften Ordnung nimmt, und in allen 6 Gleichungen nad) 
und nach ober auf einmal t=0, alfo die befannten Anfangs: 
Werthe von x, y, 2, dx, dy, dz ftatt letzterer ſetzt, wodurch 
man 6 Gleichungen erhält bloß zwiſchen den 6 Konftanten, fo 
daß diefe Konftanten daraus gefunden werden fönnen). 

Aus den 3 Ur-GSleichungen Ffann t eliminirt werden, und 
dann hat man 2 Gleichungen zwifchen x, BZ z; dieſe find bie 
Gleichungen der Bahn. 

Aus x, y, z, wenn fie in t ausgedruͤckt find, findet man 
leicht die Seiten: Geſchwindigieiten dx, dy und dz, und daraus 
dann wieder 


vo Var +öy? +82, 
d. h. die Geſchwindigkeit v in der Richtung der Bahn, immer 
fo wie fie zu Ende der Zeit t feyn wird. 
Iſt aber X-dx-+-Y-dy-+-Z-dz integrabel, und ift das 
I. [25] 
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Integral davon — fiy,., fo hat man bereits das erſte Integral 
(O des $. 38. I.), nämlich) 

(O) vꝛ - vꝛ 2 in), 
welches die Geſchwindigkeit v augenbliclich- giebt, wenn man 
nur bie Anfangs: Gefchwindigfeit v und Die Koordinaten : Werthe 
des Anfangs: und End: Punftes hat. 

Andere Integrale der Gleichungen (1.) fucht man fich auf 
folgende Art zu verfchaffen. Man multiplizirt nämlich die zweite 
der Gleichungen (1.) mit x, die erftere derfelben mit y und ſub⸗ 
trabirt die Nefultate von einander. Dies giebt die erſtere der 
3 Gleichungen 
y-ö%rx— xy = X-y—Y.x 
x: 977 — 29x — Z:ı—Xoz 
z-®y—y-ö%z = Y-zr—Zey 
während bie beiden andern auf analogem Wege gefunden wer⸗ 
den. Nimmt man nun von biefen 3 Gleichungen links und 
rechts bie Sintegrale nach t, fo erhält man 
y-dA—xıIy = J&-J—-Y2)- edt 
x-d92—2z:dx = S[(Z:x—X:2).dt 
z-dy—y-dz = [(Y-z—Z»y).dt 

Diefe Integrale find aber für unfern Zweck nur dann brauch⸗ 
bar, wenn bie Ausdrücke zur. Rechten integrabel find, d. h. ſich 
finden laffen, ohne daß diejenigen Funktionen von t befannt zu 


2) 








(O-+- *). 








*) Eliminirt man aus den beiden erftern der Gleichungen (2.) den 
Ausdrud 8°x, fo erhält man bie dritte. Alſo find die 3 Gleichungen (2.) 
eigentlich nur 2 verfchiedene Gleichungen; deshalb find aber auch die In⸗ 
tegrale (C) nur als 2 Integrale anzufehen, fo daß je 2 derfelben genom- 
men werden können, während die beiden willführlichen Konſtanten, welche 
rechts eingehen, aus 2 Bedingungen der Aufgabe ihre Beſtimmung erhal 
ten. Nimmt man immer 2 andere diefer Integrale (C), nennt man das 
bei die rechts eingehenden Konflanten c, c’, c”, und -befimmt man fie 
paarweife, fo erfcheinen c, c/, c’’ als Zunktionen der beiden Elemente, aus 
denen fie beftimmt werben, und es muß daher smifchen c, c’, e’’ eine Blei 
chung der Abhängigkeit erifiiren, wenn alle 3 Integrale (C) derfelben Ber 
— angehören, alſo in dieſer Beziehung ſich nirgends widerſprechen 
ollen 


ee En DEE en sr 
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ſeyn Branchen, welche durch x, y, 2 vorgeſtellt find. (eg. Ana 


Infis $$. 43. 44.). 
Findet das Integral (O des $. 38. 1) zugleich mit pen 
biefigen Integralen (CT). ftatt, ſo hat man, da Die 3 letzten nicht 


von einander unabhängig find, zuſammen ſo viel als 3. Diffe 


venzial» Gleichungen ber erſten Ordnung, welche als eben ſo viel 
erſte Integrale der Gieichungen (I.) der Bewegung angeſehen 


werden koͤnnen. Man muß dann verſuchen dieſe 3 Gleichungen 


auf's neue zu integriren / wenn man die ur⸗ Gleichungen haben 

will. Daju iſt es zuweilen gut, neue Veraͤnderliche, 1 B. Po⸗ 

lar⸗Koordinaten ſtatt der rechtwinklichen, einzufuͤhren. 
Findet aber dieſes Integral O dee 6. 38. I.) oder fin⸗ 


den die Integrale CT) nicht ſtatt, ſo muͤßteman Fegleich- bie 


Gleichungen der zweiten Ordnung auf anderen ‚Wegen, nament⸗ 
lich mittelſt des Verfahrens des ($..53. Analyſ.), unb dann im- 
mer noch mie Zuziehung aller übrigen: Hilfsmittel, als z. B. der 
Enfühtung neuer Veadndelichen u. 9— Eu Inngriten Ihe. 


[3 
. . 
j on, 
ER a nF EI 
1} 


Sreie Bewegung in der Ebene. de 
I. Me zu Ende einer jeden Zeit ı ‚auf. den, Atom ſtetig wir⸗ 


kenden Kraͤfte laſſen ſich allemal nach (6. 17.). in eine einzige god 


vereinigen. Iſt num die Richtung biefer Kraft g-dt zu jeder Zeit 
t in einer und bderfelben Ebene, iN-mweldyer fich auch die Rich⸗ 
tung der Anfangs: Gefchmwindigkeit, befindet, ‚[o hat man, wenn 
die Axen ber x und yin brfeiben Ebene . genommen werden, 
nothwendig or ’ 
Zz= 0; Auer 
folglich giebt die dritte Gleichung der Se, a 
Oi moez—(, on 
fogleich, wenn man fie zweimal hinter einander integrirt, 
a2 = =c und z = ct+c, 


wole c und. ec zwei zu beſtimmiende Konſtanten ſi ind 


Weil aber die Seiten⸗-Geſchwindigkeit dz' zu YAnfange, n 190 
[L25* ] 


— 


/ % 
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0 iſt, ebenfalls Null if, der Vorausſehzung zu Gone -fo 
a dies 
.. 6=60, Alf: gie; 
ns weil gu Anfange, wo t=d iſt, auch 20 if, wenfau 
der Vorausſetzung zu Folge, fo hat man noch 
eb, alſo für jedest, z= 0; 


d. = die Bahn iſt dann einfach gekruͤmmt und liege mit allen 
ipren Punkten. in derfelben Ebene der x und y. 

In diefem Falle bleiben alſo nur noch die beiden Sin 
gen der Bewegung 


Idee m—X und... y=Y, ar 


welche jest bie geſammte Theorie biefr freien rungen Be⸗ 
wegung ‚in. fh. füliehen. I han J 

Wirb z. B. ein Atvm geworfen in beliebiger Richtung MD. (Sig. 34), 
welche mit ber vertikalen AY, die wir zur Hrdinaten⸗Axe nehmen, ber 
Beꝛeichnung des ($. 35.) gemäß den Winkel b macht, fo geht der Atom 
aus der Ebene DAY nicht heraus. Nimmt man nun in derfelben Ebene 
DAY noch AX borisontal und zur Abfeiffens Are, fo daB nach der Begeich- 
nung des ($. 35.) W. DAX a if, fo bat mn X = 0 dd Y= —g; 
und die Gleichungen (D,) werden daher dasmal 

) . %x=0 md 2) By. 
Integrirt man die erſtere biefer beiden Gleichungen smeimat hime ethander 
wech &;.10 arhalt man Ze 
, Bel, ze lite, 


wähsen) für tee l,öxe po, dax=0, 0, . 
olſo eo, oe. 
C= drcoia und = —= 0 .n 
werden. th; ſo daß mun 
3) x vetcos a no 


bat. — Die (2.) integrirt, gibt — - . 
ya Ja lei, 
während für t= 0, 5* v. cob=Y-sina und y=0, alfo C’= v-sina 

und C’’= 0 wird, fo daß man 
4) See rnyos ie ꝓd.t. iae 
erhält. 
Die beiden Gleichungen (3. u. 4.) geben nun zu jeder Zeit t bie w 
gehörigen Kporbinotens Werthe x und 'y. Eliminirt man aber aus’ ihnen 
den Buchſtaben 1; # “rn 1) re 





— — — 
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5Y Zu y„- u x 2x tga*). | 
Dies it alfo die Gleichung der Bahn, und dieſe Bahn if nach 6 8. 
Geom.) tine Parabel **). 

I. Sin dem Salle der Bewegung in einer Ebene wird auch 
das Integral (0. 38. J. O) etwas einfacher, naͤmlich ſo: 


(Ol. vn = af, Kö Y-oy)-dt, 


oder | Ä 
= 2 (fxy — fj,,) N) 
wo | 
v”—=dr-+-dy? und SR-dı+-Y «öy) dt — 
iſt. 


Statt der 3 Integrale (0. 40. C.) bekommt man ferner 

jetzt nur das einzige 
(O--- yöı-dy =fA-y- Ind, 
wenn X-y—Yex integrabel iſt. 

Finden alfo diefe jeßigen beiden Sintegrale (C) und C) ſtatt 
(wobei Ox?-+-dy? flatt v? gedacht werden muß), fo bat man 
zwei Differenzial- Gleichungen ber erfien Orbhung- swifchen x, y 
und t, die num noch einmal integrirt werden müffen. 


*) Wäre die AnfangssGefchwindigkeit v unter den Horisont gerich- 
tet gewefen, fo wäre cos == — sina geworden; dann müßte flatt sine, 
tg a überall —sina, —iga, oder, welches in der Rechnung auf dafs 
felbe hinaus läuft, — a flatt a gefegt, d. b. a negativ in Rechnung ges 
bracht werden. 

**) Sp fliest alfo eine Kanonen» Kugel, wenn man weber Widerſtand 
der Luft noch font eine weitere Behinderung (alfo auch nicht Reibung der 
ſich drehenden Kugel mit der Luft) voransfest. 

Die Gleichungen (1. u. 2.) ließen fich dasmal jede für ſich und uns 
abhängig von der andern integriren, weil die (1.) Fein y, die (2.) Fein x 
in fi) aufgenommen hatte. Dasmal find alfo bie Wege der Projektio⸗ 
nen M, und M, von einander ganz unabhängig, und die End» Refultate 
genau diefelben, wie wenn M, bloß horisontal mit der Kraft v-cosa ges - 
fiofen worden wäre, fo daß bie horizontale und konſtante Bewegung 
x=Yetcosa eintrittz Dagegen M, bloß vertikal in bie Höhe geworfen wors 
den wäre mit ber Gefchwindigkeit v+sina, fo daß bie gleichfürmig verzö⸗ 
gerte vertikale Bewegung y = d+t-sinn—ig-t? des Geiſp. 2. ıu 8. 33) 
ſtatt findet. 
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In dem vorſtehenden (Beiſpiel zu 1.) wird dieſes Integral (©) fol⸗ 

gendes, nämlich 
Pr —2gy, oder v= Ye —%-Y} 

diefe Gleichung giebt alfo die Gefchwindigkeit v, wie in ieder Höhe 
y de Bewegung fatt bat. Im gleichen Höhen der parabolifhen Bahn 
findet alfo ein und diefelbe Geſchwindigkeit v ſtatt *). 

Dos Integral (C) finder dagegen bei diefer Bewegung gar nicht 
flatt; denn die Gleichung (C) wird dasmal \ 

y-dx—x.dy =/gx.dt, 

und if zwar eine richtige Gleichung ober fein Integral, weil der Aus⸗ 
druck rechts nicht integrirt werden kann, bevor nicht x in t fchon ausge⸗ 
drückt und gefunden worden if. 


III. Sinden dagegen bei der Bewegung in der Ebene bie 
beiden Integrale (IL O und C) wirflich ftatt, fo führe man 
Polar: Koordinaten r und 6 fo ein, daß (Fig. 35.) während 
SM, =x, MM, =y if, W. X'SM=9*,) und SM=r 
(der Radius: Belktor) wird; und man bat dann 
1) x=—r-cosd und 2) y=r-sind, 


alfo 
3) ı f=t+y”. 
Serner hat man, wenn diefe Gleichungen (1. und 2.) differen⸗ 
ziirt werden, 
4) = — dr-cosd-+r-sind-d0 
und Ä 
5) öy = Ir- sind -+-r-cos0.-d0; 


und fomit Gleichungen genug, um aus den obigen: Integralen 
(U. ©. und €) x, y, dx und dy eliminiren zu fönnen. Das 
durch gehen biefe Gleichungen (C) und CT), da jeßt 

6) v” oder 4-dy? = Ir -+-r?.80° 
wird, über in 


*) Das Allgemeinere über diefe Thatſache ift im ($. 39.) noch eins 
mal nachzulefen. 

*) Man überfehe ja nicht, dab wenn wir bier Winkel in Rechnung 
bringen, mir folche nie in Graden ausdrücken, fondern allemal durch bie 
Känge des, zwifchen ihren Schenteln mit dem Radius 1 befchriebenen Bo⸗ 
gen, in Zahlen ausgerechnet. So bedeutet alfo hier oben 9 den für ben 
Radius 1 ausgerechneten Kreisbogen, welcher zwifchen den Schenkein bes 


Winkels X’/SM befchrieben werden Tann. 
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(A)... Ir-+r2.309 — +2f,, K-ds+YeBy)di, 
(B) «+ | r2.80 = [X y—Y-x).dt, 

to die Integrale zur Rechten natürlich auch in r und 0 und 

in deren Anfangs Werthe, die wir r! und 0’ nennen tollen, 

auggebrückt werden müflen. Diefe 2 Gleichungen (A. und B.) 

laſſen fich aber öfter ohne zu große Schwierigkeit auf's neue 

integriren. 


als Beiſpiel hierzu dient die in den (66. 42. und 43.) folgende Cen⸗ 
tral⸗Bewegung; ferner die ganz ſperielle Central / Veweguns der Planeten 
im ($. 49.). 

IV. Bei der krummlinigen Betvegung in einer Ebene er» 
fcheinen noch einige Begriffe und Solgerungen, bie wir hier gleich 
mittheilen muͤſſen, obgleich diefelben auch bei der nicht freien 
Bewegung ſtatt finden. 

Zerlegt man nämlich die Geſchwindigkeit ds oder v, bie al 
lemal nach der Tangente MT der Bahn gerichtet ift, in zwei 
Seiten: Gefchwindigfeiten, wovon die eine bie Richtung SM (in 
ihrer Werlängerung MS’) bat, die andere aber fenfreht auf SM 
fieht (Sig. 35.), fo finden fich diefe beiden Seiten: Gefchwindig- 
feiten bezüglich 

Or und r+-d6, 
weil der Winkel TMS’, welchen die Tangente MT mit diefer 
Richtung MS! macht, gerade fo ift, daß wenn dr, d9, ds die 
in ber Zeit dt gewonnenen Zuwachſe von r, 0, s find, nach 
($$. 6. 7. Geom.) | 
co tms — E, un nm / I 
ds’ ds 
feyn muß, während nach ($. 21. Analyf.) 
dr = dr-dt, ds = ds · dt und dA = 8 .dt 


Dabei kann man fagen, daß die Richtung der Seiten⸗Ge⸗ 
ſchwindigkeit r-80 mit der Tangente des Kreisbogens an M 
zufammenfällt, welcher aus S aͤls Mittelpunft mt SM=r als 
Radius befchrieben werben fann. Die Richtung dieſer Seiten: 





” 
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Geſchwindigkeit r-89 fällt alſo auch mit dem Element dieſes 
Kreisbogens an M (im Falle man den Kreis ebenfalls als eine 
(ftetig) gebrochene Linie fich denkt) zuſammen. 

- Den Differengials Koeffizienten 86, welcher die auf SM fenf- 
rechte Gefchwindigfeit ausdrückt, die bei biefer Bewegung ein 
Punkt des Radius⸗Vektor SM oder r bat, der von S um 
die Einbeit entfernt if, nennt man die Winkel⸗Ge—⸗ 
fhwindigfeit um S. — Die Winkel: Sefchwinbigfeit mit r 
multipligirt; giebt Die nach dem Element des, mit r befchriebenen 
Kreisbogeng zerlegte wahre Sefchwindigfeit um S. — Die 
legtere dagegen, durch r bividirt, giebt wiederum die Winkel⸗ 
Geſchwindigkeit. 

Dabei iſt S ber Anfangs⸗Punkt der Koordinaten; ‚ alfo in 
der Ebene beliebig zu wählen. 

Anmerf, Multiplisirt man die Sleihung (III. A.) mit 

2, fo bat man links, alfo auch rechte, das Quadrat des, in 
he unendlich» Eleinen Zeit de in der Bahn feldft befchriebenen 
Bogens MN, weil (dr?-+r? 80°). di? = 88? dt? = de? if. 

Multipligirt man aber die Gleichung (TIL B.) mit dt, fo 
bat man links, alfo auch rechts, den in der unendlich: kleinen 
Zeit dt befchriebenen doppelten Sektor MSN, weil 80. dt = dd 
der Bogen für den Radius 1 ift, alfo r-d der Bogen für den 
Nabius r, folglich-Ir?.d oder 4r2.39 dt der Anhalt des Seh 
tor8 MSN (vgl. Geom. $. 6.). 


$. 42. 
Eentral: Bewegung. 

Einen hieher (zu $. 41!) gehörigen Hal der Bewegung in 
einer Ebene hat man in der Central-Bewegung. So nennt 
man nämlich die Bewegung, welche entfieht, wenn der Atom 
(Fig. 35.) etwa von A aus mit einer Anfangs: Gefchtwindigfeit 
v ausfährt, dann aber mit beliebiger Kraft F-dt ſtetig gegen 
einen feften Punkt S getrieben wird, welcher letere bag Cen⸗ 
£rum dieſer Bewegung heißt. Die Kraft F heißt dabei bie 
„ EentralsKraft. Ä " 


‘ 
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1. Da basmal nad) ($. 41.) die Bahn in der Ebene liegen 
muß, welche durch die Richtung AD ber Anfangs: Gefchwindig. 
feit und durch das Centrum S gegeben ift, fo lege man durch 
S in biefer Ebene zwei Axen SX und SY, auf welche die Koor- 
dinaten- Wertbe SM, =x und MM, =y ſich begiepen, Dann 
bat man, wenn SM == r gefeßt wird, 


1) {= —F-— und 2) Y= BR 
oder 
3) X:Yx:y, d. h. Xy—Yxr=0. 
Dasmal wird alfo das integral ($.41.1I. C oder IM. B. Jr 
nämlich 
y-d«—x-dy oder 7:09 = f(X- en edt, 
nun folgendes - 
(O+- r:0 =c, 
wo c eine willkuͤhrliche Konftante iſt, toelche 100) niher be⸗ 
ſtimmt werden muß *). 





*) Zur Beſtimmung dieſer Konſtante ce darf man nur t= 0 feten. 
Es wird nämlih für t = 0, unter der Vorausſetzung der Bezeichnung 
des ($. 35.), 

x=r, y=Yy 3x == vecora, dy — Vecosb, 
alfo auch, für t= 0, 
12.89 = y-dx—x-öy = 1-(Y-cosa—r-cosb). 
Die Gleichung (C) giebt daher für t = 0 
c= +(Y-cosa—L-cosb), 
wodurch die Konflante c beftimmt if. 

Man Tann aber diefe Konftante c auch noch anders beflimmen. Stel 
len nämlich r/ und 6° die Anfangs» Werthe von r und 8 vor, und bedenkt 
man, daß r-88 für t= 0 nad ($. Al. IV.) die in der, auf SA ſenkrech⸗ 
ten Richtung AE zerlegte Anfangs» Gefchwindigkeit ift, fo finder fich für 
t=0, weil W. DAH =a, W. XSA W. SAH = 6, alfo W. 
DAE = 4+0'— ir if, 

r:89 = Y+cos(A-+6’— ir) = 1-sin(d--0°), 
alfo ce=r.8 (füurt=0) = r-1-sin(a+-0)), 
in welcher Gleichung jeboch a negativ in Nechnung gebracht werben muß, 
wenn AD’ flatt AD bie Nichtung ber Anfangss Gefchwinbigkeit v feyn 
folge; wie die neue Rechnung dann ausweiſ 
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Vermoͤge ($. 41. Anmerk.) geht aus biefem Reſultate für 
die Eentrals Bewegung hervor: 

Erftens ber in der Zeit dt von r befchriebene Sektor MSN 
ift allemal = Ac.dt, alfo allemal gleich groß, wie groß ober 
klein auch t ober 0 feyn mag. 

Zweitens der Radius⸗-Vektor befchreibt alfo überhaupt in 


gleichen Zeiten gleiche Sektoren, oder die in verfchiebenen Zeiten 


befchriebenen Seftoren verhalten fich wie diefe Zeiten. 

Man nennt dieſe Eigenfchaft der Central: Bewegung das 
Geſetz der Inhalte (principe d’aires) *). 

Denkt man fich außer der Ebene ber Bahn durch S noch 
eine Ebene E gelegt, auf welche Tettere die Bahn, nebft den in 
‚den verfchiedenen Zeiten befchriebenen Sektoren projisirt gedacht 
werden, fo folgt unmittelbar aus (Geom. $. 2. ILL) 

drittens, daß auch bie durch die Projektion ded Radius⸗ 
Vektor befchriebenen Sektoren fi) wie die dazu verwandten Zei: 
ten verbalten. 

Daffelbe ergiebt fich aber auch direkt aus ($. 40.), wenn 
man anfänglich nicht darauf Nückficht nimmt, daß die Bahn 
eben feyn muß, wie wir fogleich näher nachmeifen wollen. 

II. Legt man nämlich durch S drei beliebige, aber auf einan 
der fenfrechte Koordinaten» Agen, fegt man aber twieder SM = r, 


*) Umgfkehrt, fo oft bei einer Bewegung diefes Geſetz der Inhalte 
ſtatt findet, fo oft if 
2.89 oder yröx—x-dy = Konflante; 
demnach, wenn man differenziirt, 
yöı—xoy= 


alfo auch 
Yx—-X:y=0 oder X:Y=x'y. 

& oft aber dieſe Proportion ſtatt findet, fo oft wirkt die einzige 
Kraft, melche aus der Vereinigung von X und Y hervorgeht, flets in ber 
Richtung SM (ob von M nach S, oder von S nach M, bleibt unbeflimmt). 

Wenn daher Kepler bei den Planeten» Bewegungen um bie Sonne, 
letztere ald feſt gedacht, dieſes Gefen der Inhalte a posteriori entdeckt und 
bingeftellt hat, fo Eonnte die vorkehende Betrachtung zu der Annahme führ 
ten, daß die fletig wirkende Kraft, welche den Planeten in feiner Bahn 
bält, allemal in der Richtung wirkt, welche die Sonne und den Planeten 
in jeden Augenblicke mit einander verbindet. 


x 


\ 
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fo iſt in dem Formeln bes ($. 40.), welche sum angemanbt men | 
ben muͤſſen, 


x= FI, Y=—-FTI m Z=-—FZ, 
| or Be 
wu x. VY_Z 
Fey 


d. h. Yrı—Xıy X. —Z.ı = Z-y—Yoz — (0. 

Die 3 Sintegrale (T des $. 40.) geben daher jetzt 
ydx —- x ↄ y 

x:92 — 2 O = cl | 


(01 
z:3y—y-92 — dl 





Da nun die Ausdrücke links, wenn man fie mit de multipligirt, 
nach ($. 41. Anmerf.) nichts weiter find, ald bie doppelten Sins 
balte der in der Zeit dt mit ber. Projektion von r auf den. drei 
Koorbinatens Ebenen befchriebenen Sektoren, fo folgt die dritte 
Behauptung in (I.) für jede der 3 Koordinaten Ebenen aus ben 
Gleichungen (U unmittelbar. 

Umgefehrt: verhalten fich bei irgend einer Bewegung, die 
von der. Projektion bes Nadius- Vektor befchriebenen Sektoren, 
wie die dazu verwandten Zeiten, und zwar in Bezug auf 3 Koor⸗ 
binatens Ebenen, fo wirft die ftetige Kraft beftänbig in ber Nich- 
tung, welche den beivegten Atom in. jedem Augenblicke mit dem 
Punkte S verbindet, d. h. die Bewegung ift eine Eentrale Bes 
wegung. 

Denn es finden der Vorausſetzung gemäß die 3 Gleichungen (C) ſtatt. 
Differenzüirt man nun felbige, fo erhält man 

y-öx—xOy=0 

x-d’z — 10x = 0 

.  »Öy—y-d’rz = 0, 
alfo ik auch nach ($. 40 Nr. 2.) 
„Yx-Xy=0, Xrz-2x=0, Zy-Yrs=0,. 

d. h. Bi = x = 2 
weshalb die Michtung der aus X, Y, Z hervorgehenden einzigen Kraft, den 
Mefultaten des ($. 15.) gemäß, mit ber Richtung SM sufammenfallen muß. 


Eliminirt man aus den 3 Gleichungen (O fowohl dx, ale 


U 
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auch OAy, fo füllt da von felbft mit heraus, mb man erhaͤlt bie 
Gleichung 
1) — ‚Zr c.-y-rc+x O. 

Da biefe Gleichung nach ($. 11. Geom.), wenn man fid) x und 
y gang beliebig denfen wollte, die Gleichung einer Ebene waͤre, 
fo ift die Bahn ganz in biefer Ebene; und bie Gleichung (1.) 
beftimmt die Lage dieſer Ebene der Bahn gegen bie Koordina⸗ 
ten⸗Ebenen. 

Da für t=0, dx, dy, dꝛ Begüglich bie Anfangs⸗ Geſchwin⸗ 
digkeiten v · cosa, v·cosb, d-case find, fo wie x, y, z dann 
Durch x, y, z gegeben ſeyn ſollen ($. 35.), fo folgt, wenn man 
in den Gleichungen (OD t= 0 fett, fogleich 
v-(Yy+cosa—r-cosb) =c 
2) . v-( x cose — 3 cos a) =.c! 75. 

v· (je cos b — y · cose) = di. 
wodurch die Konftanten c, c! und oh beftimmt ſind, waͤhrend 
zwiſchen c, c, c!! noch bie Gleichung (1.) für t=0, nämlich 

3) q3 . P60 
ſtatt finden muß, welche man auch aus den Gleichungen (2.) 
erhält, wenn man cos und cosb eliminirt, wobei cose von 
ſelbſt fortfaͤllt. 

Eliminirt man aber aus den 3 Gleichungen (2.) x und y, 
ſo faͤllt auch z von ſelbſt weg, und man hat noch | 

4) c+-c0sc-+c/-cosb-+c»cosa — 0. 

Weiß man übrigens jet, daß die Bahn’ eben iſt, fo fragt 
ſich noch, ob die Richtung AD der Anfangs: Gefchtwindigfeit v, 
welche mit den Axen bie Winfel.a, b, ©, macht, in berfelben 
Ebene (1.) liege. Zu dem Ende denfe man fich einen beliebi- 
gen Punkt in der Richtung biefer Anfangs⸗Geſchwindigkeit, be 
geichne feine Koordinatens Werthe durch x’, y!, z',. und fege noch 

Ve WH@N=W, 
fo bat man nach ($. 12. Geom.) 


_v— — Sp NE 
= FF⸗ cos b —= vr und cos — ww 
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Subſtimirt man nun. dieſe Werthe indie Gleichung (4.), mul 
„tiplizirt man das Mefultat mit We weg, und denkt man daran, 
nd BL AENAN .2==0D.ift:aach (3.), fo erhaͤlt man 
. .. 4027 α O3 

‚alfo genügt der Punkt. (x, yi, 2!) wirklich ber Gleichung der 
Ebene. (1.), in welcher. die Bahn liegt. Folglich liegt. die Nich- 
tung der Anfangs - Geſchwindigkeit in derſelben Ebene (1.). 

Sind aber Icsdt, Ichdt und Zel-dt bie in der Zeit dt 
auf den. 3, Koorbinatens Ebenen. durch bie ‚Projektionen des Ra⸗ 
ding: Vektor befchriebenen Setoren, alſo bie Projeftionen des 
in der, Ehene der Bahn in derfelben Zeit dt von dem Radius: 
Vektor beſchriebenen Sektors, f ſo iſt letzterer nach 6 2. IV. 
Geometrie) a 

14 VERA. di = - IC. dt, 


2 

wenn „Ve Herten =C. | 
gefet wird. — Daraus folgt aber, daß das Geſetz ber Projek⸗ 
tionen auch nr den in der Ebene der Bahn felbft befchriebenen 
Sektor gilt, daß nämlich .diefe Sektoren in der Ebene. der Bahn 
fich verhalten, wie die zw ihrer Beſchreibung vermanbdten Zeiten, 
ae fo, wie mir dieſes in (I) fchon erfahren haben. 

Erduch rel. noch aus ($. 2. III. Geom.), daß 

BE E ec"! - 
F .. ©.” 8 

die Kofi nus ber Winkel fi ind, welche die Ebene der Dahn mit 
da 3. Koordinaten: Ebenen macht. 
| Zuletzt aber, wenn man ſich durch dieſe Rechnungen über: 
zeugt bat; daß die Bahn eine ebene Kurve iſt, und wenn man 
die Lage biefer Ebene ſelbſt gegen, Die Koordinaten: Ebenen ge: 
funden hat, verlegt man bie Koorbinaten« Agen der x und y in 
diefe Ebene und komme fo zur Betrachtung (1.) zuruͤk. 


$. 43. 
- Speielle Central⸗Bewegung. 
Betrachten wir nun die Aufgabe des vorſtehenden ($. 42.), 
alfo.die Eentral⸗Bewegung, mit ‚der. befondern Einfhränfung, daß 


‘ 
® 
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bie fietig wirkende (Sentrai-) Kraft Feine bloße Sunkkion bes 
Radius⸗Vektor r iſt, d.h. eine bloße Funktion der jebesmaligen 
Entfernung des Atoms vem Contro S-ber Bewegung -(obne daß 
in F noch 6 ober t explizit vorkaͤme). Im dieſem Falle bat man, 
wenn bie Agen der x und der y burch S gelegt und in der Ebene der 
Bahn gedacht werben, bie beiben‘ Gleichungen des Bewegung 


1) 9% =X=—F, * und 2) 8 -Y=-8.2; 


und es ift dann, weil Pr", alfo r-ör=x-öc+-y- Oy 
if, 

SX-dx-+-Y:aAy)-dt = dy · dt ⸗ . dr. 
(Vergl. Anmerk. 3. zu 4. '38.) Daher findet nun auch das 
Integral (IL. O oder III. A. des $. 41.) ftatt nämlich, wenn 
r! der Anfangs: Werth von r iſt, 

(OO). "= Ir. — * v⸗ ur] HER FR de, 


‘während bas andere integral nach ($. 42.) nämlich. . 

One Ä 
bereit gefunden if. | 

Diefe beiden Differenzlal- Gleichungen 0 und c » der er⸗ 
ſten Ordnung zwiſchen r, 6 und t find aber deshalb leichter zu 
integriren, weil fie nicht 9 ſelbſt enthalten, ſondern, außer r und 
Or, nur 80. Deshalb kann man aus ihnen 6 ober t gang 
und vollſtaͤndig eliminiren (mit allen Differenzial: Koeffizienten), 
ohne biefe Gleichungen (O ober C ) noch einmal: bifferenzfiren 
zu müffen, wie dies letztere im Allgemeinen gefcheheh muß. 
( Vergl. daB 'Hicher gehörige Beifpiel $. 49. Zte Aufgabe.) 

Anmerk. Nimmt man die Central: Kraft mit der Ents 
fernung r proporfional, d. 5. nimmt man F, = ur, fo iſt 
e8 am bequemften, von ben erften Gleichungen ber Bewegung 
x = X und Hy = Y ausgugehen, weil folche jegt 

x me. —ux :und -d’y nm —uy 

werden, und einzeln, als lineäre Gleichungen: der. zweiten Orb; 
nung, nad) (Analyf. $. 53.) integrirt werden können. Die Bahn 


EN 
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wird eine Eftipfe, und S zeige fich als ber Mitrelpuntt dieſer 


Ellipſe. 


Nimmt man die Kraft mit dem machen Duabrat ber 


- Entfernung proportional, alfo F, — z fo hat man die (Auf: 


gabe 2. des $. 49.), welche als hierher gehöriges Beifpiel angeſe⸗ 
ben werben kann. 


Nimmt man aber FR = 5 fo laͤßt fich bie integration 


der Gleichungen (O und C) in endlicher Form auch noch durch: 
fegen. Nach BVerfchiedenheit der Anfangs: Geſchwindigkeit, der 
Anfangs⸗Entfernung und der Größe von m, wird die Bahn un⸗ 
enbliche Schenkel haben, oder eine Spirale werben. " Im letz⸗ 
tern Fall wird der Atom in unenblich vielen Umläufen den fe 
fin Punkt S immer näher und näher rücen, ihm unenblich 
nahe fommen, ohne ihn jedoch je zu erreichen. 


DE 4. 


Aligemetnere Aufgabe der freien Bewegung 


I. Bewegen fich zwei Atome O und O, der erftere von den 
Kräften X, Y, Z, der andere von den Kräften X', Y!, 2 getries 
ben; find ferner x, y, z die Koordinaten des erſtern Atoms O, 
x’, yl, z! dagegen die Koordinaten des andern O', fo hat man 
nach ($. 37. Oı) ober nach ($. 40.) für jeben. Diefer Atome 
die 3 Gleichungen der Bewegung, naͤmlich 

1) x X; 2)9%y=Y; 3) 97 =%; 


nd. 


4) rt X; 5) Ay YV; 6) ulm Zi, 

Legt man nun durch O neue Aren parallel mit den alten, 
(welche alfo mit O zugleich ſich bewegen, aber dabei immer pa- 
rallel mit den alten, feſt gedachten Aren bleiben); und nennt 
man bie auf dieſe neuen Aren besogentn Koordinaten: Werthe 
des andern Atoms O! bezuͤglich x,, yı und z,, fo bat man 
nach ($. 1. Geom.) 


a00 Mechanik d. Atoms. Kap. V. S. 44. II. 
, yl=y-$y, und 2! =7-F2,, 
alfo aud) 


d’xl = Ö’r-+d°r, Pyl—dty-öty, und 8°) = 8°7-4+-8°z.. 
Subtrahirt man daher von den Gleichungen (4. — 6.) bezüglich 
die Gleichungen (1. — 3.), fo erhält man ı 

7) u = X—X; 8) y = YV—Y 
und“ 

.9) on 3%, = Z2'—2; 
und diefe Gleichungen (7.—9.) geben die Bewegung des Atoms 
O! um O5, d. h. integrirt man fie und ‚findet man aus ihnen 
x Yı. und Z, als Zunftionen von t, fo hat man gu jeder ‚Zeit 
t den relativen Stand des Atomd O!.gegen O; und eliminirt 
man aus den 3 Gleichungen zwifchen x,, yı und z, den Buch 
fiaben t, fo.erhält man die heiben Gleichungen zwifchen x. Yı, Zu 
welche als bie Gleichungen ber Bahn des Atoms O! um O 
herum angefehen werden Eünnen *). | 

U. Sind die Kräfte X, Y, Z, welche den Atom’O in ſei⸗ 
ner Bahn erhalten, nicht. gegeben, fondern ift dagegen Die ganze 


Bewegung bed Atoms O befannt, d. h. ſind dagegen x, y, z 


als Zunftionen von t befannt, folglich auch 8°x, dey, O°z be: 
kannt, fo wird. man flatt der Gleichungen (7.— 9.) bie folgen: 
den Gleichungen 

10) 


*) Denkt man ſich nämlich die gufanmengehörigen Koordinaten x1,Yı,2, 
von einem feſten Punkte aus parallel mit den feften Axen bingetragen, wie 
fie für die verfchiedenen Werthe der Zeit t, oder wie fie zu dem verfchies 
den gedachten x, fich finden, fo erhält man diejenige Kurve, welche man _ 
die Bahn von O’ um O herum nennt. Sn der Wirklichkeit wird 
diefelbe von dem Atom O’ nur dann befchrieben, wenn © feft liest, alfo 
nit beſchrieben, wenn, wie hier voraugeſetzt worden, O ſelbſt ſich be⸗ 
wegt 

In dieſem Sinne ſagt man wohl, die Bahn des Mondes um die 
Erde ſey eine Ellipſe; eben ſo überhaupt, die Bahn der Trabanten 
um ihren Planeten ſey elliptiſch; obgleich die wirkliche Bahn des Mon⸗ 
des oder irgend eines Trabanten ſpiralförmig iſt, und man von ihr nicht 


einmal behaupten kann, daß ſie (nach 365 oder ſonſt einer Zahl von Ta⸗ 


gen) in ſich ſelbſt zurückkehren müſſe. 
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10) &, = X 1) y- —J 

12) 9%, = 1m 
nehmen, welche man erhält, wenn man aus (1.— 3.) und 
(7.— 9.) die X, Y, Z eliminirt. Diefe Gleichungen (10. — 12.) 
. drüden nun die Bewegung des O! um O herum aus. 

IL Die Formeln (7.— 9.) lehren noch, daß die Beine: 
gung von O! um O gang biefelbe bleibt, wenn von beiden Kräfs 
ten X! und X, Y’ und Y, Z'/ und Z, diejenigen außer Acht ge 
laffen werden, welche auf beide Atome O und O! zugleich wir⸗ 
fen und bie (nach den Axen serkegten Kräfte) X und X, Y 
und Y, endlih Z’ und Z um gleich viel vermehren ober ver⸗ 
mindern wuͤrden, weil letztere aus den Differenzen 

X—X, V—Y, 2—2Z 
doch wieder berausfallen *). 


Dritter Abſchnitt. 


Bewegung in einer gegebenen Fläche, und in bekimmt vorge 
fhriebener Bahn. | 


$. 45. 
Bewegung in gegebener Fläche oder Ebene. 


1. Iſt der Atom geswungen auf einer gegebenen Flaͤche 
1) Lx,, = 0 


) Wenn man z. B. Bewegungen auf der Erd⸗Oberfläche betrach⸗ 
tet, und auf fefle Punkte der Erd- Oberfläche bezieht (z. B. bei dem Wer⸗ 
fen der Bomben, ie. ꝛc.), fd kommt meber die tägliche Umdrehung der Erde 
um ihre Are, noch die tägliche Bewegung der Erde um die Sonne in Bes 
trachtung, weil diefe Bewegungen gemeinfchaftlich find, fomchl den Punks 
ten auf welche man die Bewegung bezieht, al& auch den bewegten Atomen. 

Dagegen wird nach ($. 48. und $. 49.) die Schwere durch die Um⸗ 
drehung ber Erde um ihre Are vermindert, fo daß die auf der Erd⸗Ober⸗ 
fläche durch die Schwere hervorgebrachten Bewegungen deshalb (quantitas 
tiv) ein mwenig anders feyn mürden, wenn fich die Erde nicht um ihre 
Are drehte. Dies ſteht aber dem vorfiebenden Ausſpruch nicht im Ges 
singften im Wege, fobald man diejenige Schwere in Rechnung bringt, 
welche bei diefer täglichen Bewegung der Erde beobachtet und autgemit⸗ 
telt wird. 


L [26 ] 
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fich zu beivegen, fo find nach ($. 37. Oz) die 3 Gleichungen 
der Bervegung folgente: 
( x = X-HR-c0s4 
öy = Y-+Roecosu 
Oz — Z+R:c08sV 
10 Ay u, v die Winkel find, welche die Normale an L mit den 
3 Aren macht, alfo gegeben find, wenn 

2) VöL?-+ÖöL>?-+öL? = 
gefeßt wird, durch bie Gleichungen 


(Od 











OL OL, — 6) 5 
3) cosi = y, =, er = 


während R-dt den normalen Gegendruck der Fläche L auf den 
bewegten Atom an jeder Stelle der Bahn ausdrückt (vgl. $. 37.). 

Die jeßigen 3 Gleichungen (C).) und die Gleihung L= 0 
dazu, geben num x, y, 2 und R als Zunftionen von t, geben 
alfo die Gleichungen der Bahn, die Seiten: Gefchwindigkeiten, 
und die Sefchwindigfeit v in ber Richtung der Bahn, fo wie den 
Drt des Atoms zu Ende jeder Zeit t. Diefe Gleichungen bürfen 
alſo nur noch, in jedem befondern Falle, integrirt werben. 
Bon biefen 3 Sleichungen der Bewegung haben wir auch 
bereits abgeleitet die Gleichung 


v”—m2f. X-dx4+-Y-dy-+-2-d2).dt, 


oder, wenn diefer Ausdruck zur Rechten integrabel ift, und in- 
tegrirt foy,. giebt, 

(0) * vH = 2, —F,n,) 
(vgl. $. 38. 1.)5 und im ($. 39.) haben wir noch die Folgerungen 
gezogen, welche für jede, alfo auch für die jest betrachtete Be: 
wegung flatt finden, fo oft das integral (O) ftatt hat. 

II. Multiplizirt man die erftere der 3 Gleichungen (CD) 
mit cos, die andere mit cosu, die dritte mit cosv, und addirt 
man zulegt bie Refultate, fo erhält man 

4) (Ox-X).00sA4+(O’y—Y).cosu+(8°z—Z)-cosv—R. 
Bringt man aber bie X, Y, Z in ((Oa) auf bie andere Seite, 
quadrirt und addirt man, fo ergiebt fich 
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5) Px— X +(dy— Vz —Z) Re, 
welches zwei fpmmetrifche Ausdrücke für den Gegendruck R oder 
Redt find, und R liefern, wenn nur zuvor x,y, z in t gefunden 
find. — Jede einzelne der Gleichungen (,) giebt übrigens dieſes 
R direkt, aber nicht in folchem fommetrifchen Ausdrucke. 

I. Wirkt gar feine Kraft, Kap X = Y=Z = :0, ſo 
gehen dieſe Gleichungen (4. und 5.) uͤber in 

4) R = d’x.cosi+Öd?y-cosu-rd?’z-cosv 
und 5’ ) R= (8°) -+(d°y)?+-(9°z)?, 
fo daß dann die Größe des Drucks R-dt nach (5) nichts mei. 
ter iſt, als die mittlere Kraft aus den 3 Zumachfen an Ge 
ſchwindigkeit 9°%x -dt, y-dt und 8°z-dt; nach (4!) dagegen: 
die Summe aller diefer Zumachfe an Gefchwindigfeit, jeder auf 
die Richtung der Normale projisirt *). 

IV. Iſt die vorgefchriebend Fläche eine Ebene, fo kann man 
die Axen ber x und der y im diefelbe Ebene legen, fo daß bie 
Are der z fenkrecht auf derfelben fieht. Dann geht die Glei- 
hung L=0 in | 

1) 0-x+0-y+1l2=0, dh z=0 
über, und es ift noch cosA=0, cosu—=0 und or ——I. 
— Die 3 Gleichungen (O)) werben jet 

2) &k=X, Hy=Y und dr— ZER. 

Weil aber dasmal durchaus z=0, alfo auch) dz = d?z — 0 

ift, fo giebt die dritte der Gleichungen (2.) 

83) R= +2; | 

d. h. der Gegendruck R ift dem Drucke Z (abfolut genommen) 
völig gleich. Da nun ſonach die dritte der Gleichungen (2.) 


‚..*) Wirken, wie bier oben in (III.) vorausgefegt ift, gar Feine Kräfte, 
fo. ift die Gefchwindigkeit v = V3x?-+dy?-+-82? Eonftant, nach ($. 39.); 
aber da die Richtung diefer Gefchwindigkeis v ſich in jedem Augenblick 
ändert, fo find die Seiten» Gefchwindigfeiten dx, dy, dz- mit der Zeit t 
veränderlich, daher auch die Zumachfe in der nach t unmittelbar folgenden 
Zeit dt, nämlich 8°%x-dt, 3?y.dt und 8?z.dt keinesweges der Null gleich; 
wohl aber if der Zuwachs dv oder dy · dt der Null gleich. 
[26*] 
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ganz allein zur Beſtimmung des Druckes R verwandte wird, und 

die beiden erftern der Gleichungen (2.), nämlich die Gleichungen 
4) Or =Y und 98 

gar nicht mehr R enthalten, fo find bieſe letztern beiden Glei⸗ 

chungen (4.) dasmal allein die Gleichungen zwiſchen x, y und t, 

welche demnach, wenn man fie integriert und dann t eliminirt, 

Die Gleichung ber (ebenen) Bahn geben. — 

Die Bewegung if alfo genau fo, wie wenn fie in 
Diefer Ebene frei wäre, aber nur von den Kräften 
X und Y bewirft, deren Richtungen in diefer Ebene 
liegen. 

ıfes Beifpiel. Auf einer borisontalen Ebene bekomme ein Atom 
die Anfangs⸗Geſchwindigkeit a, und der Richtung derſelben wirke ſtetig ent⸗ 
gegen eine konſtante Kraft „P (welche 4.9. mit dem Gewicht P des Atoms 
proportional feyn mag); diefe Bewegung näher su beftimmen.. 

Nimmt man die Richtung der Anfangs Gefchwindigkeit sur Are der 
x, ſo bat man X=— uP, Y=0, daher werden die Gleichungen (IV. 4.) 
ber Bewegung jetzt 

) AKk=-—ıP, 2) WO 
Die zweite Gleichung giebt, wenn man fie hinter einander integrirt, 
ym=c, ycht+rc, 
wo aber, weil nach der Borausfegung für t= 0, au dy=0 und y=0 
werden muß, c= c’ = 0 mird, fo daß man für jedes t doch nody y== 0 
bat, wie dies a priori einzufehen mar. Die erftere Gleichung (1.) giebt . 
Dagegen, wenn man fie nach t integrirt, weil für = 0, dx=v Mer: 
den muß, 
x — v— uP»t 
und x = 1:t—juP»??. 
Die Bewegung ift daher eine gleichmäßig veribgert, geredlinige, und hört 


auf, wenn dx = 0 wird, alfo wenn t= =-p und x=i— * geworden if *). 


2tes Beifpiel. Auf einer Ebene, die gegen den Poriront um den 
ſpitzen Winkel geneigt iſt, wird ein Atom, den ſtetig die konſtant und 
ſenkrecht auf den Horizont gedachte Schwere g oder 3 «dt treibt, mit der 
Anfangs Gefchwindigfeit v im gegebener Richtung in Bewegung gefekt; 
außerdem wirke der jedesmaligen Richtung der Bahn genau entgegen bie 


*) So würde 3. B. bie Bewegung einer Kegel» Kugel ſeyn auf hori⸗ 
sontaler ebener Bahn, wenn nur die Reibung in Rechnung gebracht mird, 
nicht aber ber Widerſtand der Luft. 
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ebenfalls konſtante und Metige Kraft P oder P-di. Die Bewegung diefes 
Atoms näher zu befiimmen. 

Man lege durch den Anfangs⸗Punkt O der Bahn eine horisontale 
Ebene, nehme die Durchfchnittd- Linie OX derfelben mit der fchiefen Ebene 
zur Are der x, fo twie die in ber fchiefen Ebene darauf fenkrechte OY, nach 
oben gehend gedacht, zur Are der y; und find nun a und b die Winkel, 
* die Anfangs⸗ Geſchwindigkeit mit den Axen OX und OY macht, 
9 find 

Uecosa und v-cosb 
die Anfangs⸗ Gefchwindigkeiten nach biefen Aren. Die Schwere g atı je 
der Stelle zerlegt fich in die beiden Kräfte 
g-cosp ſenkrecht auf die (fchiefe) Ehene XOY 
und —g-sing parallel mit der Are OY. 

Die Kraft P, weiche in ber jedesmaligen Tangente, der Bewegung ent- 

gegen wirkt, zerlegt fich in 


— parallel mit der Axe OX, 


und — PT parallel mit der Axe OY, 
wo Os = VAx?-+-9y? 
if. Alſo hat man dasmal 
| x . 8 
=-P. = m Y= ging P- 2). 


Die beiden Gleichungen (4. des Textes) werben daher jeht 
1) M=—PE mb 2) dy=—gening- Bed. 


Die Gleichung (O) giebt dasmal 

3) v1 = —2P.s—2g-y-sing; 
allein diefe Gleichung ift zwar eine Relation, gwifchen der Länge und Höhe 
der Bahn und der Geſchwindigkeit, Fann aber nicht als ein Integral der 
Gleichungen der Bewegung angefehen werden, meil s felbft noch nicht in 
x oder y ausgedrückt if, und auch für's erſte nicht, in x und y, oder in 
x, oder y allein ausgedrückt, hergeftellt werden Tann. 
Und obgleich die Bewegung dem Terte zu Zolge mie eine freie Ber 
megung in der Ebene betrachtet werden kann, von Kräften hervorgebracht, 
die nach den Aren bezüglich die obigen X und Y find, fo find in biefem 
Beilpiele die Kräfte doch nicht fo, daß das integral (C des $. 41.) flatt 
fände, wie man fich bei dem erfien Verfuche überzeugt. 

Wollte man aber jede der Gleichungen (1. y. 2.), nachdem vorher fatt 
3s fein Werth Yöx?-+-dy? fubkituirt worden, zweimal hinter einander 
differengiiren, um aus allen Gleichungen x, dx, 8°x, 8°x und 8'%x zu elimini- 
ron, und fo eine (Differenzial:) Gleichung bloß zwiſchen y und t (von ber 
vierten Ordnung) zu erhalten; oder wollte man nach ($. 18. Analyf.) t 


‘ 
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elissiniren, mn eine Gleichung zwiſchen x, y, Sp, 8y,, 8’y, und. By, 
u erhalten, fo würbe man lestere Gleichungen doch wieder nicht anders 
als in unendlichen Formen (etwa mittelft unendlicher Reihen) integriren 
fönnen. 

Wir begnügen uns daher mit der Bemerkung daß, den Gleichungen 
(1. u. 2.) gemäß, die bier su betrachtende Bewegung genau mit der eines 
frei gemworfenen Atoms übereinftimmt, auf weichen jedoch die Schwere 
g-singp (flatt g) wirkt, und bei welcher ein Fonftanter Widerfiand der 
Luft P vorausgefett wird. Dies findet fich, wenn man nach ($. 4) Dies 
ſes letztere Problem in Gleichung fellt. 

Iſt P=0, fo geben die beiden Gleichungen (1. u. 2.) ohne weiteres 
die Integrale 
x = bet-cosl und y= 4rt-cosb—ıgt’-singy, 
und die Bahn ift daher diefelbe bereits fchon im (Beiſpiel zu S. 41. 1.) 
gefundene Parabel, nur mit dem Unterfchiede, daß bier g-sinp ſteht, 
wo dort g. | 

Anmerk. Bei der Bewegung auf einer gegebenen ebenen 
oder frummen Fläche muß man jeboch nicht überfehen, daß bie 
(endliche) Kraft, welche auf den Atom zu Anfange wirft, nur 
dann die Anfangs: Gefchtwindigfeit v ift, wenn bie Richtung Die 
fer Kraft in der Tangential- Ebene der gegebenen Fläche liegt. 
In jedem andern Falle muß man diefe Kraft auf diefe Tangen⸗ 
tial» Ebene projisiren, und nur der Theil daven, deffen Richtung 


in der Tangential« Ebene liegt, iſt flatt v zu fegen. 


$. 46. | 
Bewegung in vorgeſchriebener Bahn. 
I Iſt der Atom gezwungen auf einer durch die Gleichungen 
DD Lu=0 und 2) Um 
gepebenen Bahn zu bleiben, fo hat man nach ($. 37. Os) die 
3 Gleichungen der Betvegung 
0x = X+0Q:coss ) 
Sy = Y-+Q-cosel }, 
| 7 =.2-£0Q:cosel! 
two Q der unbekannte, auf der Bahn normale Gegendruck der 
Bahn ift, welcher mit ben Koordinaten: ren bie Winfel e, s! 


(Od). 
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und a’! macht, von denen man ans ($. 37.) weiß weil die Nich⸗ 
tung des Drucks auf der Tangente ſenkrecht ſteht), daß 

3) cos&-dx-+cosel-dy-+-cosel!»dz — 0 
ift, während ohnedies allemal 

4) cos &?-+cose’-+cosel? — 1 | 
feyn muß. — Diefe 7 Gleichungen (1. —4) und (Os) mögen 
nun zur Beſtimmung von Q, e, €, el, x, y und z, als Funk⸗ 
tionen von t dienen; fo daB man dann aud) Ox, dy, dz und 
daher auch v finden Fann. | 

At X-dx+-Y-9y-+-Z-8z integrabel, und dag integral 
Davon = fa, fo hat man noch überdies bie Gleichung ‘© 


| 9. 38. I.) nämlic 


(D)** ® vꝰ - = Uli) 
melche, in fo ferne v? = dx? -+dy?-+-982? if, dann als ein er- 
fies Integral der Gleichungen (O⸗) angefehen werden Fann. 
I. Wie im ($. 45.), fo findet man auch hier wieder - 
5) QO= x —MroossH@y— Yet Ä 
2 2). sc08 ei; 
auch 


6) 2 — — —— | 


47. 


Wenn die Bahn eine ebene Kurve if. 


I. Iſt die vorgefchriebene Bahn eine :ebene Kurve, fo Fan 
man die Koordinaten: Aren OX und OV in biefer Ebene neh: 
men, alfo OZ fenfrecht darauf, und ſtatt der. beiden Sleichuns 

gen L= —=0 und L’=0 bat man nun ' 

L.,=0 md LV=-z=0 


als bie Gleichungen der vorgefchriebenen Bahn, fo daß zugleich 


mit 2 0O auch 2—=0 und 8322 0 wir. Die 3 Glei⸗ 
chungen der Bewegung (Js) find nun | 
x = X+0Q-cose,; By = Y-+0:cose, 
und = Z+-Q-cosell, 
fo daß kur b der parallel mie ber Are O OZ zerlegte - des Ge⸗ 
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gendruckes Q, nämlich Q- cosal, genan gleich und entgegen ift 
der Kraft Z. 

IL Sf daher no Z == 0 gegeben, d. h. find die Richtun⸗ 
gen der wirkenden Kräfte alle in der gegebenen Ebene der Bahn, 
fo bat man auch 

Q-cose! —=0, alfo ce O und el = 90 = 1, 

d. 5. die Richtung des Gegendrucks O, obgleich) normal auf der 
Bahn, liegt jege zugleich in der Ebene ber Bahn, alfo in ber 
Richtung ber fogenannten Normale der als Bahn gegebenen 
ebenen Kurve. 

In dieſem Falle wird alſo die Zuziehung der dritten Axe 
OD ganz uͤberfluͤſſſg, und man hat nun bloß die Gleichungen, 
wie fie aus denen des ($. 46. I.) für dieſen fpesiellen Sal her» 
vorgehen, nämlich 

1) L,=6 (für bie gegebene Bahn) 

(Od Mi 37. (die Gleichungen d. Beweg.) 
und 

2) cose-dx-H-cosel.dy = 0 Eigenſchaft der Normale), 
ſo wie noch 

3) cos? -+-coss? = 1. 

Diefe 5 Gleichungen müffen nun zur Beflimmung ber 5 Un- 
befannten Q, e, e', x und y als Funktionen von t dienen. Da- 
bei findet fi noch aus (2. und 3.) 


ay Ox 
Ä — 4.7 el 
4) cose = Er und cos — — 
waͤhrend 

5) ds ⸗ ag 


ift, und &, e! die Winfel bedeuten, melde die Normale mie den 
Aren macht. 
Das Integral (O) wird jetzt 
(0) *. vn = 2, —fn), 
fo oft KX-dx-+-Y-dy)-.de = £, gefunden wird; babei ift 
jegt, weil 22 0 ifl, 


6). vo = VERF öp. 


L 
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$. 48. 
. Bon der Eentrifugal- Kraft. 


I. Wird vorausgeſetzt, daß der Atom gezwungen iſt in einer 

durch die Gleichung 

1) 14 1 — = 0 

gegebenen Kreife fich zu bewegen, deſſen Mittels Punkt im Ans 
fangs⸗Punkt O der Koordinaten, und defien Radius = 1 if, 
und wird dem Atom bloß die Anfangs: Gefchwindigkeit v gege- 
ben, ohne daß weiter Kräfte auf ihn wirkten, fo ift erftlich die. 
Geſchwindigkeit v konſtant nach ($. 39. II.) = vʒ zweitens ift 
der Gegendruck Q der Bahn genau nach dem Mittel-Punft O 
bin gerichtet (nämlich normal auf den Kreis); endlich dritteng 
beißt der Druck Q-dt, den die Bahn in biefem Falle auszuhal: 
ten bat, alfo die Kraft Q-dt oder Q, mit welcher fich der 
Atom in der Richtung des Radius vom Mittels Punkt zu ent 
fernen firebt, und welcher von der bloßen Sefchwindigfeit v==% 
herruͤhrt (weil außerdem feine andere Kräfte wirken) bie Een: 
trifugal-Kraft, auch Schwung⸗Kraft. 

Zur Auffindung dieſer Centrifugal⸗Kraft, welche wir durch 
F-dt, alſo durch F bezeichnen wollen, hat man außer der Glei— 
hung (1.) des Kreifes noch die beiden Gleichungen der Bewe⸗ 
gung (8. 47. Os) nämlich die Gleichungen 

2) 8x = Feosse und 3) y = coel, 
während, wenn (Fig. 37.) OP =x und PM =y gedacht 
wird, & und el die Winfel a —MOX und a—MOX find, 
welche der Gegendrurk in der Richtung der Normale MO (nicht 
OM) mit den Aren OX und OY madıt, fo daß man fogleich \ 


4) coss = —-- und 5) cos — I 
bat. 

Die Gleichungen (2. und 3.) geben nach dem Verfahren des 
($. 46. II.) 


«9? «Hd? 
6) F = 81.008. + d’y: coss = IT — Hy 


waͤhrend, wenn man F aus denſelben Gleichungen eliminirt, 
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7) y-d%ı—x.ö'y — 0 
hervorgeht. 

Die Gleichungen (1. u. 7.) müffen nun, integrirt, x und y, 
alfo auch dx, dy, 8° und D’y-in t geben, während dann bie 
(6.) auch die Kraft F giebt, welche ihrer Größe nach die Een; 
trifugals Kraft if. Obgleich aber fich die (7.) integriren läßt, 
und fogleich 

8) Ä  yı—ıdy —=C 
giebt, fo müßte man doch noch die (1.) differenziicen, wo man 
dann en | 
9) x-öıt+-y-9y = 0 
erhielte, um aus den 3 Gleichungen (1. 8. u. 9.) y und Ay 
eliminiren zu koͤnnen, und fo die Gleichung 

10) !.%x = C-V? —x 
bloß zwiſchen x und t zu erhalten, welche dann vollendg inte 
grirt werben fann, u 

c 
IST gt 

liefert. Die (1.) giebt dann y ka ‚, und bie (6.) giebt gulegt 
die gefuchte Eentrifugal: Kraft. 
Die Rechnungen werden aber viel bequemer, wenn man bie 
Polar Koordinaten XOM = 0 und OM =1r einführt. Man 
bat dann . 

11) = rc und 12) yr-sind, 


fo wie 


13) eose = —c0s0 und 14) coss! = — sin 6. 


Die Stichung ( (1.) des Kreifed wird gang einfach 


15) r=|, 
ſo daß noch 
. 16). . 7=0 m dr=0 
ift. \ 


Differenziirt man nun die Gleichungen (11. und 12.) zwei⸗ 
mal hinter einander nach allem t, fo erhält man, wenn man O 


flatt Or, und 1 .flatt-r feßt, 


⸗ 
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17) x = —1.sind.80, 18) dy=1.cosd.86, 


19) dr = = —1+00s0- 801 eind- 9.0 
und . a a u 
20) z = —_ sind. — d20. 
Dieſe Werthe in die Gleichung (6.) ſubſtituirt, geben 

21) F=1.89,. 


fo daß ih nur noch 86 gefunden zu werden Branche. 

Weil aber die Gleichungen ber Bewegung (2. und 3.), nad) 
“ bem F eliminirt worden, zur-Gleihung (7.) führen, welche in 
Polar⸗ ⸗Koordinaten ausgedruͤckt die nachſtehende wird, nämlich 

7.99 — 0, alſo = 
ſo erhält man, merin dieſe integrirt wird ſogleich 

22) 30 - C, 
wo C eine noch zu beſtimmende Kouſtante if. Da aber ein 
t=0, wenn der Atom fich Bann in A befindet, x—=1, y=0, 
dx—0, dy v und ON, alfo aud; sind = 0, cosd —1 


ift, fo folgt aus (18.), dag dann (fuͤr t — 0) 0 — hu ift: 


Setzt man alſo in @2) t=0, fo erhält n man — _ 6 wo⸗ 


durch die Konſtante c fie 2 ‚Die — * — wird 
daher a 1— 


und dieſer Werth von 50 in Ya) ſubſtituirt, giebt zuletzt 


*) Dieſes Reſultat zonnte man aus a’ unmittelbar erhalten. Da 

die Gleichungen der Bewegung 
8x = Fıne mb: Ay Ferose‘ 

find, fo kann man die Bewegung als eine freie Bewegung betrachten, weiche 
dadurch entſteht, daß eine (unbekannte) Kraft F-dt ſtetig den Atom gegen 
O Hin treibt. Dieſe Bewegung, wenn fie als eine freie betrachtet wird, 
{ft fogar zu gleicher Zeit eine Central⸗Bewegung, welche im ($. 42.) nd 
ber betrachtet worden iſt. Und nach (6.:41.) if bei jeder freien Bewegung 
in einer Ebene, um einen Punkt O, da bie Winkel⸗Geſchwindigkeit und 


nn 


rx. do oder 1.88 bie wahre Geſchwindigkeit, alſo 1.89 = v voder 89 =T. 
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24) | -t 1 7 (wilv=o im. 


Die Gentrifugal, Kraft F iſt daher allemal der 


Man kann auch die Centrifugal⸗Kraft durch bloße geometrifhe Be 
trachtung finden. Der Gegendruck F-dt der Bahn in M (Fig. 38.) bes 
wirft, daß die Richtung der Gefchwindigkeit v fich .abändert, und von LM 
oder MP in MN übergeht, während PMN der Berührungs- Winkel 5 if, 
welcher nach Geom. $. 16. VIII.) unendlich⸗klein und imar 

. ds 
| . 7 
gefunden worden, wenn ds den in der Zeit dt gewonnenen Zuwachs des 
Bogend s bedeutet; fo daß gegen dt alle seiten und höheren Potenzen von 
ö nah (Analnf. $. 20. Pr. 12.) nicht in Betrachtung kommen können. 
Man muß alfo dann 


FR 
' od=l- ty ol | 
. 0? : wu . 


nehmen. - Nun serkegt fich aber MP * v in zwei Srüfte oder Geſchwin⸗ 
Digkeiten, nämlich in 

1) vecosd ober v-1 oder v nach der ‚neuen Richtung MN, 
und in 

2) v»sind oder v-ö in der Richtung MS, welche ſenkrecht auf MN in 
der Verlängerung des Radius OM gedacht if. 
Letztere if nun die EentrifugalsKraft F-dt. Alfo hat man 





Fievrm TE, 
Weil abet 4 8e· at — v.· dt 
iſt, fo folgt noch, wenn man dieſen Werth von ds ſubſtituirt, 
v’.dt 
II. T° 


genau wie oben im ze 

Aus dem Umſtand, daß die obige erfiese Kraft v+cosd, in fo ferne, 
mesen des unendlich-Eleinen d, coss.=.1 ift, in v-1 oder v felbſt überge⸗ 
gangen ift, hätte man auch felgern können, daß die Bewegung im Kreife 
konſtant bleibe, fo lange keine weiteren Kräfte binzutreten. — Im Texte 
folgt aber baffelbe aus ($. 39. IE). 

Huygbens, welcher die Eentrifugals Kraft zuerſt beſtimmt hat, be⸗ 
diente ſich dazu noch eines dritten Woges, den wir hier nicht weiter an⸗ 
führen wollen, um fo weniger, da wir hier uns einzig an den Gang des - 
Tertes halten müſſen. 


— 
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Quozient aus dem Quadrat der Geſchwindigkeit 
durch den Radius der Kreisbahn dividirt. | 

I. Iſt T die Zeit Cin Sekunden), toährend welcher ber 
Atom den ganzen Umfang 2lr der Bahn befchreibt, ſo hat man, 
weil s = vet iſt, auch 


Ar =v-T, a =. 
Dadurch wird ber eben für die Centrifugal⸗Kraft F- dt gefun⸗ 


dene Ausdruck dieſe Form annehmen: 


An? 
F — ml 
Werben daher zwei ober mehr Kreiss Bewegungen in einer und 
derfelben Zeit T vollendet, fo verhalten fich die, verfchiebenen. 


Eentrifugal: Kräfte F, wie die Radien der Bahnen. — (Eine 


Anwendung hiervon f. $. 49.). | 
II. Obgleich der Begriff „Eentrifugal: KZrafte nah (I.) nur 
bei einer Fonftanten Kreis-Bewegung vorkommen kann, fo 
bat doch bei jeder andern Bewegung in einer beſtimmt vorge 
fchriebenen, ebenen oder doppelt gefrüämmten Bahn die Geſchwin⸗ 
digkeit v zu irgend einer beflimmten Zeit t, einen beſtimmten 
Werth, und die Bahn felbft hat an der Stelle, wo fich der Atom 
su dieſer Zeit t “befindet, einen Kruͤmmungs⸗Kreis, welcher in 
der Krümmungss Ebene liegt und an biefer Stelle mit der Kurve 
zuſammenfaͤllt. Denkt man ſich alſo bei jeder beliebigen Bewe⸗ 
gung in jeder beliebigen, vorgefchriebenen Bahn, daß zu Ende 
einer beliebigen aber beftimmten Zeit t, die Kräfte X, Y, Z plößs 
lich aufhören zu wirken, fo daß der Atom bloß noch der Se 
ſchwindigkeit v, mie fie eben jegt gerade ift, folgt, fo hat man 
eine unendlich -Eleine Zeit hindurch eine konſtante 
Kreis: Bewegung, deren Geſchwindigkeit = v ift, und die zum 
Halbmeffer der Bahn den augenblicklichen Kruͤmmungs⸗Halb⸗ 
mefler o bat. So gedacht, findet alfo bei jeber Bewegung in 
vorgefchriebener Bahn am jeder Stelle diefer Bahn, in ber vers 
längerten Richtung des augenblicklichen Krümmungs +» Halbmef: 
fer8 o eine Centrifugal⸗Kraft f-dt flatt, ſo daß 
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3 

(J)» .. f= * 

iſt, wenn v bie augenblickliche Geſchwindigkeit an dieſer Stelle 
der Bahn vorſtellt *).. 

Vereinigte man bei einer folchen beliebigen Bewegung in vors 
gefchriebener Bahn bie wirkenden Kräfte X, Y und Z in eine 
einzige 9, fo wird bie Richtung von 9 mit der Tangente 
der Bahn eine Ebene bilden. Zerleget man in dieſer Ebene 
die Kraft p in zwei Kräfte, die eine T in ber Richtung 
der Tangente der Bahn, welche allein bie Geſchwindigkeit än- 
dert, und die andere P fenfrecht auf die Nichtung der Bahn 
(welche mit den Koordinaten Aren die Winkel p, p! und p" 
machen mag), fo ift Elar, daB wenn man biefe Kraft P und 
bie obige Eentrifugalsfraft £ (welche in der Richtung des Kruͤm⸗ 
mungs: Halbmeffer8 wirkt, der mit den Aren die Winkel &, &ı 
und 5 machen mag) in eine einzige vereinigt, diefe einzige mitt 
lere Kraft bee Größe und Nichtung nach ber. Sefammtdruck ifl, 
den die Bahn eben jetzt (d. h. zu Ende ber Zeit t) auszuhal⸗ 
ten bat. Weil aber die Gleichungen ber Bewegung (Os dei 
$. 46.) den eben fo großen Gegen:Drud Q der Bahn be; 
ftinmen, fo muß alfo nad) ($. 17.) 

f-cos& +P-cosp = —O-coss = X—Dd’x ) 
- (Dee | freosd! +P-cosp! = —0rcoss! = Y—d’y 
" f-cos &4P-cosp"'= —Qrcoss!!= 28° 
feyn *). — Aug diefer Eigenfchaft aber hätte man auch (ohne 


RR . l : 

*) Weil v und g an jeder andern Stelle der Bahn andere Werthe 

haben können und werden, fo wird auch die Eentrifugals Kraft an jeder 

andern Stelle der Bahn im Allgemeinen eine andere ſeyn, ja bei einer 

doppelt gefrümmten Bahn auch immer in einer andern Ebene; jedoch wird 
fie immer normal auf die Bahn wirken. 


*) Obgleich diefe Gleichungen (2) feffiehen und Feines weitern Bes 
weifes bedürfen, fo ift es doch nicht unintereffant, zu fehen, wie die Rech⸗ 
nung diefe Sleichungen a posteriori beftätigt. Betrachten mir bloß die 
erfiere diefee Gleichungen. — Weil die Kräfte P und T daffelbe leiften, 
was die Kräfte X, Y und Z, fo hat man nach (Anmerf. 2. zu $. 25.), wenn 
man alle Kräfte auf die Are der x proiisirt, und meil die Projektionen 
von Y und Z auf die Nichtung der X, der Null gleich find, 
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von der Betrachtung ber Kreis⸗Bewegung auszugehen) ben Des 
griff der Eentrifugal- Kraft f ableiten Fünnen. 

IV. Man kann aber ben Begriff der Gentrifagal Kraft auch 
auf die beiden Faͤlle ausdehnen, mo bie Bewegung bloß in einer 
gegebenen Fläche ſtatt finder, oder auch ganz frei il. Denkt 
man fich naͤmlich in beiden. Fällen die Bahn, welche ber Atom 
wirklich befchreibt, in einem Augenblick zu Ende der Zeit, ald 
wäre fie beſtimmt vorgefchrieben, fo würde fie in ber Richtung 
des Krümmungs- Halbmefferd o von der bloßen Gefchwindig- 


\ 2 
keit v allerdings den Normal⸗Druck f= * erleiden, welchen 


wir Centrifugal⸗Kraft nannten; und dieſe Kraft kann man auch 
in dieſen beiden Faͤllen noch Centrifugal⸗Kraft nennen. 

Weil aber in dieſen beiden uͤbrigen Faͤllen der Bewegung 
die Bahn nicht beſtimmt vorgeſchrieben iſt, fo würde dieſe Cen⸗ 
trifugal⸗Kraft den Atom aus ſeiner Bahn entfernt haben, wenn 
nicht in demſelben Moment die wirkenden Kräfte X, Y, Z, oder 


die an ihre Stelle getretenen Kräfte P und T der Nummer. 


(III.) binzugetreten waͤren, und dieſes Verlaſſen der Bahn vers 
hindert hätten, woozu jeboch nur die Kraft P allein beigetragen 


1) P.cosp-+-T-cosa = X. 
Yun ift aber 
2) (= 0-8 
ee’ 
alfo nach ($. 16. VII. Geom.) 
3) cat = x dx, 


dabei aber nicht bloß = = cosa, fondern auch nach ($. 38. II.) 


4)  A—=T. 
Subfitnirt man nun diefe Werthe in (3.), fo erhält man 
5) fecost = T-cosa — 8°x. 


Addirt man jett die Gleichungen (1. und 5.), fo erhält man die erftere 
der Gleichungen (2) unmittelbar. 

Und ganz auf analogem Wege beftätigen fich auch die beiden andern 
der Gleichungen (9) in der wirklichen Ausrechnung. / 
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haben kann, weil bie andere. Kraft T in ber Richtung der Tan⸗ 
gente nur bie Geſchwindigkeit ändert. Daraus folgt: 
1) Bei der Bewegung in einer gegebenen Flaͤche 
„0, muß bie mittlere Kraft, welche aus der Vereinigung 
der Eentrifugal- Kraft f-dt und des von X-dt, Y-dt, Zedt ber, 
rübrenden normalen Druckes P-dt. hervorgeht, genau der Druck 
R-dt feyn, welchen die Fläche L während der Bewegung in 
der Richtung der Normale erleidet; und da der eben fo große 
Gegen:Drud R-dt aus den Gleichungen der Bewegung (Cs 
bes $. 45.) gefunden wird, fo muß alfo, wenn mir die De 
zeichnung der (IIL.) beibehalten, feyn: 
fecos£ +P-cosp = —Recosi = X—8% 
(A)e+. | freost!+P-eosp! = —R-cosu= Y—d’y ) *) 
fecos &!.+P-cosp!!= —Recosv = Z—8°7 
Nimmt man die Aren OX und OY in dem Augenblick, 
wo bie Bewegung betrachtet wird, in der Tangential: Ebene ber 
Stäche L, und läßt man dabei OX mit der Tangente der Bahn 
zuſammenfallen, fo ift die Koordinaten: Ebene YOZ zugleich Die 
Normals&bene der Bahn, fo daß in ihr die Kräfte f, P und 
R liegen. Daher iſt dann S=in, p=in, A\=u=in, 
und bie erftere der Gleichungen (A.) ift identiſch O0. Die 
Gleichungen (A.) reduziren fi) nun auf bie beiben 
(B):«« | f-cosö!+P-cosp! = 0 | 
f-cos&'!+-P-cosp!= &R \’ 
während zu gleicher Zeit wegen cost = cosp = 0, 
cost? +cosd!? = 1 
(O | cosp'’-+cosp!? = 1 | 
und & der Neigungs: Winfel der Krümmungs: Ebene der Bahn 
gegen die Tangentinl- Ebene ift. 
Der erftern der Gleichungen (B) Tann man fich daher bes 
Bienen, um bequem biefen Neigungs: Winkel zu finden. 
If 


*) Diefe Gleichungen find zu gleicher Zeit durch diefelbe Rechnung 
noch einmal befätigt, welche in der Note zu (TIL) gegeben worden if. 
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Iſt P=0, fo wird cos! =0 und = 1m, Mi b. die 


Kruͤmmungs⸗Ebene fleht dann“ allemal auf der Tangentials Ebene 


ſenkrecht *). Diefe Eigenfchaft hat alfo die Bahn auf ber 
Flaͤche L nicht bloß dann, wenn gar feine Krafte wirkt ( ſo 
daß die Geſchwindigkeit konſtant, alſo beſtaͤndig der Anfangs⸗ 


Gecſchwindigkeit gleich ift), ſondern auch dann, wenn noch Kräfte 
wirken, aber bloß in der Richtung der jedesmaligen Tangente der. 


Bahn **), weil dann noch immer P = 0. ifl. 

Run läßt fich aber betveifen, daß die Kurve auf einer Flaͤche 
L ein Minimum oder Maximum der Länge bat. zwiſchen zwei 
gegebenen Grenz⸗ Punkten, ſo oft die Krummungs. ‚Ebene durchges 


*) Diefe Eigenſchaft kann man auch direkt ermeifen. Sind nämlich 
x, x“, x“ die Winkel, welche die auf der Srümmungss Ebene fenkrechte 
Gerade mit den 3 Aren macht, fo ſteht offenbar die KrümmungssEbene 
auf der Tangentials Ebene fenkrecht, wenn - 
1) c08x+cosi-H-cosx'» »cos ut cosn! con» = 0 


it. Diefe Gleichung (1.) muß alfo erwiefen werben. Nun hat man aber, 


wenn P=0 jr und bloß T wirkt, 


= Tecoso, Y= T-cosß, Z = T-cosy; 
alfo find die —— der Bewegung auf der Fläche L ($. 45.) jetzt 


2) dr = = T-cos«a-+R-cosı, 8y = T-cosß-+R-cosu, 
öz =T- c08y-4-R cos»; 


ferner ift nach — 16. VI. Geom.) J 
3) corx = w' (Ay Bee * cos x = 1 Orr , 
corx“ == W «(öx DPy3y:83). 


abſtituirt man aber dieſe erte flatt cosx, cosx’, cosx“ in die Gleis - 


Hung (1. I fo wird diefe zu erweifende Gleichung bie Form annehmen: 
4) (dy-8%2—d2-dy). cosı+-(Öz- -8°%x — dx+Ö?z)-cosu-- 
(öx-9°y—dy-8°’x).cos», 
und .diefe Gleichung zeigt ſich ſogleich als eine richtige Gleichung, fobald 
man flatt 8°x, 8°, 8°z ihre Werthe aus (2.) in fie fubfituirt, und fiatt 


cosa, cosß, cosy ihre Werthe *. 7. * ſetzt; denn fie wird dann iden⸗ 


th 0=0. — Alſo findet 35 ie a ) mit den Sleichungen (2.) zu- 


gleich ſtatt. 
*) Wie B. Reibung, Widerſtand der Zuft, u. dgl. 
I. J Li 27 ] 
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dends auf der Tangential⸗Ebene ber Flaͤche L ſenkrecht ſteht H. 
Alſo beſchreibt der Atom, auf welchen außer der Anfangs⸗Ge⸗ 
ſchwindigkeit entweder gar keine Kraͤfte wirken, oder auf welchen 
fortwaͤhrend nur Kraͤfte in der Richtung der Bahn ſelbſt wir⸗ 
ken, allemal eine ſolche Bahn, daß zwiſchen zweien ihrer Punkte 
ein Minimum oder Maximum der Laͤnge ſtatt findet, in Bezug 
auf alle nächft anliegenden Kurven, welche in derſelben Flaͤche 
L zwiſchen denfelben Grenz» Punkten noch liegen Tonnen. 

2) Bei der Bewegung in ganz freier Bahn muß die 
Eentrifugal» Kraft f- dt genau gleich und entgegengefegt feyn der 
Kraft P-de. — Es muß alfo ſeyn 


f=P 
£+p=n 
DI. p! = og ’ 
| Zip 


oder , 
f.cos£ -+P-cosp = 0 
fe cosö! +P-cosp! = 0 )**), 
f· cosä!-P-cosp!! = 0 


*) Wenn man fich nämlich die Aufgabe fiellt: die Kurve auf einer 
Fläche L iu finden, welche zwiſchen je zweien ihrer Punkte ein Minimum 
oder Marimum der Länge bat (unter allen nächften Nachbar Kurven in 
derfelben Zläche L zwiſchen benfelben Punkten), und diefe Aufgabe nad 
dem im ($. 56. Analyf.) angedeuteten Verfahren löſt, fo finden fich die 
 Differensials Gleichungen der Kurve fo, daß aus ihnen fogleich hervorgeht, 
wie die Krünmungs⸗Ebene der Bahn an jeder Stelle, auf der Tangentials 
Ebene der Släche L fenkrecht ſtehe. 

- **) Yuch diefe Sleichungen (D) beftärigen fich noch befonders aus ben 
jest fatt findenden Gleichungen der Bewegung, genau mittel der Rech⸗ 
nung in ber (Note zu DIE). Es findet fich nämlich dort unmittelbar 
1) f-cost-+-P-cosp = X— 8x. 
u. bier bei der freien Bewegung if 
x =X, al X—-Irx= 0; 
—8* wird auch die Gleichung (1.) jetzt 

3) f-cost-+-P-eosp = 0, 
melches die erfiere der Gleichungen (D) ifl. — Die beiden andern ergeben 
ſich b natürlich auf ganz analogem Wege. 
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Bei der freien Bewegung If alfo die Richtung ber Kraft P zu 


gleicher Zeit die Richtung des Krümmungs - Halbmeffers, fo daß 


der Mittelpunft in der verlängerten Richtung von P liegt. Der 
Krümmungss Halbmeffer der Bahn liegt daher allemal in ber 
Edene, welche die Richtung der wirkenden Kraft ꝙ (welche in 
P und T zerlegt worden ift) mit der Tangente der Bahn macht. 


Iſt dabei 6 der Winkel, den die Richtung der glein wirkenden 


Kraft ꝙ mit dem Krümmungs-Halbmeffer macht, fo iſt @-cos ⸗ 
die Kraft P; alfo ift auch, weil EP if, nothwendig 
3 


(E)- + - | * = 9:.c080. 


Mittel diefer Gleichung kann man die einzig wirkende Kraft 
o finden, wenn v, o und 9 befannt find *. 
Anmerf. Man vergleicht auch gerne die Eentrifugal: Kraft 
f irgend einer Frummlinigen Bewegung, gegeben durch bie Glei⸗ 
hung 
1) f= ” 
0 


mit der Schwere g, wie ſolche an irgend einer Stelle der Erd» 
Dberfläche gerade if. Man denkt ſich nämlich die Sall- Höhe 
h, welche ein, ohne alle Anfangs: Sefchwinbigfeit frei und ver: 
möge biefer konſtant gebachten Schwere g-dt allein herabfallen⸗ 
der Atom durchfallen muß, damit er gerade die obige Geſchwin⸗ 
‚bigfeit v erhalte; und man bat dann nach ($. 33. Anmerf.) 


*) Bei der Planeten Bewegung um bie Senne S (letztere als feſt 
gedacht) hat Newton aus ben Kepler'ſchen Gefegen, wie wir (&. 394.) 
gezeigt haben, und im folgenden (6. 49.) abermals zeigen werden, gefolgert, 
dag die Beivegung eine Eentrals Bewegung ift. — Aus der durch Beobach⸗ 
tungen befannten Gleichung der elliptifchen Bahn, konnte er dann den 
Krünmungss Halbmeffer g und den Winkel 6 finden; das Gefeg der In⸗ 


halte ($. 42., welches eines der Kepler’fchen Gelege ik) in Verbindung 


mit der Gleichung der Bahn gab dann die Gefchwindigkeit v, und aus dies 
fer Geſchwindigkeit v hat dann Newton zuletzt mittelt der obigen Gleis 
hang (E) die TentralsKraft 2, weiche den Planeten treibt und in feiner 
Bahn erhält, felbk noch ausgemittelt. Der folgende ($. 49.) zeigt in ſei⸗ 
ner erften Aufgabe, wie daffelbe Problem ans den beiden Gleichungen für 
Die freie Bewegung direkt geloſt wird. 

[27*]. 
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hends auf der Tangential⸗Ebene ber Flaͤche L ſenkrecht ſteht *). 
Alſo beſchreibt det Atom, auf welchen außer der Anfangs⸗Ge⸗ 
ſchwindigkeit entweder gar Feine Kräfte wirken, ober auf welchen 
fortwaͤhrend nur Kräfte in der Richtung ber Bahn felbft wir: 
fen, allemal eine folche Bahn, daß zwiſchen zweien ihrer Dunfte 
ein Minimum oder Maximum der Länge ftatt findet, in "Bezug 
auf alle nächft anliegenden Kurven, welche in berfelden Släche 
L zwiſchen denfelden Grenz» Punften noch liegen fönnen. | 
2) Bei der Bewegung in ganz freier Bahn muß die 
Gentrifugal- Kraft f-dt genau gleich und entgegengefegt feyn ber 
Kraft P-dte. — Es muß alfo ſeyn 
f{=P 
Ä +ry=n 
(D)-»- — g |’ 
. Eippli— 7 


f.cost +P-cosp = 0 
f-cosö! +P-cosp! = 0 \**). 
f-cost"!+-P-cosp!! = 0 


*) Wenn man fich nämlich die Aufgabe ſtellt: die Kurve auf einer 
 Stäche L su finden, welche zwiſchen je zweien ihrer Punkte ein Minimum 
oder Marimum der Länge bat (unter allen nächften Nachbars Kurven in 
derfelben Zläche L zwiſchen denfelden Punkten), und diefe Aufgabe nad) 
‚dem im ($. 56. Analyf.) angedeuteten Verfahren löſt, fo finden ſich die 
Differenzial⸗Gleichungen der Kurve fo, daß aus ihnen fogleich hervorgeht, 
wie die Krümmungs-Ebene der Bahn an jeder Stelle, auf ber Tangential⸗ 
Ebene der Fläche L fenkrecht ſtehe. 

) Auch dieſe Gleichungen (D) beſtätigen ſich noch beſonders aus den 
jetzt ſtatt findenden Gleichungen der Bewegung, genau mittelſt der Rech⸗ 
nung in der (Mote zu III). Es findet fih nämlich dort unmittelbar 


1) f.cost-+P-cosp = X — 8x. 
Aber bier. bei der freien Bewegung if 
. 2) x =X, alſo X—5%x = 05 


folglich. wird auch die Gleichung (1.) jetzt 

3) f-cost-+P-cosp = 0, 
welches die erftere der Gleichungen (D) if. — Die beiden andern ergeben 
fih natinlich auf ganz analogem Wege. | 


„ 
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Dei der freien Bewegung iſt alfo die Richtung der Kraft P zu 
. gleicher Zeit die Richtung bes Krümmungs- Halbmeffers, fo daß 
der Mittelpunkt in der verlängerten Richtung von P liegt. Der 
Krümmungs + Halbmeffer der Bahn liegt daher allemal in der 
Ebene, welche die Richtung der wirkenden Kraft ꝙ (welche in 
P und T zerlegt worden if) mit der Tangente der Bahn macht. 
Iſt dabei 9 der Winkel, den die Richtung der gllein wirkenden 
Kraft ꝙ mit dem Krümmung: Halbmeffer macht, fo iſt 9-cosd 
die Kraft P; alfo iſt auch, weil f=P if, nothwendig i 


| v? 
(E)- ++ | * = 9.c0sd. 


Mittelſt diefer Gleichung kann man die einzig wirkende Kraft 

op finden, wenn v, o und 9 befannt find *). 
Anmerk. Man vergleicht auch gerne bie Eentrifugal: Kraft 

f irgend einer Frummlinigen Bewegung, gegeben durch die Gleis 
ung 

1) | f= 7 
mit der Schwere g, tie ſolche an irgend einer Stelle der Erd» 
Dberfläche gerade if. Man denkt ſich nämlich die Sal: Höhe 
h, welche ein, ohne alle Anfangs» Sefchwindigfeit frei und ver: 
möge dieſer fonftant gedachten Schwere g-dt allein berabfallens 
der Atom durchfallen muß, damit er gerade bie obige Geſchwin⸗ 
digkeit v erhalte, and man hat dann nach ($. 33. Anmerk.) 


*) Bei der Planeten s Bewegung um die Sonne S (letztere als feft 
gedacht) bat Newton aus den Kepler’fchen Gefegen, wie mir (&. 394.) 
gereigt haben, und im folgenden (6. 49.) abermals zeigen werden, gefolgert, 
Daß die Beivegung eine Eentrals Bewegung if. — Aus der durch Beobach⸗ 
tungen befannten Gleichung der elliptifhen Bahn, konnte er dann den 
SrümmungssHalbmeffer g und den Winkel 6 finden; das Gefetz der In⸗ 
halte ($. 42., welches eines der Kedler’fchen Gefege ik) in Verbindung 
"mit der Bleichung der Bahn gab dann die Gefchwindigkeit v, und aus die⸗ 
fer Geſchwindigkeit hat dann Newton zuletzt mittelk der obigen Gleis 
dene (E) bie Eentral« Kraft 2, welche den Planeten treibt und in feiner 
Bahn erhält, ſelbſt noch ausgemittelt. Der folgende ($. 49.) zeigt in fei- 
ner erfien Aufgabe, wie daffelbe Problem ans den beiden Steigungen für 
die freie Dersegung direkt geld wird. 

[27*]. 
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2) ih. 
Aus (1. und 2.) erhält man aber dann ſogleich 
3) Ä i_ 
se 


d. 6. die Eentrifugal: Kraft £ verhält fich zur Schtwere g, wie 


dieſe doppelte Fall⸗Hoͤhe zu dem Krümmungs « Halbmeſſer. 





Vierter Abfchnitt. 


Verfhiedene Uebungs⸗Aufgaben zur Lehre der frummlinigen 
Bewegung eines Atome. 


$. 49. 
Zur Bewegung der Himmeléksrper. 


Erſte Aufgabe. Kepler hat aus den Beobachtungen der 


Planeten⸗Bewegungen folgende 3 Geſetze, nach ihm die Kep⸗ 


ler'ſchen genannt, abſtrahirt: 

1) Die Planeten⸗Bahnen find ebene Kurven, und der aus 
dem Mittelpunft der Sonne auslaufende Radius: Beltor bes 
ſchreibt Sektoren, welche mit den Zeiten proportional find. 

2) Die Bahnen der Planeten find Ellipfen, und die Sonne 
bildet den einen Brennpunkt diefer Ellipſen. 

3) Die Duabrate der Umlaufs⸗Zeiten verfchiebener Plane: 
ten verhalten fich wie die Würfel der (ganzen oder halben) gro; 
Ben Axen ihrer Bahnen. | 

Stellen wir und nun folgende Aufgabe: 


Ein Atom bewege ſich um einen feſten Punkt F/ (Sig. 14.), | 


der den Mittelpunkt der Sonne vorftelen kann, nach ben bei: 
den erſtern Kepler’fchen Geſetzen. Man fol die fetige Kraft 


9-dt ober 9 finden, ihrer Größe und ihrer Richtung nach, 


welche diefen Atom treibt, damit er gerade diefe Bewegung an- 
nimmt. 
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Es fey (Sig. 14.) AMBOD die elliptifche Bahn des Atoms, 
F! der eine Brennpunkt, AO!- 0/0 =a bie halbe große 
Axe der Bahn, wo dann A dag Perihelium (Sonnen-Nähe), 
O dagegen dag Aphelium (Sonnen⸗Ferne), fo wie a bie mitt: 
lere Entfernung genannt wird. Der Atom, beivege fich von 
A in der Richtung nach M bin; die Zeit t werde von dem Aus 
genbli am gerechnet, wo der Atom durch das Perihelium A 
geht, und fey = t, wenn er in M if. Es fey ferner Winkel 
AFM = 0 und FM=r (mo 9 bie wahre Anomalie ge 
nannt wird), fo ift die Gleichung diefer, durch dag zweite Kep⸗ 
ler’fche Gefeß bier gegebenen elliptifchen Bahn nach (Geome⸗ 
trie $ 8.) 


__ ar(l—e?) 
1) cm 1-Fe-cosd’ 
wenn e bie Ercentrigieät der Ellipfe bedeutet, fo daß 
a-.e = FO! 
iſt. 


Der in der Zeit dt von dem Radius · Veftor r beſchriebene 
elliptiſche Sektor iſt, wenn do ben in dieſer Zeit dt erhaltenen 
Zuwachs von 6 vorſtellt (fo daß man dA = 86 ˖dt hat) offen- 
bar, nad) (Geom. '$. 6. I, = ır?.d6, und da nach dem erften 
Kepler’fchen Geſetz diefer Inhalt mit der Zeit dt proportional 
feyn fol, fo hat man noch die Gleichung 

œ) r-d9 = c-.d der r-39 =c, 
10 c eine aus den Beobachtungen Teicht zu beftimmende Kon: 
ftante if, da fie allemal der Quotient aus dem doppelten Sek⸗ 
tor dividirt durch bie Zeit, alfo auch aus dem doppelten In⸗ 
halt der ganzen Ellipſe 2r-a?.Y1—e? durch die ganze Um⸗ 
laufs⸗Zeit T ift, fo daß man | — 
—X ————— Ned _ 2...yiZe 
erhält, wenn 


7) ı=m 


gefegt wird. 


- 
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Die Gleichung (=) kann nun fo gefchrichen werden: 
2) 27:80 = n-a!-VI—e?*) 


*) Es if nach ($$. 4. u. 5.) ber Qussient * die Geſchwindigkeit 


eines Punktes, welcher den Umfang 2x des Kreiſes, deſſen Radius 1 if, 
in ber Seit T gleichförmig durchläuft, alfo nach ($. 41. IV.) die Wins 
Fels Gefchwindigkeit eines fingirten Planeten, welcher mit dem wahren Pla⸗ 
neten aus dem Perihelio zu gleicher Zeit ausginge, zu gleicher Zeit dahin 
zurückkäme, dagegen feine Bahn gleichförmig im Kreiſe zurücklegen 
würde. Daber wird die Zahl n die mittlere Geſchwindigkeit ges 
nannt, fo wie n-t die mittlere Bewegung heißt. Es ift aber eigent- 
lich n-t die (wahre) Anomalie des fingirten Planeten, nämlich der in der 
Zeit t von feinem Radius «Vektor befchriebene Bogen, für den Radius 1. 
Der Unterfchied a —n-t ber (wahren) Anomalien 0 und net, des wahren 
und des fingirten Planeten, heiße die Bleichung des Mittelpunfts, 
und dieſe ift pofitiv von A bis O, aber negativ. von O bi8 A zurüd; d. h. 
von A nad) O hin ift der wahre Planet dem fingirten voraus, in O fals 
len fie beide wieder gufammen, und von O nach A bin bleibt der wahre 
Planet hinter dem fingirten zurück. 

Die Zeit der täglichen (fcheinbaren) Umdrehung des ganzen Himmels⸗ 
Gewölbes um die, Erde (d. h. die ganze Umdrehung der Erde um ihre Are) 
ift konſtant, daher als ZeitsEinheit zu gebrauchen. Wir nennen dieſe Zeit 
einen Sterntag. Aber eben fo if die Zeit, die verfließt, "bis die Erde 
in ihr Perihelium zurückkommt, ebenfalls Eonftant, und wir nennen fie ein 
Sternjahr. Da die Erbe, mährend fie fich um ihre Are dreht, su glei⸗ 
her Zeit fich um die Sonne herumbewegt, fo befchreibt die Sonne (ſchein⸗ 
bar) in der geflirnten Himmeld-Kugel eine Bahn (melche die Efliptif ges 
nannt wird, und melche die Lage. der Ebene der Erdbahn gegen die Fix⸗ 
ferne bezeichnet) von Weften nach Dften, d. h. der Richtung der täglichen 
Umdrehung der geflirnten Himmels⸗Kugel entgegen. Daher tritt die Sonne 
alle Tage etwas fpäter in den Meridian, als der Stern, bei welchen fie 
geftern ſtand; folglich if der wahre Sonnentag etwas länger als ber 
Sterntag. Diefe wahren Sonnentage find einander ungleich, einmal weil 
die Efliptid mit dem Aequator einen Winkel macht, und dann auch, weil 
die (fcheinbare) Bewegung der Sonne in der Ekliptik nach dem erfien Kep- 
ler’fchen Geſetze fich richtet, alfo ungleichförmig if. Denkt man fich aber 
eine fingirte Sonne in derfelben Zeit gleichförmig den Aequator durch⸗ 
laufend, im melcher die wahre Sonne die Ekliptik durchzieht, fo giebt 
diefe fingirte Sonne den mittlern Sonnentag (oder die mittlere 
Zeit), den wir in 24 Stunden, 24-60 Minuten, 24-60-60 oder 86400 
Sekunden zertheilen. — Diefe Sefunde mittlerer Seit, in fo ferne 
fie ebenfalls konſtant ift, nehmen wir nun bier als Zeit» Einheit. — -Der 
Sterntag hat nur 86164,09 folder Sekunden mittlerer Zeit, d. h. 
es ik 1 mittlerer Sonnentag = 1,0027379 Sterntage. 
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Dieſe zwei Gleichungen (I. und 2. ) ſind alſo dasmal voraus⸗ 
geſetzt. 

Zerlegen wir nun die gefuchte Kraft ꝙ in zwei Kräfte X 
und Y nach rechtwinklichen Aren, die wir durch F’ legen, und 
wovon wir die erflere mit PX zuſammenfallen laſſen wollen, fo 


daß die andere darauf fenfrecht ſteht; bezeichnen wir ferner bie 


rechtwinklichen Roorbinatens Werthe F/P und MP bezüglich durch 
x und y, fo daß man 
3) x= r-cosd und 4) = 2 reeind 
"bat, fo find die beiden Gleichungen ber Bewegung in der Ebene 
nach) ($. 41.) 
5) x X und 6) d2y V. 

Aus dieſen Gleichungen (1. — 6.) muͤſſen ſich nun X und 

Y als (explizite oder implizite) Funktionen von t finden laſſen; 


alfo if dann auch ꝙ ber Größe und Richtung nach gefunden. 


Die Rechnung erfordert theoretifch auch weiter nicht, als daß 
man aus ben legt erwähnten 6 Gleichungen 4 der Veraͤnderli⸗ 
hen x, y, r, 0, t eliminirt, und aus ben beiden übrig bleiben 
den Gleichungen X und Y. noch berechnet. 

Wie immer, fo erfordert aber auch hier die Ausführung ber 
Rechnung einige Aufmerkfamfeit, wenn fie nicht mit zu großen 
Schwierigkeiten verknüpft bleiben fol. Man muß daher hier 


von den beiden Gleichungen (5. und 6.) erſt nach ($. 41. u. ) 


die beiden Integrale nehmen, nämlic) 

(OO). vn ⸗ Zr (X-dx-+-Y«dy)-dt 
‘und 
(O y-ödxX—x-dy = SA-y—Yon)edt; - 


bann in biefen beiden Gleichungen, die flatt der (5. und 6.). ge 


nommen werden, die Polar Koordinaten einführen nach ($. 41. 
III.), fo.daß fie in 

CA) · Ver. Kl 2 in 5 27 DO Kr. m edt 
und 

(B) .. r . 20 = [(Y-x—X.y)- ‚dt 


übergeben; und leßtere Gleichungen (A. und B.) muß man nun 


ftatt der Gleichungen (5. und 6.) nehmen. 


⸗ 
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Die (B.) mit der (2.) verglichen zeigt ſogleich, daß Dir das 
integral zur Rechten in (B.) konſtant, alſo 


· Yı-ky=0,dh =] 


if. Weil aber < nach ($. 12.), abgerechnet vom (=) Zei⸗ 


chen, allemal die trigonometrifche Tangente des Winkels ift, den 
op mit der Are der x macht; und Z = 10 ift, fo zeigt bie 


Gleichung (C), daB jener Winkel = 0, dr = n—6 if; 
d.h. die Kraft ꝙ ift in der Richtung ded Radius⸗Vektor FM 
(enttoeder nach F' hin, oder von F’ ab wirfend). Die Bewe⸗ 
gung gehört alfo zu den im ($.-42.) betrachteten Eentral «Bes 
wegungen, tie wie dies auch dafelb in ber Note bereite auf 
demſelben Wege, wie eben bier, gezeigt haben. 

Daß aber die Kraft ꝙ nach F' hin (und nicht in ber ent 
gegengefeßten Richtung) wirken müfle, lehrt die bloße Anficht 


der Bahn, in fo ferne fie eine gefchloffene ift; alfo find 


n—0 mb An+0 
die Winfel welche die Kraft ꝙ mit den Aren macht; folglich 
ift auch 


X = 9.cos(n— 0) ='—9.c080 = _p— 


und Y= 9-cosant+0) = —gy-sind = I. 


Man hat daher 


X-&+Y-dy = tr, 


oder, weil ’+-y? = 1”, alfo x-dx-+-y:dy =r-dr if, 


X-d&x+Y-d%y = —g-2r. 
Die Gleichung (A) wird daher jegt 


., (D.:+ "= 1.830428 = —2f,.,gdnrdi; 


und biefe Gleichung muß alfo noch zur Beſtimmung von @, der 
Größe nach, dienen. — Differenziirt man aber diefe Gleichung, 
um das / Zeichen wegzumachen, fo erhält man 
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7) — dr —=18v?) oder gene —- vn, 
’ dr ’ 
fo daß alles jegt nur noch darauf ankommt, aus ben durch bie 
Kepler’fchen Gefege gegebenen, und hier vorausgeſetzten Gleis 
chungen (1. und 2.) bie Geſchwindigkeit v(ür ausgedruͤckt) 
zu finden. 
Schreibt man aber die Gleichung (1.) fo: 
8) 1 _ — IHe cos 0 
r a-(1—e?)’ 
und bifferenzlit man fie jetzt, fo erhält man 
9 ) Or _ & sin 0-00 
Tr  a(l—e)‘ 
Eliminirt man nun aus den Gleichungen (1. oder 8., 2. u. 9.) 
und ber nachfichenden 





10) v = 12.90?-+Ir 
ſowohl 0 als aich 80 und Or, fo erhält man 
Dr u nat 
Diefe Gleichung tach x differenzürt, giebt dann fogleich 
Da 
- vo, = 5 





alſo daß nah (7., 
(F).+« $-= * = PR · . 9— 


7Ta nr 
gefunden iſt *). | | 
Daͤchte man ſich einen zweiten Atom nach denſelben zwei er⸗ 
ſtern Kepler'ſchen Befegen fi) um Fe herum bewegend, wenn 
auch in einer andern Ebene; und fände man bei Wergleichung 
diefer beiden Bewegungen, daß auch Ir das dritte Kepler; 


ſche Geſetz ftatt finde, nämlich baf „ in beiden Bewegungen 


’ 
*) Die Kraft p alf, welche unter den hier gemachten Vorausſetzun⸗ 
gen den Planeten in feine Bahn erhält, ift allemal gegen die Sonne ges 


richtet, und ift mit demumgekehrten Quadrat der Entſiuuas r von der 
Sonne proportional. 





N 


/ 


\ 


/ 
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einen und denfelben Werth bat, fo würde aus der Gleichung 
(E) folgern, daß in gleichen Entfernungen von F', beide Atome 
von einer und berfelben Kraft p in ihren Vahnen erhalten wuͤr⸗ 
den *). 


GSetzte man 
11) n?.a®, oder An? 2 = u, 
fo wäre | | 
(G)«+« 9 == = 


und / wäre Diefe Kraft p in der Einheitd-Eutfernung (für 
r=1); und der Werth von m bliebe alfo in beiden’ Bewe⸗ 
gungen ein und derfelbe **). 


*) Für die Bewegungen der verfchiebenen Planetn um bie (als ru⸗ 
hend gedachte) Sonne, gebt alfo aus dem dritten Kepler'ſchen Geſetze 
bervor, daß fie alle durch eine Kraft In ihren Bahnm erhalten werden, 
welche in der Einheits-Entfernung von der Sonne ane und biefelbe if, . 
nach dem Quadrat der Entfernungen aber abnimmt. 

**) Man nennt diefe Kraft, mit welcher die mareriellen Atome in ber 
Natur gegen einander getrieben werden, und welche m umgekehrten Ders 
hältniß des Quadrats der Entfernung flieht, die algemeine Attraktion 


oder Anziehung, auch die allgemeine Schwer. — In ſo ferne ein 


Atom B auf der Erb» Oberfläche von jedem Atom des ganzen Erd Körs 


"pers nach demfelben Gefege, nämlich nach dem ungelehrten Quadrat der 


Entfernung, angesogen wird, fo kann man nach ($ 17.) die einzige Kraft 
finden, der Größe und Richtung nach, welche daffebe leitet, ald alle dieſe 
unendlich vielen einzelnen Kräfte, die auf den Stom B 'wirken. Diefe 
mittlere Kraft giebt die allgemeine irdifche Shwere für den Atom 
B an diefer Stelle ber Erd⸗Oberfläche. Ran findet fie: 

1) Für den Sal, daß die Erde eine vollfoimene und aus homogen 
eoncentrifchen Schichten befiehende Kugel if, de Richtung nach mit dem 
durch B gehenden Radius der Kugel zuſammenfaend, der Größe nach aber 
genau fo, wie wenn alle Atome der gefammten (rds Kugel in ihrem Mit- 
telpunfte vereint wären. Diefe allgemeine Schwee ift daher für jede Stelle 


der Erd Kugel-Dberflähe eine und- diefelbe. 


2) Für den gall , daß die Erde ein Ellipfid ift, welches durch Um⸗ 
drehung € einer, wenig vom Kreife verfchiednen Elipfe um ihre Heine 
Are entfieht (mo denn die Heine Are der Elliſe die Entfernung der beis 
den Pole, die. große Are dagegen ber Durchmſſer des Aequators wird), 
welches jedoch auch aus concentrifchen homogener (ellipfoibifchen, ähnlichen) 


® 
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Nehmen wir. nun bie gerade umgekehrte | 
Zweite Aufgabe. Ein Atom bat an einer Stelle A, in 


Schichten beftehend gedacht wird, findet fich diefe allgemeine Schwere, des 
ren Richtung inımer mit der Normale (an das Ellipfoid) zufammenfallend 
gedacht wird, vom Pol nach dem Aequator hin (in den einzelnen Parallels 
Kreifen) abnehmend, fo daß, wenn fie im Pole durch G, in dem Parallels 
Kreife, deffen Breite w if, durch G’ bejeichnet wird, man hat 

1) | G’ = G-(l— ur cosy?), 
alfo daß am Aequator, wo 060, dieſe Schwere = G-(1— 4) = I -G 
iR. — Au der Zreite, deren Sinus = y} if; findet fich diefe allgemeine 
irdifche Schwere genau fo, wie wenn die Erbe eine volllommene Kugel 
wäre, deren Halbmeffer mit dem Halbmeſſer des Meridians zufammenfällt, 
und auf deren Oberfläche der Atom B gedacht wird. 

‚ Unter Halbmeſſer des (eliptifchen) Meridians verſteht man aber den 
Halbmeffer eines Kreifes, der mit dem Meridian einerlei Umfang hat. Zür 
unfere Erde bat man gefunden, Halbmeſſer des Aequatord — 3271691; 
‚ Halbe Erd⸗Axe = 3260964; Verhältniß diefer beiden 30523045 Halbmeſ⸗ 
fer des Meridiand = 32663305 alles in Toiſen ausgedrückt, während 1 
Toife = 6,21002 preuß. oder rhnl. Fuße ift. 

Die auf diefem Wege gefundene Kr G’ für die Breite w iſt jedoch 
nicht die Schwere, mie fie fih bei dem Sal der Körper, bei Pendel 
Schwingungen, bei dem Gerichte der Körper, überhaupt bei irdifchen Er⸗ 
fcheinungen ausweift, fondern legtere ift noch Eleiner, wegen der Umdrehung 
der Erde um ihre Are, welche in jedem Sterntag, alfo in 86164 Sekunden 
mittlerer Zeit, einmal ganz vollendet wird, und wodurch auf jeden Parallels 
Kreis, deffen Radius r if, jeder Atom auf der Erd⸗Oberfläche nach ($. 48. 
II.) eine Eentrifugals raft £ erhält, in ber Dichtung (Big. 39.) BD’ dee 
verlängerten Radius BD=r, fo daß 

An?«r 
f= 7 
if, wenn ıT die Länge des Sterntags, alſo 86164 Sekunden mittl. Seit, und 
r den Radius des Varallel-Kreifes in preuß. (rhni.) Zußen ausdrückt. 

Weil aber bei der Beſtimmung diefer EentrifugalsKraft die Erbe als 
eine Kugel in Rechnung gebracht werden kann, deren Halbmefler R der 
Snalbmefler des Meridians feyn mag, fo daß R == 20284000 preuß. (rhnl.) 
Fuße ift, fo bat man, menn „ die Breite des Parallels Kreifes BD uprfellt, 
die vorſtehende Centrifugal⸗Keaft £ fo: 
2) = tr R-eosy nt, wo x = 3,14159- ++. 

Denkt man fich nun in dem Drie B einen Heriiont Hih, und verlegt 
man diefe Eentrifugals Kraft f, welche die Richtung BD’ hat, in die bei⸗ 
den Geiten- Kräfte f-sinw in der Richtung BH, und f-cosyp in der Rich 
tung BB’, welche Ietstere der Richtung der Schwere,genau entgegen wirkt, 





\ 


— 


Dieſe Kraft p ift in der Entfernung r von S allemal = — 


% 


. 
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einer gewiſſen Richtung AD (Fig. 35.) eine gewiſſe Anfangs⸗ 
Geſchwindigkeit v, und wird außerdem von einer Kraft ſtetig 
und zu jeder Zeit nach einem feſten Punkte S bin getrieben. 
’ - 
.r’ 


fo wird offenbar die allgemeine irbifche Schwere in B vermindert erſhei 
nen, und zwar um das Theilchen 
In? Rec? 
T? 


welches mit dem Quadret des Koſinus der Breite im’ Verhältniß ſteht, 
ſo daß dieſe Verminderung im Aequator am größten, im Pol dagegen Null 
iſt. — Iſt alſo G die allgemeine irdiſche Schwere an dem Orte B, 
und g die bei den Beobachtungen irdiſcher Bewegungen (an demſelben Orte 
B) wirklich in die Sinne fallende Schwere, fo hat man 


4n?+R:» cos y* 4n?+R-cosy? 
2 nn * = .(1- m) 


en R mo alles bekannt if, fobald man im Nenner 


hatt G’ das aus 18 Denbeir Beobachtungen (&.$.51.) genommene und nur mes 
nig von G’ verfchiebene g ſelbſt fest), und man findet dann flatt der @) 
Diefe andere Gleichuug 


4) g= @- (1 205-c0y) =G. (1 ren). 








GSetzt man hier ſtatt G’ feinen Werth aus (1.), fo ergiebt fich, wenn man 


das Glied is+zis-cosy* außer Acht läßt, 

6) gm G-(l— cos y?), 
no G die allgemeine irbifche Schwere am Pol, g aber die bei irdifchen 
Bewegungen in der Breite w, wirklich in die Sinne fallende Schwere, die 
man auch die Örtliche nennen Eönnte, bedeutet. — Ju diefem Verhält⸗ 
niß (6. 3, aim alfo die örtliche Schwere g vom Pol nach dem Aequa⸗ 
tor zu a 

Geſchähe die Umdrehung der Erde um ihre Axe ſchneller, ſo könnte 
bald die Centrifugal⸗Kraft ſo anwachſen, daß ſie, am Aequator, der allge⸗ 
meinen irdiſchen Schwere gleich würde, ſo daß im Aequator die Materie 
auf der Erd⸗Oberfläche aufhören würde, Schwere zu zeigen; und zwar 
würde dies eintreten, ſobald dieſe Umdrehung 17 mal ſchneller vor ſich 
singe, als dies der Fall if, 

Umgelehrt ik es höchſt wahrſcheinlich, wenn nicht ganz gewiß, daß ge⸗ 
rade die EentrifugalsKraft Urſache iſt von der Abweichung der Erde (und 
der Planeten überhaupt) von ihrer (anfänglichen) Kugelgeftalt, in fo ferne 
die flüffigen Theile der größern Eentrifugals Ksaft am Aeguator nachgeben 
mußten (f. den. dritten Theil). 
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wo w einen fonftanten (von t unabhängigen) Werth haben ſoll. N 
Man fol diefe Bewegung näher beftimmen. 

Auflöfung Diefe Aufgabe ift nur ein noch hpeiellerer 


Fall der im ($. 43.) bereits betrachteten ſpeziellen Central⸗Be⸗ 
megung; es ift nämlich jet das dortige 


| F, =yo= 5 
fo daß jet 


SF d=—-, alte f. m u 


if. Man bat daher hier fogleich die beiden eteal-Slacun 
gen der Bewegung 


(Od vvoder Br. — Va 
und | | | 
(O · .. ra. 20 ⸗ ec, 
wo bie Konſtante c bereits in der Note zu ($. 42. I.) ihre Ber 
flimmung. gefunden bat, nämlid) ce = dv -r!-sin(O'Fa)*). 
Um die Gleichungen (O und CO) noch einmal zu integriren, 


eliminire man aus ihnen t nad) ($. 18. Analpf)ı indem man 
nämlich mer 


3% flatt 3 (oder 86) 


und er , fatt Or (oder or) 


fubftituirt, va aber dt, eliminirt. Dies giebt 
1) © Ar) = = rn ea: +2 e). 


*) Die Gleichung (0 felbft giebt überdieß, wenn man links und 
rechts die Integrale nach- allem t nimmt, noch 
2xSelt-ASM = c-t, 
alfo _ 2x ee: ASM 
wodurch c auf's neue befiimmt if, wenn nur für irgend eine Zeit t der 
Inhalt des Sektors ASM gegeben IR, oder berechnet werden Kann. 


j » 
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Aus dieſer Gleichung findet man dry, alfo auch 80. in r ausge 
drückt, auf algebraifchem Wege, und hat dann fogleich O iur. — 
Es ift aber bequemer einen neuen Veraͤnderlichen o einzuführen‘ 
mittel der Gleichung | 

Op 4 


1 
2) = —, ſo daß nn = — 
) ı=7 fo daß Ar a3 
wird. Nach Subſtitution dieſer Werthe geht bie Gleichung (1.), 
wenn noch | 
3) — ol | 
gefegt wird, über in | 
| (dp -re)) = J 
und giebt, wenn man fie nach do, oder —— 50. algebraifch auflöft, 


C 


0, — ie, 
Ve — ae) + Burg - ciret 


oder 
c 


0: — N d , 
V (0? — 2ue)) + 24-0 —c? .g? e 


wo w eine noch zu beftimmende Konftante iſt. Diefes integral 
zur Nechten wird nun nad) ($. 32. IL. Analyf.) gefunden, und 
liefert 
06 —- —— 
008 VE 


oder, wenn man ſtatt 0 feinen Werth 4 aus 2) ſubſtituirt, 


1 
— ⸗ 2. 
en 


cos — 0) = Var a — , 


d. h. wenn der Ritz wegen. 
0. 78 + = 
gefeßt wird, | 





5.49, Berfhiedene Uebumgd-Mufgeben. 431 


oo TE 
5) — I.re:00s(0—0) wL | 

und dies it die Sleichung bee Bahn zwiſchen ben Polar» Koor: 

dinaten 0 und r. 

Die Konftante o Fann daburch beſtimmt werben, daß man 
in diefer Gleichung 0 und r’ flatt 9. und r ſchreibt. Man 
mache dann in der Figur (Sig. 35.) W. XISZ = o, führe neue 
rechtwinkliche Koordinaten⸗Axen "tin, von denen SZ die eine iſt, 
die andere aber durch 8 hindurch geht und auf SZ fenkrecht 
ſteht, begeichne die neuen Koordinaten Werthe, auf diefe neuen 
Axen besogen, durch x! und y', fo daß man 

6) r. cos () - )—x und rein (d—uo)—= yl, 
alfo 
7) r = Vi? + y?% 
‚ bat; und die Gleichung der Bahn wird dann 
‚8) "+ y?pu?:(1— e?)- 1? — 2uect-si—c! = 0, 
Dies ift aber die Gleichung einer Parabel, Hyperbel ober El⸗ 
lipfe, je nachdem e=—=1, oder e>1 oder ®<I1, d. h. je 


nachdem 119 > 2 iſt; und es hängt alfo von der (Anfange:) 


Geſchwindigkeit v, der (Anfangs⸗) Entfernung r', fo wie von 
der Sintenfität uw der ftetig wirkenden Kraft (in der Entfernung 1), 
aber nicht von der Richtung der Anfangs: Gefchwindigfeit 
ab, ob die Bahn parabolifch, hyperboliſch oder elliptiſch wird. 
Segen wir voraus eine elliptifche Bahn, alfo r!-0? <2u, 
oder e? DI, alfo aud) e<1, weil wir e pofitiv gedacht ha⸗ 
ben, fo kann man noch die nähere Lage diefer Ellipſe fuchen. 


Da die Gleihing (5.), menn man in ihr aus (6.) z ſtatt 


cos (0- w) feßt, r in x! rational giebt, fo iſt nach (Geom. 
$. 8. V.) S einer ber Brennpunfte der Ellipſe. Diefe Gleichung 


*) Eigentlich witd der Nenner = 1—e-cos(d— w); denkt man fich 
aber o-+n flatt w gefest, fo geht derfelbe in I-He-cos(A— o) über. Die 
willkührliche und noch su beftimmende Konftante kann aber auch in der Form 
on eingeführt werben. 
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5.) giebt aber auch noch den Eleinften und größeften Werth 
von r, wenn cos(d—o) = +1 oder = —LH, alfo wenn 
0—o =0 ober d—u=r wir. — Peridelium und 
Aphelium biefer Bahn liegen alfo in ber durch die Konftante 
w beftimmten Are SZ, auf beiden Seiten von S, und d—o ifl 
die wahre Anomalie. Diefer Eleinke und .größte Werth von 


r findet fich aber bezüglich ——— und = 5 


bie Summe beider iſt — —5 und dies iſt die große 
Are der Ellipſe. Bezeichnen wir ſolche durch 2a, fo bat man 


) 2 — —, de Ze aloe 

) a= nd)’ oder 7 = a-(l—e?) 
Subtrahirt man obige Heinfte und größefte Werthe von r von 
einander, fo erhält man mit Zuziehung ber (9.) das Reſultat 
2ae; alfo ift ae die Entfernung des Mittelpunftes der Ellipfe 
dom Brennpunkte S, und e bie Ercenteigigät dieſer Ellipſe. — 


Setzt man endlich dieſen Werth von & in bie Gleichung (5.) 


der Ellipfe, fo geht folche über in die Form 

a-(1— ee) ' 
1-++e-cos(d— w)' 
Alfo Hat man nun, wenn nur dv, r! und u befannt find, die 
Größe und Lage der Aren diefer elliptifchen Bahn, ben Eleinften 
und größeften Abftand des bewegten Atoms von S, alfo auch 
die Lage des Peribelium und Aphelium, fo wie bie Gleichung 
diefer Ellipfe in befannter Form gefunden: 

Die Gleichung (O) giebt die Geſchwindigkeit an jeher Stelle; 
weil aber die Gle hungen (4. und 9.), wenn man aus ihnen 


10) | r= 


O eliminirt, und — _ Rate: e! fchreibt, 


”— 2 = du = — 


»|* 


geben, fo geht die Gleichung (O) über in 
11) 





. 


und r, welche tin r, alſo auch r in tliefert. 
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> „ = (2-4). 
Die Gleichung (C) giebt aber = 5. alſo = = =; 


feßt man daher flatt r feinen Werth aus 0), fo hat man * 
gleich t in 9, alſo auch 6 in t. 

Eliminirt man aus (O und O 88, fo befommt man auch 
noch eine Sleichung zwiſchen Or und r, alfo auch zwiſchen dt, 


14 


%' 50. 
Zur Ballikik. 
. Vorerinnerung. 


_ Dögleich ein Planet einem Körper gleich geachtet werden Tann, wel: 
cher zu irgend einer Zeit mit irgend einer Gefchwindigkeit: in irgend ‚einer 
Richtung ausgeworfen worden üft, fo unterfcheidet fich doch die „Balliſtkk,“ 
oder „die Lehre der gemworfenen Körper‘ dadurch mefentlich von der Bewe⸗ 
gung der Planeten, daß der Planet von der allgemeinen Schwere (Attrak⸗ 
tion) beftändig nach der Sonne getrieben wird,- und die fletig mirfende 

Kraft mit der Entfernung von der Sonne fich ändert, während die Kraft, 
welche die auf der Erde gemorfenen Körper treibt, nämlich die Örtliche 
Schwere, immer konſtant und parallel mit ſich wirkend augenommen wird. 
In der Anwendung macht. der (bedeutende) Widerſtand der Luft (und auch 
die Reibung ber in der Regel fich drehenden Kugel mit. der Luft) das Pros 
blem der. Balliſtik viel fchiwieriger als dad der Planetens Beivegting, fo daß 
bis jest die cheoretifchen Mefultate der Balliſtik nur in ſehr engen 
Grenzen mit den Erfahrungen in Uebereinſtimmung haben gebracht werden 
können. Wir betrachten aber nichts defto weniger einige hieher gehörige 
Aufgaben, theils um mehr Beifpiele gu unferer allgemeinen Theorie der 
Bewegung gegeben su haben, theild auch, um dem Anfänger su zeigen, auf 
welche Schwierigkeiten das Problem ber Balliſtik zunächſt ſtößt. 


Erſte Aufgabe. Ein Atom wird (Fig. 34.) mit. ber Ges 
ſchwindigkeit v in der Richtung AD ausgeworfen, feine Bewe⸗ 
gung zu beftimmen (dies ift die im Deifpiel zu $. 41. bereite 


gelöfte Aufgabe). 


Es ſey AX horigontal, AY vertikal, W. DAX = =, ®. 
DAY=b, fo hat man, wenn g-dt die Schwere, x und y die 
Koordinaten deg Atome gu der Zeit t find, und in A, t=0 ger 

L [281 | 
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dacht wird, nach ($. 41.) bie beiden Gleichungen der Bewe⸗ 
gung, nämlich ‚ | 
r=0 mb Gym —s, 

welche, gehörig integrirt, nach und nach 

| dx = d-cosk, ödy = v-cosb—g-t, 
und 

l)ı> v t· co⸗g, 2) y- = v ⸗ eig: tꝰ 
geben. Wenn man nun t aus letztern beiden Gleichungen eli: 
minirt, fo erhält man noch die Gleichung ber Bahn 





— „.cosb & .x2 
Jr ——— 

oder | 
| . 8 2 
3) y- — x ga — er x ’ 


wo ige flatt x-tg@ gefchrieben, oder, was in der Mech 
nung denfelben Erfolg hat, a negativ in Rechnung gebracht ver: 
den muß, fo oft die Anfangs- Richtung AD, nicht, .. twie in der 
Figur, nach oben: fondern nach umten zu geht. — Diefe Glei- 
hung (8) iſt die Gleichung einer Parabel. — Das integral 
($. 41. 0) giebt noch die Sefchwindigfeit 
4) RE y, oder vol y*. 
Altes. dieſes iſt bereit im (Beifpiel zu $..41.). zu finden. 
Eliminivt man die Höhe y aus (2. und 4.), fo erhält 
man die End ⸗Geſchwindigkeit v auch in die Zeit t ausgebrückt. 
— Eliminirt man aber die. Höhe y aus ca und 4.), fo erhält 





x) Weil dieſes Integral ($. Al. II. ©) alfo ($. 38. O) ſtatt findet, 
fo gelterr für diefe Flug⸗Bahn alle die im ($. 39.) gezogenen Solgerungen, 
namentlich: - 

1) In gleichen Höhen hat der Atom beim Steigen und Sallen eine 
und dieſelbe Gefchwindigkeit. 


2) Das Integral Sa v.dt, oder . v· ds für die beſchriebene 
Bahn if Fleiner, als bei jeder andern nächſt anliegenden Bahn, welche der 


getvorfene Atom’ zwifchen den zu t= 0 und t—=t gehörigen Grenz Punk: 
ten hätte befchreiben mögen. | 
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man auch die Geſchwindigkeit v in die borigontale Entfernung x 
. ausgedrückt, nämlich - 
. j 2 IN. 

WIN man die horigontale WurfrWeite AE= x finden, 
fo fucht man aus der Gleichung (3.) der Bahn den Werth r 
von x, welcher zu y-0 gehört. Die Gleichung (3.) geht 
alfo jegt über in 

—R 1sa— ©, _ 

und giebt die Wurf⸗ Weite 


6) y-® -sind-cosl _ Brreindg 
5 6 
Der Winfel a heißt der Elevations. Winkel, und bie Wurf— 
Weite AE waͤchſt alſo mit dem Elevativns⸗Winkel, hat aber 
ihr Maximum erreicht, wenn der Elevations WinkelAbo ge⸗ 
worden iſt. Je groͤßer der. Elevations⸗Winkel ia über. 450 wird, 
defto: mehr nimmt die Wurf⸗Weite wieder ab: Uebrigens ver⸗ 
halten ſich die Wurf⸗Weiten, unter ſonſt gleichen Umſtaͤnden, 
wie die Quadrate der Anfangs⸗Geſchwindigkeiten. — Die Ge⸗ 
ſchwindigkeit in E ift, wie big in A. 

Sol die größte Höhe BC des Wurfes befunden werben, fo 
ſucht man ben Werth AB == x' von x, ‚ober den Werth. g dont, 
für weichen y ein Marimupm;, ‚alfo 9,5. 0. ober — B. J. 
3 wird (vgl. Analyſ. Ho 66.). Die Gleichung) gieht 


aber, nach x differenzürt, BT 


. . 2 
[20 ir .. Pi J e3 0% * 


&,- Suchte man die Zeit! um ven A bis-E gu kommen, fd iäßte 
man aus (1.) den Werth von t.fwehen, der ga x er = AH gehörss und 


man wurde finden, daß dieſe Zeit rin ig, und inwar dieſelbe, die 


ein in der Richtung AB geradlinig und gleichförmig mit der Befiwtitilg- 
keit v-cosa fich- bewegenden Atem gebrauchen würde,ꝰ um von A DIR -E Au 
gelangen. land rn 
| [28*] 


ar 


AR: *); a 








& 
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J— | F | 
9? cos * "x ‚ 
während bie (2.), nach t differenzürt, 


day — vcoeb —t = ve⸗ina — 8t 
giebt. Man hat daher ſowohl 


— Iga— 


| = πναä 
als auch 0 v-sina—g-tl; 
und man erhält die horizontale Entfernung x! der größten Höhe, 
N 7) le 9’. sinn. cos a — 30? · cein da — AB; 
& 6 


und bie Zeit ti, in x welcher der Atom auf ie 0* Hoͤhe 
ſich befindet / if. 
8) Eu en | 

. Hätte‘ man aber t! allein gefunden, » wuͤrde die Sleichuns 

‚(4.) 2° dazu geliefert haben. — . 

Die größte Höhe: BC =. y findet mean nun aber enttveber 
als den. Werth von y aus (2), der zu dem Werthe 11! ge 
hört, ober aus (3.) als ben Werth von y, ber zu x.=.g ge 
hört. : Jedesmal findet ſich aber dieſe groͤßte Hoͤbe 


m. ‚ 
gl. —, | 
u) Be y. 7 : BC. ' 


Die größte Höhe wächft alfo mit dent Elevations⸗ Winkel fort⸗ 
waͤhrend, bis letzterer 90° geworben iſt. Und unter ſonſt glei⸗ 
chen Ihuftänden verhalten ſich die groͤßten Höhen wie bie Qua⸗ 

drate der Anfangs» Gefchwindigfeiten, . 

Vergleicht man aber (7. unb 6.) mit einander, fo- bemerkt 
man fogleich, daß AB AE, b. h. daß bie arößte Höhe fich 
in in ber halben Wurf: Weite befindet. 

. Sa. ber. größten Höhe C der Bahn. if,-weil basın 9. 0 
ſeyn muß, die Richtung der Geſchwindigkeit v horizontal. Die 
Gpoͤße: 9! dieſer Geſchwindigkeit findet ſich aber nach (4 > aus | 
der Gleichung 


being 





| 
w | | 
1. Ä - 
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= v0? — 2g.y}, 
alfo daß 
10) | v v⸗cosa, 
d. h. fo wird, wie die horizontale Seiten⸗Geſchwindigkeit zu je⸗ 
der Zeit t iſt (in ſo ferne man dx = v-cosa hat). 
Nimmt man CX/ und CX! auf einander fenfrecht als neue 

Koordinaten Aren, und fegt man 

| EP=x m PM=/yı, ’ 
fo finden zwifchen x und x‘, y und y’ bie Gleichungen 

— Bt_cop - md _ 1. 
= 28 . “ 
9°. sing: cos 
ſtatt. Subftituirt man nun diefe Werthe ftatt y und x in die - 
Gleichung (3.) der Bahn, fo erhalt man die neue Gleichung 
der Bahn, 
11) y” — wre, 

woraus erbellet, daß C der Scheitel, CX! ber Haupt: Durch: 
mefier ober die Are der Parabel ift, und daß, der Zweig der 
Parabel im Auffteigen (ber auffleigende Zweig) dem Zweige 
beim Herabfallen (dem berabfallenden) congeuent if. De 


Parameter dieſer Parabel if dabei Ze 


Nennt mean den Winkel; welchen die Tangente der Bahn in 
E mit dem Horisonte macht, ben Einfalls:Wintel, fo geht 
aus biefer letztern Betrachtung hervor, daß der Einfals- Win- 
kel bei biefer parabolifchen Blugs Bahn allemal dem Elevations- 
Winkel a gleich iſt. 

Sol der Wurf durch einen Punkt F hindurchgehen, deſſen 
Weite AFR,—=x, und: Höhe FF, = y, gegeben find, fo müf- 
fen dieſe Werthe x, und yı ſtatt x und y indie Gleichung 
. (3.) der Bahn fubftituirt, dieſe ſZleichuns identiſch machen. Es 
muß alſo dann ſeyn 


und x. AB-MP = — | 


\, 
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12) yı = DEI I Sua Teer ar | 

Diefe Gleichung muß daher zwiſchen dem Elevationd - Winkel 
/a und der Anfangs + Gefchtoindigfeit v ſtatt ‚finden, damit der 
Wurf gerade durch den Punkt F gehe. 

Setzt man die Anfangs Gefchtindigfeit v (melche bei'm Ges 
ſchuͤtz von der Ladung abhängt) ale gegeben voraus, fo kann 
man ben Elevationd: Winkel a aus biefer Gleichung (12.) Dazu 


finden. Wird nämlich) \ 
ig _ p, alſo — * seca’ = Ip 
gefegt, fo geht bie Gleichung 2.) über in | 
3) 0 o ya arm); 
und diefe giebt ‚ nach p aufgelöft, 
DEZE air FEeTZERS 


14 oder = 
)p de ga — 
Diefe beiden Werthe von iga find imagindr, wenn 
u - 28 · vꝰ · y. ⸗ gꝰ· x.⸗ 


negativ wird; ber Punkt F Tann alſo dann mit dieſer Ans 
- fange» Gefchwindigfeit v gar nicht erreicht werben; fie find ein- 
ander ‚gleich, wenn | 

35) 0° — 26. .yı—g x —=0 
it und dieſe Gleichung giebt, wenn man x, und yı als ver⸗ 
möge biefer Gleichung (15.) sufammengehörige aber fonft belies - 
bige Koordinaten. Werthe ſich denkt, alle Punkte F in der Ver⸗ 
tifal» Ebene, welche bei diefer Anfangs: Gefchtwindigfeit v gerade 


a2 
noch (mit den durch die Gleichung (ge — Fr gegebenen Ele: 
’ 1 


vations⸗Winkeln) erreicht werden koͤnnen. Fuͤr alle Punkte F, 
welche innerhalb dieſer durch die Gleichung (15.) gegebenen 
Grexnzlinie ‚liegen, if der Radikand 9° — 2g-1?-y,—g?.x,? in 
(14.) pofitiv, alfo tga reell aber zwei⸗werthig; und: es kann 
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alſo jeder dieſer Punkte mit derſelben Anfangs⸗Geſchwindigkeit v 
unter zwei verſchiedenen Elevations⸗Winkeln getroffen werden *). 

Stellen wir nun die zuſammengeſetztere 

zweite Aufgabe; naͤmlich genau wiederum die erſte, je⸗ 
doch unter der Vorausſetzung, daß die Luft im Verhaͤltniß des 
Quadrats der Geſchwindigkeit, der Bewegung Widerſtand leiſte, 
ſo daß alſo eine Kraft = u-v? = u-ds? (mo u nad) t kon⸗ 
flant ift) in Rechnung gebracht werden muß, der jedesmaligen 
Kichtung der Bervegung genau entgegen. | 

Die Kofinuffe der Winkel, welche dieſe Kraft u+v? oder 
w+ds? mit den Aren AX und AY macht, find, da fie in ber 
Richtung der Tangente der Bahn, aber entgegen, wirkt, 


x öy 
n und — 39 
"Daher ift allemal: | 
"xX= —u-dd« und Y= —g— u-ds-dy. 


Die Gleichungen ($. 41. 1.) der Bewegung ſind daher dasmal 

1) rn .ds-dx und 2) ymnsıe 08 -dy, 
mo 
3) : ds = Vör+dy? — . 
if. Diefe Gleichungen (1. u. 2.) müffen nun integrirt werden, 
unter der Vorausſetzung, daß für t — 0 

4) dx =dH-cosa und dy=—dv-cosb, alfo ya 
wird, wo a (in iga) negativ in Rechnung gebracht werden 
muß, fo oft bie Anfangs⸗ Geſchwindigkeit nach unten gerich⸗ 
tet iſt. 

Die Integrale (O und C des s 41.11.) finden bier nicht 


fat. Man muß daher die integration nach ($. 53. Analyf.) 


verfuchen, und zu bem Ende vor allen Dingen t nach ($. 18. 


*) Aus der Formel (14.), wenn man ihre geometrifche Bedeutung 


- auffucht, geht übrigens noch hervor, daß die. beiden Anfangs» Richtungen, 


unter denen man mit derfelben AnfangssGefchwindigfeit v das Ziel tref- 
fen ann, von der Linie gleich weit abliegen, weiche den Winkel FAY 


halbirt. 
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J To ellminiren. Setzt man aber, jenem 3 18.) gemäß, 


— dx, — Fr ſtatt der, ferner J— ſtatt dy. und 
öl, 2, Ey, öt, 
— 
ſo am die Gleichungen (1. und 2.) aber f weil auch noch 
ds = FT iſt ‚in 
65) | I, = ur dir Ötz 


ſtatt dey, 


6) dtdey -dy, det = 6. dt —uedy.cdh, dt, 


"welche letztere, wenn man 8°. aus (5.) ſubſtituirt, noch viel 
einfacher geſchrieben werden kann, naͤmlich 

7) Hy, = —86dt. 
Differenzitet man nun, um aus (5. und 7.) alles t eliminiren 
zu koͤnnen, die (7.) nach x, und eliminirt man dann aus (5. 
7.) und dieſer neuen Gleichung ſowohl tx als auch det., fo 
ergiebt ſich die Gleichung der Bahn 


8) - . O’y, = 2u-ds, .Iy,, 
oder 9y,— 2u-0°y, Vi? —=0, | 


welche nun integrirt werden muß. 

Führe man zu dem Ende, in fo ferne bie Gleichung (8.) 
nicht y ſelbſt enthält, einen neuen Veraͤnderlichen p ein, nach 
($. 51. Analyſ), mittelſt der Gleichung | 


” dy. —P; \ 
fo fchreibt ſich die (8.) fo; 
‚10) | Rp, — 2u-VL-+p?- dp, =(,. 


fo daß diefe nur noch von der zweiten Ordnung if. Nimmt 


man aber bier von jedem Glied das Integral nad) x, fo erhält 
man ſogleich 
u = 2 f Vi+p- dp, — 
oder nach ($. 32. II. Analyſ.) | 


L 1 
v 
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1) Op, =p- N p’-+log(p-+VI+-P9)—a, 
wo a eine noch) näher zu beftimmende Konftante if: Um a zu 


finden, beftimme man für t= 0 bie Werthe von p und dp, 
Es ift aber aus (7.) | 


2) 2p, — y=—gi’— _ 


folglich für diefen Werth O von t, wegen (4.), 
3) dp, * arzt (fürt= 0). . 
Die Gleichung (11.) giebt daher für t—=0 die Konſtante a fo: 


14) as ar Herne Hunger A). 


Seht man .nun in (11.) 8 ſtatt Op,» fo bat man fogleic) 


1 
15) * SET NER dp; 
und, wegen A =dy,.%= p- ds, auch noch 
16) y= = — — — —. 
p-/I+p’-Hlog(p+V1+-p})—a 
Diefe — koͤnnen in endlicher Form nicht ausge⸗ 
fuͤhrt werden. Haͤtte man aber die Integrale, ſo wuͤrde man 
aus den Gleichungen (15. u. 16.), indem p eliminirt wird, die 
Gleichung der Bahn haben. — Das Spfiem der beiden Gleis 
chungen (15. u. 16.) eriegt alfo die Gleichung ber Bahn. 
Um eine (Integral⸗) Gleichung zwiſchen t und x zu finden, 
nehme man die. (7.), feße Op, ftatt 8°y,, multiplisire fie mit 
Ox,, und man erhält | 


17) Bd, —g-dt?, ober dt, = 7. Ver, 
d. h. | 


18) Elan J 


Ferner iſt noch 


= 
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va = d2°.(1#dy,2) = de p), 
oder, weil nach (7.) Ä 2 





Be 7 El le 
it, | 
”= —g-(1-+-p})-dx, 
d.h. 
u 19) vꝛ— &° (d-+p? 


u [a—p-VI4+-p? — VER BIT 

Laͤßt man Se Sintegrale (15. 16. u. 18.) mit p=0 auf 
hören, d. 5. feßt man nach gefchehener integration und gehört: 
ger Beftimmung der Konftanten p==0, fo erhält man x, y und 
t, wie fie der größten Höhe, alfo dem Scheitel (Gipfel) 
des Wurfes zukommen. Für negative Werthe von p erhält man 
Punkte des fallenden Zweiges der Bahnm. Für den Werth von p, 
der zu y=0 fid) findet (und wofür nicht der Anfangs» Werth 
ig angenommen wird), findet man x = der Wuif-Weite. 
Diefe Wurf Weite ift num nicht mehr das Doppelte von ber Ab⸗ 
feiffe der größten Höhe des Wurfes; auch iſt diefe Wurf: Weite 
nicht mehr die größte bei einem Winkel von 45°, fondern bei 
einem kleinern Winkel; endlich ift der Einfalls⸗Winkel nicht 
mehr dem Elevations⸗Winkel gleich, ſondern größer als ber letz⸗ 
tere. Auch iſt die Geſchwindigkeit in E anders ald in. A. — 
Denkt man fich den fallenden Zweig ber Bahn unter dem Ho⸗ 
rigonte AE ohne Ende verlängert, fo wird die Bewegung, je 


länger fie dauert, deſto mehr vertifal und gleichförmig. — Dies 


ſes Iegtere kann man aus Ben Differenzial: leichungen fchließen, 


welche für die Bewegung aus den oben gefundenen Gleichun⸗ 
gen erhalten werden, wenn man durch den Scheitel C ber Bahn 
neue Aren CX! und CZ (fenkrecht auf CX!) lege und bie, die⸗ 
fen neuen Axen entfprechenden Koordinaten einführt. 
Integration für ben Fall eines fehr Fleinen Eleva⸗ 
tions⸗Winkels. 

Iſt der Elevations⸗Winkel a ſehr klein, fo daß ſich die Bahn nur 

wenig vom Horizonte AE entfernt, fo kann man de, I, 
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Dean = s==x und ds. dx nehmen, Die Gleichungen di. uch =) der 
Bewegung werden um ° . 
10) km ud md 2) Ay ge 
und die Gleichung (8.) der Bahn wird jest 
3). 9, —ydy, = 0. 
Die. Gleichung (1) da fe von y gar nichts bat, kann nun ohne weiteres 
integrirt werden, und dann auch. die Gleichung (2°.); allein noch beque⸗ 


mer ift die Gleichung (3°.) für die Bahn. Integrirt man in ihr jedes 


Glied nad x, fo erhält man 


4) y,— yrdy,te= 0; 
und dies Verfahren wiederholt, giebt 
6‘). dy, - u re trc = 0. 
Setzt man in (4. und 5.) t=0, alfo 154 flott Sy, und 3. 
nad) (13.) ſtatt &y,, fo erhält man a J 
6) —— 20 
md 
7) . garel =0, 


wodurch die Konftanten c und c’ beſtimmt find. Die Gleichung (5.) if 
linear von der erfien Ordnung, integrirt fich alfo nach ($. 52. oder 'auch 
$. 53. Analyf.) und giebt, wenn man die Konftante fogleich fo befimmt, 
daß fürx—=0 auch y=0 pird, 


8) y- ar ae), 


welches eine Urs Gleichung der Bahn iſt. Sest man in ihr flatt der c 
und c’ ihre Werthe aus (6°. und 7°), fo wird ſe 


⸗ = yo — 6—. — — 

9  gmeige- Au? vꝰ· coo a⸗ —— D: 
und diefe (Nräherungss) Gleichung fällt mit der paraboliſchen (und genguen) 
Sing, Bahn der (erfien Aufgabe diefes $.) sufammen, fo oft «= 0 gefekt 
wird, d. b. fo oft der Widerfiand der Luft aufhört. — Diefe Gleichung 
(9.) if zu gebrauchen für alle Punkte der Bahn, die über, und für dieje⸗ 
nigen Pundte, welche nicht fehr viel unter dem Horizont liegen. - 

Sindet man aus (9°.) Oz oder p und dann wieder dey, oder Op, 


und bemerkt man, daß die Gleichung (7.) dt, = =. Vo, liefert, ſo er⸗ 
halt man noch 

10) =. —— alſo — 
eine (genäherte) Gleichung zwifchen t un: x." 


(ef _n 


1w*d° 7 


Br, 
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Macht man gwei Verſuche, unter Übrigens ganz gleichen -Amfänben, 
nur mit verfchiedenem Elevations- Winkel a, und bemerkt man bie Koor⸗ 
dinaten I und 2, Y und 3° für Die Orte des Eintreffend. ein klein wenig 
unter dem Horkont, fo daß A, 2’ negativ aber fehr Hein find, fo giebt 
- die Gleichung (%.), wenn man einmal 1, A, dann aber auch noch Y, 27 fatt 
x, y fubRituire zwei Gleichungen zwiſchen v und z, aus denen alfo v (bie 
Anfangs⸗Geſchwindigkeit) und „ ſ(der Koeffizient des Widerſtandes der Luft) 
gefunden werben können. Wiederholt man dies, Verfahren aus wiederhol⸗ 
ten Paaren von Derfuchen, die unter fonft gleichen ‚Umfänden angeſtellt 
find, fo kann man aus den jedesmal gewonnenen Werthen son v und u, 
zuletzt Mittelwerthe nehmen. — Wollten dieſe gefundenen Mittelwerthe 
mit allen übrigen Verſuchen ſtimmen, welche unter denſelben Umſtänden, 
und immer nur mit geänderter Elevatjon angeſtellt werben, fo wäre dieſes 
ein phyſikaliſcher Beweis, daß das Geſetz .vꝛ des Luft⸗ Widerſtandes, 
das von der Natur befolgte iſt. — Dieſe Verſuche ſind aber bis jetzt nicht 
übereinſtimmend gefunden worden, wenigſtens nicht für alle Geſchwindig⸗ 

keiten. 





Anmerk. 1. Die Gleichungen (1. und 2. ‚de vorſtehenden 

Aufgabe) naͤmlich 
1) x=— u-8s-d. und 2) 2 = —g— u-d5-dy 

laſſen fich auch integriren als Gleichungen zwifchen 3 Veraͤnder⸗ 
lichen x, s und t, oder y, s und t. — Dividirt man nämlich 
die (1.) durch dx, und nimmt man dann die Integrale nach t 
links und rechts, fo erhält man . 

log dx = —u-s-+c, | 

oder, weil für s = 0, dx = v-cosa werden muß), 

3) %x = v · cosa · 
Die Gleichung (2.) würde, wenn fe rechts nicht —g noch 
haͤtte, 

4) dy = Cem 

geben. Nimmt man daher, wie im ($. 53. Analyf.)ı dieſe Form 
(4.) für das Integral an, ſucht aber C als Funktion von t noch 
fo dazu, dag der Gleichung (2.) genügt wird, ſo finde fich zur 
Beſtimmung von C die Gleichung | 

C = —g- em, do C= —g: fe. dt 

Die Gleichung (4.) wird num | Bu 

5) dy = —g- ent. fer.dt. 


——— — 


/ 
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| Divibirt man nun diefe Gleichung (5.) burch bie (3.), um dy, 
zu erhalten, fo ergiebt fich ve 





6) dy, — — ſe. di. 


| v · cos F 
Setzt man wiederum hier 
7) oy,=Pp: 
and bifferenzüirt man die (6.) nach allem t, fo > findet fich 
. 8) Op — — IITH er, 
ober, wenn man 1 dieſe Steichung. abermals durch die G) de 
vidirt, 


9) 0.0. Op = — — e . 


x. vꝰ. cos · aꝰ 
Multiplizirt man hier rechts mit ds,,. um nachgehenbs u x 
integriven gu koͤnnen, links aber mit VI+-p? (Welches — 
it), fo erhält man, wenn man “ x integrirt, 


jM-+ p’-dp = — Iᷓccoou Per, fe? » ds, 
d. 8. 
10) p/i+ Frl IER) = = 
a— 1-09. cosq A e 2 
wo a bie Ronftante ift, welche für t=0, alſo s=0, p=iga, ‘ 
leicht beftimme wird. 
Man bat nun aus (9.) 


0?.cosgq? 


11) a, — — —2ps > 


eliminirt man alfo aus (10. und 11.) alles s (nämlich er), 
fo erhält man dx, in p; dann auch dy, = p-dz, in p;- 
und zuletz aus (8.) auch noch dr, (= IE. — ) ſo⸗ 


bald man nur wieder 8 eliminirt). — So befommt man biefel- 
ben Kefultate, welche wir oben, nach dem fofiematifchen Wege 
des ($. 53. Analyf.), ebenfalls befommen haben. 
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Es verficht ich dabei, daß: man in dem kurz vorher betrach⸗ 

teten Fall ſehr kleiner Elevativus⸗Winkel a, wo man - 

Yirp L, alſo I. = l md s—=x 
genommen hat, bafjelbe ntegrations- Verfahren anwenden koͤnnte. 
— Wir bemerken diefe Wege, ‚glauben aber‘, daß das direlteſte 
Verfahren immer das Beſte iſt. 

Anmerk. 2. Borda hat gelehrt, die Gleichung (8. oder 
10.) der Bahn näherungsweife dadurch zu integriren, daß er 
ftatt des Eonftanten Luft: Widerftands Koeffizienten u (ber mit 
der Dichtigfeit der Luft proportional gedacht wird) einen Ver: 
änderlichen fich denkt, ber für Eleine Elevationd-Winfel am 
Gipfel mit dem wahren wieder zufammenfällt, für größere Ele⸗ 
vationd- Winkel aber am Anfange mit dem wahren, dagegen im 
Gipfel mit dem noch mit cos multiplisirten fahren Luft—⸗ ⸗Wi⸗ 
derſtands⸗ Koeffizienten uͤbereinſtimmt. 

alſo der Elevations⸗Winkel a ſehr klein/ ſo ſetzt er 


ſtatt m. Die Integration der Gleichung (10.) wird 





dann ſehr einfach. 


Iſt dagegen der Elevations⸗Winkel größer als 15° — 180, 


doch nicht größer als 45°, ſo fegt er ee) 


a. eos (a - d) ſtatt u, wo @ der. Winkel ift, den die Tangente 


der 





der Bahn mit der Are der x macht; und die Integration der 


Gleichung (10.) der on geht dann auch, viel „leichter von 


Statten. 


Der dadurch eatchenben Reſultate bedient ſich Borda je⸗ 


doch nur für den aufſteigenden Zweig bis zum Gipfel. Er bes 


flimmt den Gipfel der Bahn fo wie bie Geſchwindigkeit dafelöfk, 
deren Richtung horisontal ift, und betrachtet nun den fallenden 
Zeig der Bahn als eine nad) denfelben Gleichungen: zu bes 
flimmende Kurve, in fo ferne diefer fallende Zweig im Gipfel 
feinen Anfangs» Punkt, feine Anfangs: Geſchwindigkeit und ſeine 
Anfangs⸗ Dichtung. hat. 


‘ 
4 
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Diefe Naͤherungs⸗ Methode des Borda wird faſt von allen 
ſpaͤtern Lehrern der Balliſtik zu Grunde gelegt, und die Reſultate 
ſtimmen, wenn ſie noch für verſchiedene Anfangs⸗Geſchwindigkei⸗ 
ten nach verſchiedenen Modifikationen gefunden find, wie den 
Erfahrungen noch am: meiften: überein. 

Anmerf. 3.” In allen dieſen Unterfuchungen kann man 
ſtatt der Anfangs sGefchtwindigfeit v ihre Fall⸗ Hoͤhe h, fo wie 
überhaupt flatt der Geſchwindigkeit v bie ihr zugehörige Fall⸗ 
Hoͤhe h in Rechnung bringen ; dadurch, daß man | 

vo ⸗ 26h und vw? — 2ch 
feßt, nach ($. 33..Anmerf.). — Die Sormeln nehmen dann 
eine nur wenig geänderte Geftalt an. 


§. 51. 
| Pendel⸗Bewegung. 
Unter den Beiſpielen, die wir über die Bewegung eines Atoms in ei⸗ 
ner gegebenen Fläche oder in beſtimmt vorgeſchriebener Bahn geben können, 
iſt die Pendel⸗Bewegung das an ſich intereſſanteſte. 
I. Allgemeine Erklaͤrung und Behandlung des 
Pendels. | 
Wir nennen aber jede Vorrichtung einen mathematifchen 
Pendel, durch welche ein Atom gezwungen ift, auf einer gege- 
benen Släche oder auf beſtimmt vorgefchriebener Bahn zu bei: 
ben, ‚während: er von der konſtant und immer parallel mit ſich 
felbft wirkenden Schwere g-dt getrieben wird, dabei in irgend 
einer Richtung. an irgend einer Stelle irgend "eine Anfangs: Ger 
ſchwindigkeit hat (die auch Null feyn kann), und ‚wenn während 


— 


‚ ber Dauer der Bewegung, der Atom ſelbſt, oder irgend ein an⸗ 


derer Punkt, oder- irgend. eine Linie, oder irgend eine Ebene Der 
Vorrichtung, pertobifch an denfelben Ort zurückkehrt. Ä 
Denkt man: fi die Koordinaten-Aren OX und OY hori. 
zontal (d. h. ſenkrecht auf bie Richtung der Schwere g- dt) und 
die dritte Are OZ dann vertifal (parallel mit ber Richtung der 
Schwere) und in demfelben Sinne -(nach unten), fo ift für dieſe 
Pendele Bewegung, wenn bloß die Schwere g-dt allein wirkt, 


= 


F 


W 


— 
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1) ‚\X=6 Y=6, 2=g 
und die Gleichungen. der Beregung find daher nach ($. 37.) 
2) 9x4 0Q-cose, 8° :cose, Pu g-+-Qrcos el, 


ı wo Q den fenfrechten Gegmbrud der Släche, und e, 34, el bie 
Winkel vorftelen, welche die Normale der Fläche mit den Aren 
macht, im, Falle die Bewegung auf einer Fläche ftatt finden 
fol; wo aber, wenn eine beftimmte Linie als Bahn vorgeſchrie⸗ 
ben iſt, Q den fenkrechten Gegendruck dieſer Linie bedeutet, deſ⸗ 
fen durch die Winkel e, e! und e beftimmte Richtung noch uns 
befannt ift, aber doch fenfrecht auf ber Tangente ber Bahn, fo 


daß man in beiden Faͤllen noch 


3) cose- -dx-+-cosel. "Oyheosel- I =0, 
ſo wie.immer auch “ 
4) J ——— st cogelP —=|1 
bat; alled genau nach ($. 37.), oder auch nach ($. 45. und 
$. 46.) 

Multiplisirt man nun dieſe 3 Gleichungen der Bewegung. 
(2.) bezüglich mit dx, Ay, 92; addirt man die Refultate und 
„, nimmt man links und rechts die Integrale nad) t, alles genau 
ſo, Wie folches im ($. 88.) gefchehen ift, fo erhält man bie dor; 
tige Gleichung (O)ı nämlich 

(DJ. eh 2 (zZ —$), f 
wo ; bie (dritte) Koorbinate des Anfangs-Punftes der Bahn, 
und v die Anfangs⸗Geſchwindigkeit (in der Anfangs: Richtung 
der Bahn) ifl. | 

Diefe Gleihung (CO), durch melche die Geſchwindigkeit v 
des Pendels zu Ende einer jeden Zeit t beſtimmt wird, findet 
alſo ſtatt, der Atom mag Auf einer gegebenen Fläche ober auf 
einer gegebenen Kurve fid) bewegen. Diefe Gleigung (O) zeigt 
zu gleicher Zeit, daß bie Geſchwindigkeit v allemal biefelbe wird, 
fo oft z denfelben (pofitiven oder negativen) Werth hat, d. h. 
fo oft der Atom wiederum in diefelbe Horigontal: Ebene gelangt, . 
oder, wie man fagt, wiederum biefelbe Höhe 'erreicht. - Bewegt 
fich aber der Atom in einer gegebenen Kurve, fo daß er den: 
felben Bahn» Theil öfter, durchlaufen muß, fo braucht er, weil 

. Ä er 





Abr. . Veiſchiedene Uebungsrelufgaben. —— 


er (vorwaͤrts ober ruͤckwaͤrts) am jeder Sie diefelbe Geſchwin⸗ 
digkeit Bär; zu demſelben Bahn⸗Theil (vorwaͤtts oder vackwaͤrts) 
auch immer: biefelde ‚Zeit. :, Dit Schwingungen Cd. Bibi 
wiederkchrenden Bewegungen. in: der ; garen‘ Bahr): Andi daher 
gleichſeitig (iſochron).⸗.. Dies find alſo alltgemeins Eigenſchaften 
alter: Pendel, auf welche keine andere Kraft als mur die Schwere 
allein wirkt. ( Vgl. ſorgfaͤltig 6. 39.. und die Note daſelbſt.) 
U: Einfacher: Ppendeliim vertikalen Kretfe, 2 von 
Betrachten wir nun zunächft den befondern Fall, daß der 
Atom: gezwungen If, in einem vertifal hegenden Kreiſe FAEMF 
(ig. 40.) zu bleiben, deſſen Radius == } feyn mag; und welches 
die Länge des Pendels heiße. Dinch ben Mittelpunkt :Q 
dieſes Kreiſes geben die :horigontale Are OX unb die vertikale 
Are OZ hindurch, ſo daß beide in feiner eigenen Ebmeiangei 
nommen’ ſeyn mögen. Der: Atom ſey ala in: monn tem) 
ift, unb in M, wenn 1 == t iſtzuvr habe in K, nin ber: BRichtunig 
der Tangente an A, De Ynfange:@efchnuhißigtetenid; To wie mM 
bie. Geſchwindigkeit v:*). Es feyen: ferwer MM und ma hö⸗ 
rizontal gebacht, fo daß ZOD = 2: mb BOB gr if: )ai 


Aus ber Gleichung (J. O.), naͤnilich Naus/ nu Nu siur 


(0) · Lee „En? JE 1 Sn EST Zul 
die auch hie wieder ſtatt findet, ergiebt ſich fogkeich ber Wirth 
ar von’ z, wo v==0 if, d. h. wo der Atom räht; iamtich 


Jg J— LEE) BT HER TER EEE ? 


1. 
= = ig „ober, u = =. =. ien ne 


wenn h bie we. Anfangs⸗Geſchwindigkeit v he gun, A | 


vorftellt , (6 daf u? == 2gh. Ik (vergl: 6.38: Anmerk di 4:88 
kann daher die Anfang Oeſchwindigteit v.fo' weh genenman 


en J 


) Es ſey z. B. der ſchwere Alom an anen ſchwerioſen daden za 
der Länge 1 in O aufgehängt, fo daß er anfänglich ER nhveſindet nach⸗ 
ber aber bis A. aufgehoben und dann mit den Aufangt- Geſchwindigkeit v 
ſenkrecht auf den Radius herunter geſtoßen wird. BE 

”*) In der Figur ft z=+OD, = -HOB; allein der Punkt M 
(ja felbft der Punkt A) könnte auch oberhalb XOX liegen, und dann 
würde z (oder auch 5) einen negativen Werth annehiken. - 

L | [29] 


— — — 
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werden, daß 20 negaliv und an ſich groͤßer als der Radius 1 
des Kreiſes wird; und dann exiſtirt feine ſolche Stelle: in dieſem 
Kreiſe, wo v ES O ſeyn "könnte. Der Pendel durchläuft alſo 
wiederholt und ohne Ende fort: den ganzen Kreis, bat jedoch 


allemal in’ gleichen Hoͤhen, er mag ſteigen oder fallen, gleiche 


Geſchwindigkeiten. — Iſt jedoch die Anfangs « Gefchwinbigfeit 
v Hein genug, (6 daß .z', wenn auch negativ, doch an fich klei⸗ 
ner als der Radius 1 des Kreiſes wird, nimmt man, etwa db 
und $: ſo, daß on 

y=OB u ef! = = 06, alſo ee 
it, und denkt man⸗ſich durch Bund G horkontale (mit ox 
parallele) Gerade AA! und KK’, fo iſt der Pendel, wenn er in K! 
anlangt, in Rohe, nachdem er von A aus (mit ber Anfangs⸗Ge⸗ 
ſchwindigkeit vd den Bogen AEK/, durchlaufen hat. Dieſe Ruhe 
iſt aber nur augenbilicklich, denn dieſelde Schwere läßt ihn ſo⸗ 
gleich wieder den Ruͤckweg antreten, ſo daß er nun eine zweite 
Bewegung beginnt; fuͤr welche = —OG und 9 == iſt. 
Sucht man die Geſchwindigkeit u’ biefer zroeiten Bewegung in Al, 
fo muß: man. in der Gleichung ((00) — OG fiatt z, Null ſtatt 9, 
fo wie v/ ſtatt und OB ſtatt z fegen, und man erhält: 

9? = 2g-(OB-+-0G) = %-BG = %-h = 0°; 

8. b. in Al; has..der Atom bei der zweiten Bewegung Diefelbe 
Geſchwindigkeit v, die er bei der erſten Bewegung in A- hatte. 
Daher erhebt er fich bei der zweiten Bewegung bis K, und fällt 
dann wieder zurück, Sum ſich bis K' wieder zu erheben. Diefe 
Deivegungen. vorwärts und rückwärts, Schwingungen oder 
Oſcillationen genannt, wiederholen fi) daher ohne Ende; 
in. gleichen Höhen, bei'm Steigen oder bei'm allen, finden gleiche 
Geſchwindigkeiten fatt. — Diefes alles folgt aus ber Gleichung 
(O)ı. welche als ein erſtes Integral ber Sleichungen der Be⸗ 
wegung zunaͤchfi gefunden worden iſt. 

Bügt man aber" dieſem Integral (OD), ©. 5. ( weil hier 
y=0, alſo auch —* 29 0O, alſo 

7 — 9° — Id 

iſt) zu dem Inter 
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4) nva oder dxꝰ82 — 1.42 — 
noch die —*8* der Bahn 

2)_ 22? — — ja‘ 
binzu, fo bat man zwei Gleichungen, welche x und z in t ge 
ben, fo daß auch die zu jeder Stelle der Bahn gehörige Zeit 
gefunden werben kann. — Diefe fernere Integration macht fich 
aber noch. einfacher, wenn man Polar» Koordinaten einführt, 
nämlid OM = r und (im Bogen für den Radius 1 ausge: 
drüdt) W. AOM = 01-0, wo W. AOZ=0! fonftant und 
W. ZOM veraͤnderlich (d. h. eine Sunftion von t) feyn 
fol, fo daB 9 einen negativen Werth bat, wenn der Atom links 
von E, etiva in M’ feyn follte. Die, Gleichung (2.) der Bahn 
wird nun ganz einfach | 


3) r=|1, alfo I, = 0, 0, 
und da deshalb -jegt 
x 1lsnd und z == 1-.cog0, 


alſo dx == 1+c080.80 und dz = —1-8n0-80 
gefunden wird, fo geht bie Gleichung (1.) über in 
4) v? ober (1-80)? = 9?-+2gl- (cosd — cos 0!) *), 


-*) Nach ($. 38. IL) gilt für jede Frummlinige Bewegung die Gleis 
hung 8’ == T und nach (Anmerk. 2. zu 6.38.) ift Die Anwendung dies 
fer Gleichung bei beſtimmt vorgefehriebener Bahn befonders bequem. Wen⸗ 
den wir folche deshalb hier an, wo der Figur zu Folge T = —g-sip6, 
s =] (+0), 8 =]. 88 und 9°: = 1.8% ift, fo giebt fie ſogleich 


829 = 7. .sin, 


Multipligiert man nun biefe Gleichung, um fie PM integriren, mit. (dem 
integrirenden Saktor) 80, fo erhält man fogleich, indem man links und 
rechts die Integrale nach t nimmt, 


8 ⸗ 27 +cos 0 Pc, 
wo die Konſtante c daraus beſtimmt werden muß, daß für t=0_ auch 
40=0, alfo = — 0, fo wie noch = dern, alſo = 


werden muß. Diefe Iiere Steicjung giebt daher für diefen Werth —8* 
[29*1 


Mechanik d. Atvens. Kap. V. 6.51. IA. 


in fo ferne = OB —=1.-eos@! iſt. — Diefe Gleichung giebt 
dt, in 0 unmittelbar, alſo t durch eine Quadratur, die ſich je 
doch in endlicher Form nicht herſtellen läßt. 

Betrachten wir nun ben gewöhnlichen Fall die: 
ſes Pendels, wo nämlich bie Anfangs: Geſchwindig⸗ 
keit 0 =0 iſt. — Die Gleichung (4.) "giebt dann 

5) vi ober (1-80) — 2gl-(c0s0 - cos . | 

Sucht man’ den Werth 6 von 0, für welchen vo 0 ih 
fo findet ſich zu deſſen Beſtimmung aus (5) 
—B— = 0, 
oder 
6) u 01 — 91, 
d. b. in Al, wo 0 = W. EOA— Oi — ®. EOA iſt, befin⸗ 
det ſich der Pendel (momentan) in Ruhe, eine Schwingung 
iſt beendigt, und die neue Schwingung beginnt von A! nad) A 
zuruͤck, und fo ohne Ende fort; während bieſe Schwingungen 
alle nach (I.) im gleichen Zeiten zuruͤckgelegt werden/ d. h. ifos 
ron find. - 

Die Gleichung (5.) se ibelgens me Venimmuns dieſer 


* 
— 


Zeit Eu 
2 — —— — 46, 
welhes Imeral in endlicher Form nicht; gefunden werben fann. 

: A. Auffindung diefes Integrals (7.) in der er⸗ 
ſten Annaͤherung. 

Denkt man ſich ei und dann auch 0 unendlich: ‚ein .oder 
wenigftend fo flein, daß bie höheren Potenzen von 0! außer 
Acht gelaffen werden loͤnnen/ ſo hat man, da nach (Analyſ. 
$. 13.) 

c080—e08 0! = K0?— 0°) — 20" 6*)--140—0°)— +. 
iſt, zunaͤchſt bloß J 





und weil cos(— 6) = con0/ iſt, 5 = 22-000 + c, md geht durch 
Subfitution diefes Werthes won ec fogleich in die obige (4.) über. 


sl. II. A. Verſchiedene Uebungd; Aufgaben, 458 


“ os 0¶ - cos0l = I000- 0°) 
zu nehmen. Dadurch gebt bie Sleichs uͤber in 


*L, “. 


Dieſes Integral. kann aber nach (& 32. IH. Analyſ ) oiſunden 
werden; naͤmlich 


Io — 10 — 
VſA Zi rl? 1 


daher giebt die vorſtehende Gleichung, da Fries = n ih 





eye =1— 1 au oder 35 = cos| ı - we 


9) 0* —8 v8), 
und Dies if die Gleichung, welche den Ort des Peudels u je 


der. Zeit t angiebt. 
Da v= 9 1J. d0 if, fo finder ſich pres 


9) IJ vo 61. Vglsein (1. y$-), 


wodurch bie Geſchwindigkeit v auch in t ausgebruͤckt ift. 
Sucht man die Zeit der ganzen Schwingung, d. 5. bie 
Zeit T, welche verfließt, bis zuerft v= 0 wird, fo bat man 
zu deren Beſtimmung aus (9.) die Gleichung 


0= «(T.y£), 
oder — “ 
10) Ty- =, oder gT*=1-n?, oder T=ay2*) * 


Sucht man die Zeit der halben Schwingung, d. h. bie 
Zeit TY, welche der Atom gebraucht, um von A big zu dem 


. 9) Bel folchen unendlich-Fleinen Schwingungen if alfo die Dauer 
T einer Saminsung von der Weite 20° biefer Schwingungen ganz unab⸗ 
hängig..: 


En A 
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niebrigften Punfte E zu gelangen, fo muß man in ber (8) T! 
flart t, und © ſtatt 9 ſetzen, und man erhält 


11) O=cos (may$) d. h. — =}a, alſo TI=IT; 


d. h. die Dauer der halben Schwingung iſt auch nur halb fo 
groß, als bie Dauer ber ganzen Schwingung; und ber Bogen 
EA! aufwärts wird in berfelben Zeit T=4T durchlaufen, 
wie der Bogen AE abwaͤrts *). | 

Die Sleihung (10.) nämlich 

g-T? = I.n? 

giebt, da n Immer befannt und = 3,14159 ++ iſt, wenn von 
den 3 Stücken g, 1, T, d. h. örtliche Schwere, Länge bed Pen⸗ 
dels und Dauer einer Schwingung, irgend zwele gegeben find, 
allemal fogleich dag dritte. 

Nimmt man ein Pendel, deflen Schwingungen gerade eine 


Seklunde dauern und welches man deshalb Sekunden⸗Pen⸗ 


del nennt, fo folgt, wenn L beffen Länge ift, aus (10.) 
g= "L md L= —* 

Die Länge L eined Sekunden⸗Peudels waͤchſt daher proportio- 
nal mit der örtlichen Schwere g, ober umgekehrt. 

B. Sintegration der Sleihung (7.) in ber zwei⸗ 
ten Annäherung. 

Statt der in (A.) fo eben herbeigeführten erften Annäherung 
wollen wir nun bie Gleichung (7.) in einer zweiten Annäherung 


”) Sucht man die Geſchwindigkeit V in E, and fest man zu dem 


Ende in die Gleichung (9.) ſtatt t den eben für T’ gefundenen Werth, fo 


‚ergiebt fich 

1) v=6Yg1= Ve-l:e”, | 
während die Sormel (O) oder (1.) (ba — O und z == OE), oder die 
(5.) fro= 0, 


2) v = V2g-BE = V2gl-(1—cos6‘) 


giebt. Diele Nefultate (1°. und 2°.), fo verfchieden fie find‘, ſtimmen uns 


ter den hier gemachten Vorausſetzungen, daß nämlich 0’ fehr Hein und 
Deshalb cos0’ 1—60 feyn fol, vollkommen mit einander überein. 


\ 
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N 


[4 


integriren/ dadurch, dag wir in den Reihen für eosd: und cos 0 
auch noch die vierten Potenzen. von 0 und "0! beibehalten, ſo 
daß wir nehmen 

—XX — E—— [rar 
Die Sleihung (7.) geht dadurch über 1" 


Ver... 





12), vi =/ Re) RER Kg 
Entwikkelt man bier 
VIER), 6. 6. rt 
nach dem binomifchen Lehrſatze, läßt man aber dabei bie zwei⸗ 
‚ten und höheren Potenzen von (0-9?) außer Acht, fo findet 
ſich fogleich | 
[1—4(0°+099)]° = 14+5(0°+09); 


und die Gleichung (12.) wird nun, wenn man biefen Merth da⸗ 


ſelbſt ſubſtituirt: 
I —— — 


| Sun {ft aber nach ($. 32. II. u. VII. Bub). 





NO 2 VOR=BR „fi 


—X 10 
un far =, 


Alſo hält man, wenn man in (13.) dag Jutegtal geilen 
den Grenzen — O1 und O nimmt, bie Zeit, der erſten halben 


Schwingung Ti, und wenn man das Integral zwiſchen ben 


Grenzen — 6! und- Hu k— 0! nach 6.) nimmt, die Zeit T ber 
ganzen Schwingung ohne weiteres und zwar 9— 
14) . T. v2 =30-(14+50®); 


N 


4 


15) Ty= nr 


fo daß, wie übrigens voraus in ſehen war, jetzt wie v= 47 
wird. 


Weite 20 der Schwingungen abhängig. 


16. Wehen b. md. Kap. V. SOR.HEB,. 
x Diefe- Gleichung (15.)- mußt alſo bei. nicht. unendlich⸗kleinen, 


ſondernubloß (ehr Lleinen Schtwingungen ſtatt ber, (10.): genom⸗ 


men werden, wenn man noch größere Genauigfeit haben mil. 
Bei, biefer : Smanigfeit .ift..alfe bie Schwingungs⸗Zeit von ber 


Iſt alfo n! die Anzahl der Schwingungen f welche ein Den. 
del von’ ber. Länge 1 in. einer Zeit t! macht, bei ſehr kleinen 
Schwingungen von ber Weite 20; und möchte man daraus 
Die Anzahl n der Schwingungen beftimmen, "welche daſſelbe Pen⸗ 
del in derſelben Zeit bei unendlich⸗kleinen Schwingungen 
machen iwurde/ ‚fe: bat; man nach (10.) 


Dad = ss 


und u (13. rn 
a. DER Zu — = RER 


Dividirt man * Gleichungen durch einander, ſo erhält man. 
16) n = m. (0. Bu 
Indem man alſo in: den Nefultaten ber erſten Aunaͤherung 
(A.) flatt der bei fehr Fleinen Schwingungen von der Weite 
20! wirklich beobachteten Anzahl n! der Schwingungen in gegebe⸗ 
ner Zeit t, die aus (16.) berechnete Zahl n. der Schwingungen 


ſubſtituirt, uͤbrigens aber daraus die Schwingungs⸗Zeit T= £ 


des’ Pendel von derſelben Länge‘ 1 bei unendlich. Heinen 
Schwingungen berechnet, fo erleidet dadurch die erſte Anndhe—⸗ 


nung: in: (A.). eine Korreftion, weiche s (7 n): mit: * Hr 
chender Genauigkeit lieſert *). Sun 


*) Zaählt man an irgend einem Orte bie dicht w ber Schwingun⸗ 
gen in einer gegebenen Zeit von Sekunden, pp. 12 —=T Die Dauer 


einer Schwingung. Kennt man alfo die Länge 1 des "hier gedachten (mas 
thematifchen) einfachen Pendels, welches mit dem gebtauchten Pendel gleich 


| geitig fchwingt, fo giebt obige -Sormel (10.), nämlich g-T? = 1-n?, Die 


\ 
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Wir müſſen aber noch die vollſandige Susegpation der Gleitgung (7.) 
mittelſt unendlicher Reihen bier beifügen, weil eigentlich aus ihr erfi der 
Grad der Genauigkeit diefer in (A. und B.) gegebenen erten, beiden Anna⸗ 
herungen gehörig gewürdigt werden kann. 

C. Vollſtaͤndige Jutegration der Sleidung. (7.) 

Um bie Gleichung (7.) voiftändig zu integriren, führe man 
einen neuen und in der Regel ſcht lleinen a Veranderlichen 
ein, z. B. on 


Größe der betuichen Schneie g. Um. aber 06 sräger . Öenaniehit Mn er⸗ 
zielen, muß man die Dauer T einer Schwingung auf die oben beſchriehene 


Weiſe loxrigiren ‚ badurch nämlich, daß man in der ‚Sormel T=-— 7 ſtatt 


n‘ die Zahl n feßt, wie fich folche nach der Formel (16.) aus der. Weite 
(26° oder. 67), berechnet. Die Genauigkeit, mit .melcher g. ſich dann be 
fimmt, it kaum größer gu wünfchen. 

Auf diefem Wege hat mon für ben Varallel⸗Kreis, een Breite Y 
if, gefanden ” 


g= 30,10276-4-0,16354- sin y° Parifer Fuß 


alſo nach der sen uns hier angenenimenen LängensEinbeit; nämlich dem 


preuß. oder rhnl. Fuße, wenn man 13913 Pariſ uf. = 14400 rhul. 
rechnet, 
g= 91,15645-4-0,16928- siny”. 
Alto ift am Yenuator "= 31,15645; ' 
.am Pole 83* 3132813.. 0: 
unter der Breite Ba 48°. 68 ‚31,24108. 


sr 


» 6’, 


wonnene —E äußert; wenn diefe Schwere g-dt ſtetig und unver⸗ 

ändert eine Sekunde mittlerer "Beit hindarch auf den Alom wirkt... und 

weil bei dem freien Fall nach ($. 33.) v= g-t und s = 4g-t? iſt, ſo iſt 

frtel, vg wmds=lg; d. h. g ift auch dad Doppelte des in der 

-erfien Sekunde des freien Zalles bdurchfallenen Raumes, fo daß dieſer 

Raum felbft unter. der Breite von 45°, = 15,62054 preuß. Zuße if. 
Die Länge L des Sefunden- Pendel aber finder ſich 


= 3,030046-4- 0,0165708 siny” Parif. Fuß, | 
alfo in den preuß. oben rhnl. Fuß ausgedrückt near! 


. 


- in. der Breite ws... . ERTL s 
alſo am dequater, ET i 
am Pel,: -. EB... ©: £ 


unter der Breite von 45 = 3,16538% preuß oder Ein. Suke... . 


\ 
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du 
arme: u—u? 


wird, un bezeichne durch u! ben Anfangs Werth von u, fo daß 
u’ == 1— cosd! und u! der Werth von u für t=.0 
iſt. Die Gleichung (7.) wird dadurch 


17) 





u=I1-—cosA, fo daß du= ein 0.d0 und. 40— 


du. 





2.y3- (er 
J I, u-u— u?« 1— zu 


Da nun u in ber Regel fehr Klein ift, fo wird man trachten, 


diefes Integral mittelft einer nach Potenzen von u fortlaufen 

den Meihe herzuſtellen. Zu dem Ende entwikkelt man zuerſt 

(I - u)? mittelſt des binemichn Lehrſatzes in die Reihe 
1. 2 1.35 

Mn Hz +37 r (a) *+ rat en 

U ann 135° —D) 

wo dag allgemeine Glied —ã— —— y iſt. — 


Heruach ſucht man für jede ganze Zahl », ſo wie für v = 0, 
bie Werthe des Integrals 


. u 
N 





‚in fo ferne jetzt das Integral in (17.) zue Rechten auf eine 


unendliche Reihe folcher Integrale (18.) fich zurückzieht. 

Zu tem Ende-bibet man’ ſich nach "Anleitung der (Analyſ. 
$. 32. VIA.) durch, theilpoeife Integration, ober auch mittelft 
der Methode‘ der unbeſtimmten Koeffiienten * die Reduktions⸗ 


Formel 


*) Man überfieht nämlich bald, daß konſtante Koeffisienten A, B eris 
ſtiren müflen, IN daß 


— du A.u-i. ey 


wird. Differemiirt: man nun den Ausdrud zur Rechten, und vergleicht 
mean das Mefultat mit dem, was links unter dem Integralzeichen ſteht, fo 
daß die Gleichung für jedes u beſteht, fo erhalt 3 man bie Sleicangen sur 
Beſtiumuns der. Koefftzienten A und B - 





R 
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1) [ du J u 


_ (2,—1)- ai ur! , 
N Toren a % Yu — du, 
fo fann man jedes folgende diefer Integrale auf das vorherge⸗ 
hende, und ſo nach und nach alle auf 











? 1° 1 u 
20) /; a = 2, Yal-u-u? mer ig eve 


zurückführen. Weil aber bie Nechnungen fehr vermittelt werben, 
fo nimmt man lieber nur bie Sintegrale zwifchen den Grenz 
Werthen u! und O (von u), weil dafuͤr in der. Reduktions⸗For⸗ 


mel (19.) das vom SintegralsZeichen. befreite Glieb an beiden 


Grenzen verſchwindet und die Reduktions⸗Formel ſelbſt san. e ein; 


fach ſo: ne 
.du= en ef gi ii 








nl te 


Dun or. 


oder, wenn man [R —— edu * F baxeichaet— ſo: 


_&-). W 
wird, mährenb aus (20.) 
23). = 0 = Ile 


hervorgeht. — Die Steichung (17.) giebt dann die Zeit T' 


der erſten halben Sbwingung— und zwar 


1. 1.3, at te); 
Ye Ye —g 


die Gleichung 22. ) dagegen oict, wenn man in ihr nach und 
nach 1, 2, 3, 4, ... 9 ſtatt » ſchreibt, und alle entftehenden 
Sleihungen mit einander multiplisirt und aus (23.) = flatt A, 
fchreibt, 


> 


25) A,= 


x 


/ 


rn 


ö— — — — — — — — 
“ ‘ 


[2 05 
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Diefe Werte für A,, d. h. für A, A,, An Ar ® x. ꝛt. in n 04) 


ſubſtituirt, geben zuletzt 


26) Tææ . 
1. 3 1.3.5 
ev [#07 ME 3). ) — 3) +): 
wo T! bie Zeit ber erſten halben Schwingung (von Aſbis E) 
vorſtellt. — Die Zeit der zweiten Haͤlfte der Schwingung iſt 


dieſelbe. — Alſo iſt die Zeit T der. ganzen Sqhwinoms gege⸗ 
ben durch die Gleichung v | 


IE — 
“ ih: nun nu 1.3\? /u! 1.3.5123 u! x 
er ( rn 
"Mm. Pendel— Schwingungen‘ im vertifalen Freife 
mit Beachtung des Luft⸗ Widerſtandes. 


Betrachten wir nun dieſelbe Pendel⸗ Bewegung jedoch mit 


dem Unterſchiede / daß der Luft⸗Widerſtand ꝙ lin ber Richtung 
der Tangente der Bahn, der Bewegung entzegen wirkend) noch 
in Rechnung gebracht werde. | 

A. Es ſey zuerſt der Wid erſtand 5 mit der Ge⸗ 
ſchwindigkeit ds oder v proportional, alfo 


*) Diefe allgemeine Formel giebt die früheren Sormeln (10.) und 
(15. i 4 iur Beſtimmung fehr annäbernder Werthe von T) wieber. Es if 
nam 


Pas J 
u = 1-c0sBt, il = 19" _ ker. ... 


Sekt man dieſe Reihe ſtatt 5 - in die ‚Gleichung (27. »r. und denkt man 


ſich alle Votenjen von 6 uuber Acht gelaſſen, ſo hat man die (10.); bes 
hält man aber bie zweiten Potenzen von an dr bei, fo erhält man bie 
(15.); und behielte man auch noch die vierten otenzen von 0’ bei, aber 
reine hoheren, ſo würde man erhalten 


7 * Ve 4 Pr 2-0], 


welche bei Shmingungs Weite von 2—3 Graben, eine Genauigkejt bis 


in die wnte Deeimals Stelle geben würde. 


! 


S:51.IILA; Verſchiedene alebungs Aufgaben, AM 
g=p& se... Ede, 2; 

indem man k— 2 „test. Venen] 

Die Sieidung ($: 38. It) der Bewegung PR dasmal 


1) Os = 5. — WEN ne 
oder, weil 
s * — . = 1:80 und Z 1.0 
iſt / 2* u EEE dr Zu Ze BG un 


Dieſe Gleichung Hr in endlicher Ferm nicht: —— 
Annaͤhrrungs⸗Integration ber Sicichuns (2.). 
Ei | | 

sind = 0--10°-Eris; ’ u. . 
laffen wir aber bie dritten. und höheren Pogenzen von 0 auf 
Acht, fo ift sind = 0, und die Gleichung 2) wird jett 
3) — 7,0 
ße if: uünear und giebt, nach (6. 58. Analyſ) Kin air 


4) ,0=| Ccos rer * 


. 
1y .. 


e 


wenn der * wegen en? * 
| =) — 
5) Ay ak) = 
geſetzt wird: “. he “uch, 


Segen mir, wie früßen, die Ynfangs- Geſchwindigkeit * *0 
voraus, ſo wird fuͤr t=0, 6—60 md 86 — 0: "Diffe 
renzlirt man daher bie (4.) um 809 zu erhalten, und Tegt man 
Bam. in (4.) und in deren Differenjial't—=0, 0= 6, 
89 =0, fo hat man iwei Gleichungen, welche 


‚ *) Dei Jutegral (O dei $. 88. I.). findet dasmal nicht —9— daher 
auch nicht Die Solgerungen bed ($. 39:); .alfo hat der Pendel jetzt in glei⸗ 
chen Höhen auch nicht immer gleiche Geichwindigkeiten. 


a Mehl d. Mtsikd. Kap. V. SELIIA: 


Ä Vel 
C=—0! and C = dar 


liefern, fo daß bie Gleichung in W 


6) = —WB Ze 
übergeht ; und noch durch Differengliren giebt | B*F 
n, = VE: sin(mt-VE)xe # 
Man hat alfo zu jeder Zeit t den Ort des Atoms und feine 
Winkel⸗Geſchwindigkeit 80, alſo auch feine wahre Geſchwindig⸗ 
keit 1-80 ober ds oder v. 


Hoͤrt die Schwingung auf, fo iR 80 =0, alfo ift bonn, 
‚wenn. T Bo Dauer der gan Schwingung vorſtellt, 


8) *EGEr. vE) = =(, d. h. wr· v =n, 


a Be 22.72 
immer unter der gemachten Borandfesung 
Auch gefchehen die einzelnen Schwingungen wiederum gleich» 
zeitig, weil: fih T von ber Meite der Schwingung unabhängig 
zeigt. f 
| Der zu dieſem Werth T von t gehörige Werth HU von 6, 
findet fich dazu aus (6.), nämlich 


9) gu — Öle 27 5 | 
bie Weite der (halben) Schwingungen nimmt alfo in dem geo⸗ 
_ Val 
5 Tr 


mern. Vehalin l;e *. „d. h. lie J ab *). 


*) Ar 6° ungefähr ei einem intel von 4 Grad zugehörig, fo ſtimmen 
die Erfahrungen von Borda ziemlich genau mit diefem Gefen der Abnahme 
der Weiten. Derfelbe hat umgefehrt aus bem, mittelt der Erfahrung 
fegeftellten Erponenten diefes Verhältniffes die Zahl m beſtimmt, und ges 
funden, daß fie fehr wenig son: 1 serfchieben ik (erfi in der neunten Des 
eimal-&telle) und dag daher die Dauer T der Schwingung ziemlich diefelbe 
bleibt, wie wenn gar Fein Widerfiand der Luft wäre. Nach 1800 Gchwins 


— 
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Wäre der Widerſtand der Luft fehr groß, fo märe k fehr 
klein; und waͤre x fo. klein, daß m imaginaͤr würde, fo müßte 
man die Integrale wunformen, ſtatt der inus und Koſinus 
Erponential:Bunftionen einführen, um reelle Austwäde zu bes 
fommen, unb dann koͤnnte A,nie == O werben, fonbern 0 bes 
bielte immer einen negativen Ber. Der Atom wurde dann 
in unendlich großer Zeit von A bis E fommen, und babei E 
nie ganz erreichen, fondern nur dem E unendlich nahe kommen. 

Bei ven gewöhnlichen Pendeln und bei fehr geringer Eleva⸗ 
tion 0°! fimmt die hier gemachte Annahme, „daß der: Luft: Wis 
derſtand mit,:ber. Geſchwindigkeit ſelbſt proportional ſey,“ mit 
der. Erfahrung; and es zeigt ſech dabei m jedesmal von I nur 
wenig verſchieden, und alſo, um ſo mehr, immer reell. 

B. Denken wir uns den Widerſtaund der Luft. a 
mit dem Quadrat der Seſchwindigkeit proportio— 
nal, alſo 


ſo wird die Gleichung der Bewegung bed Pendels ſeyn: 
1) 80-+7 «sind -+1u-80? — d. " 


Da ſich dieſe Gleichung integriren laͤßt, ſo oft us 0 if, wenn 
man fie mit 80 multiplizirt, ſo wird man bewogen, € einen neuen 
Veränderlichen u einzufuͤhren „.ſo daß 

2) 90° du,, alſo 280.8°09 = 2 
wird. Die: Gleichung (1.) ‚wird dann, wenn mag. integrirt, und 
die Konſtante in u mit ‚aufgenommen ſich denkt, 


3): 8.00 0-tu:u =(; 
fie ift lineär, und giebt, wenn fie nach ($. 53. Anal.) ) Inegsiet wird, 
— 2g-(sinO-+-u-cos0) 
4) um Ce+e 
Dieſer Werth, in die (2.) ſubſtituirt, giebt 


sungen hatte ſich die Weite der Schwingungen ungefähr um } der anfängs 
lichen Weite vermindert. 


. 
— üö 


’ v 


“ Rede v. rnup. V SBI:TIEB: 


Tg 38} (000 ir 
Die J 


dieſe Elche ift. «in: Aftes In weu in. enblicher· Form 


von ber Gleichung (1.) der zweiten Ordnung. Beſtimmt man 


bie Konſtante C. aus der Bediugung, baß 29:8, wenn. Anz Ol, 

B..5. deß die Bnfange » Gefehkwinbigfrit:6 == 0 2 fen mid. Bee 

ſes Integrel jet: .. — 
Bin 


en r\ ip leoe d-usin 61600 ÖlEies sin en, 


Durch dieſe Sleichung findet fich bie: Geſchwindigkeit 1-80 im 
ten. in E, wo 9 —=0 iſt, augenbäflich; eben: ſv auch der Werth 
9" von 9; für welchen 20 —=.0:ift, wo. alſo de Schwingung 
beendigt Man findet fehr nahe: :: m. Madden 


di u geh — 


und, wenn 0! fehr klein iſt, auch bloß 


ou — — 0—3ur Hl, 

Dasmal "Side dieſe Schwingunge⸗ Weiten keine giomeniſche | 
Progreſſi on. on. 

Man Fann auch bie Gleichung (6.) aufs neue 1e Üntegrien, da 


fie ſogleich Br, in 6 giebt. —Man integrirt jedoch bequemer 


bie (1.) durch Reiben, föbalb or (ehr ein if, wenn man | 
1) 0=06.01+0,: 00 **) 
ſetzt, dieſe Reihe ſtatt 9 in ‚die Glelchung d. .) ſubſtituirt, und 
die : einzelnen‘ Weffiſemen Ber Potenzen don dr der Nu gteich 
Ze EEE EEE nimmt, 
*) Man erhält: dies Reſuktat, wenn ann, die Gleichung 30 = 0 mit⸗ 
self der Gleichung (6.) auf die Sm bringt: , En 
(cos6" —u« sind). eT— (cö6B’ .o n 
dann nad) Potenzen von u entwikkelt, Dagegen. alle höheren Potenzen des 
(ſehr Heinen) „ außer Acht läßt; zuletzt aber 6’ = 0’ — ſetzt, und 9 
fo wie „ außer Acht läßt (da 3 ebenfalls fehr klein if). 


“*) Zu ber Wahl diefer Form der Reihe wird man durch den Um⸗ 
ſtand veraulaßt, daß wenn ſehr klein ik, auch © ſehr Hein ſeyn muß, 
daß alfo 6 mit 0° iusleich 0 werden muß. Ä 


Y 


X 
Br \ 7 
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nimmt, aus: den einzelnen Bleichungen aber bie Koeffisienten 9,, 
0:0, x. peftimmt. — Sol bann für t= 0, 0 — 6 und 
230 = 8 werben, fo müffen für t == 0, alle Koeffisienten 0., 0. 
9,1. =0, dagegen 0, = —1 warden, fo wie 00, = 80, 
= 9 x. O. 

Begnuͤgt man ſich mit den zwei erſten Gliedern der Reihe 
(7.), ſo erhaͤlt man bald die beiden Gleichungen 


Ve +70 — 0, 
und 
9 920, 8-0,44 1-80, —0. 


) 
Die (8.) nach ($. 53. Analyf.) integrirt / giebt nach gehdri⸗ 
ger Beſtimmung der Konſtante 
10) oO = co (1.v8); 


fubftituire man daher diefen Werth ſtatt 9, in bie Gleichung 
(9.), und integrirt man dann biefe lineare Gleichung (wiederum 
nach $. 53. Analyf.), fo ergiebt fi fih noch 2 nach geböriger Ber 
fimmung ber Konflante, | 


= Ancne(t- VE)—ir— none (2 v&). 
alſo wird nun aus (7.), wenn man bie dritten und die hoͤ⸗ 
heren Potenzen von 0: außer Acht laͤßt, | 
11) 6= 
| [ou FRE ORTS VER ae] 
und daraus 1-89 ober v, nämlich 
12) v= 
O-1u0%) Vesin(t-VE) +00" Volesin(M-V$). 
Diefer Werth von v wird SO geſetzt, um t= ber Schwin⸗ 
gungs⸗Zeit T daraus zu finden, und giebt Ä 
1 
j T= rn: YV—. 
L \ [30 ] 
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Bei biefem Grabe ber Annäherung. iſt alſo die Dauer T cn 
Schwingung, wie bie im Inftleeren Raume. Es zeigt fich aber, 
wenn man aus (11.) den Werth T’ von t ſucht für d.— 0, 
daß die Halbe Schwingungs: Zeit bei'm Herunterſteigen größer, 
als beim Hinauffteigen iſt; denn es findet fich 


13) Ip. (143 4. 9) ), 


Die Geſchwindigkeit v in E, wo 0 0 iſt, findet ſich zu bie: 
ſem Werth T! von t aus der (12.) nämlich 

14) = (1-3u09.01.Vgl;- 

fie ift alfo geringer, tie im Iuftleeren Raume **). 

IV. Pendel- Schwingungen in einer vertifalen Ey 
kloide— 

A. Ohne Beachtung des kuft⸗Widerſtandes. Den⸗ 
fen mir und nun einen Atom, ber in einer Cykloide AEA! 
(ig. 41.) feine Schwingungen macht, deren Erzeugungs- Kreis 
den Durchmeffer OE = 2r, alfo den Halbmeffer x hat. Segen 
wir noch voraus, daß zu Anfang, wo t = 0 if, der Atom in 
A fich befindet und bie Anfangs: Sefchtwindigfeit 6 = 0 hat, 
daß er aber zu Ende der Zeit t in M ift; führen mir noch 


*) Man findet Dies, wenn man voransfekt, daß 
T. yI= Inhd 
ik, dabei 3 Flein fich denkt, und dann 0? fo wie 0-3 als ſehr Mein außer 
Acht läßt, zuletzt aber 3 finder. 


““) Die ganze Schwingungs⸗Zeit T zeigt ſich alfo im luftleeren Kaume; 
wie bei dem. verfchieden vorausgeſetzten Widerftand der Luft (menn man 
Feine 0° nur nimmt, und 6°, 6 ꝛe. außer Acht läßt), jedesmal als eine 


md ie 


Die Formel (II. 16.), nämlih n=n/.(1-+,,0%), weiche nah (©. 
456.) zur Korreltion der Dauer T einer Schwingung bient, erfordert den 
Werth der Weite 6. Beil aber diefe Weite bei den wirklichen Schwin- 
gungen (in der Luft) abnimmt, fo pflegt man in dieſer Formel flatt 0° das 
neiiimetifhe Mittel su ſetzen zwiſchen der erſten (halben) Weite, und der 
etzten 


Leo. 





‚Zelt T ‚chi garen Schwingung iſt babet 
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DE = u cn, fo wie BE- =b ſo iſt vermoͤge der‘ Sleichung 
(1. O.) wieberum | ie 


v 28 = = 28.(h—u); 


ober, wenn: man Bog. AE = sl, Bog. AEM —s/+s, alfo 
"og: EM ==5 feht, fo daß man die negativen Werte von s, 


abfolut genommen, von-E nach M! hin zählen muß, 


1) . 8 — V2g-(h—u); 
während nach (Geom. $. 9.) die Gleichung der Bahn 
2) 2 Br· · 


if. Aus dieſen beiden Gleichungen muß man alfo s und u in J 
t ausgedruͤckt finden. Eliminirt mans und ds. aus I. u. 2. ), 
fo erhält man | | 





: | ’ 1 
5) arm 
alſo, wenn man integrit, ſo 4 für t= 0,. us =h wird, . 
| 1 ih | 
4) .„b Yv= cos h “ 


Hieraus aglebt fi bie Sei we welche der Pendel sränct, am 


von A bis E, wo u ZO if, zu seinen, Bi 


en ‚Teay= ——— RE 
und ie Belt qı. iſt alſo, unter den gemichter Bhreuſchan⸗ 


gen, ganz unabhätigig von der Meite der Schwinaungei, Die 


3.. 55 in 
T ar —— ns ne van 


’). 


R h. gerabe Biefelbe,” wie in MW 10.), nn eine — *2 1. ge 


dacht wird, 'gteich dem vierfachen Halbmeſſer oder dem boppak 


ten Durchmeſſer bes Erzeunuegs graee der er. * 





. 
4 ‚ z 


0) Nimmt man daher —E :2B0; fo iſt night bloß FE N ($:9 


"Geom.) der Krlmmungss Halbineffet:'ber Cykloibe in E,' fordern "ingleich 


auch die Länge des Pendels, welches im Kreiſe dieſelben unendlich⸗ Heinen 
Schwingungen macht, wie ber Atem in der Eykloide um Ei herum.‘ "Bringt 
man nun in F zwei mit ber gegebenen Cykloide Tongruente Cykloiden FG, 


[30*] 
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B. Rit Beachtung des LuftsWiderfiandes: + ' 
Kun denke man fich benfelben Pendel aber unter der Vor⸗ 


ansſetzung eines Luft⸗Wiberſtandes ꝙ — Ev = * ·ds. Die 
Gleichung ($. 38. II.) ber Bewegung wird dann, weil ſich Hier 
f So; 


EB Du. B , ‚\ B ..3, , 
u eoe 
findet, | 3 ‘ 
1), ” ie ⸗ — —6. (+ ) - 
während bie Gleichung der Bahn | 
9)- = BSru oder s-ds — dr-du 


if. — Eliminirt man du aus (1. u. 2.), fo erhält man 
3) verbtriu= — 0. | . u 
Am Anfange der Bewegung, ini t=0 if ſey die Anfangs, 


‚ FH au, we jebe-die Hälfte der GEH. ik, ö hllden ‚biefe Seren :GF_ und 
HF, nach dem Anhang, in ($. 9. Geom. Kap. II. Ende), die Evolute der 
Cykloide GEH. Hungt man daher in F einen Faden von’ der Länge 
FE =4r auf, unſchwer und biegfam, an deffen anderem Ende E ein fhmer 
ver Atom bängt; hebt man diefes Pendel beliebig weit auf, fo * 






der Faden nu. die feften Epflaiden GF. und HE ‚herum legen, und ber 
wird eben deshalb die Cykloide GEH durdlaufen.müffen. Diefe einfa 
Vorrichtung giebt-alfo -ein Eykloidals Pendel. ° 
Sucht man mittelft der Lehre yo Brößten und Kieinßen-die Kuroe, | 
auf welcyer die Schwese (im Iuftleeren Raume) einen Atom allemal in eis 
‚ ner und derfelben Zeit bis zu ihrem niebrigſten Puykt hin bringt, 
von welchem höher ‚liegenden Punkte’derfelben man ihn auch auf ihr er 
unter fallen laſſen möge, — fo findet man die Eykloide. — Die 
side. ift..ulfo die einzige Yurve, auf welcher die Dauer der ——** 
‚gen (im. luftleergn Raume) von den Weiten derſelben ganz ungbhängig fiyd. 
— Die Epkloide wird deshalb auch die Tautochrone genannt. 
Sucht man aber die Kurve jwifchen zwei gegebenen Punkten A und 
B, von ‚denen: A. höher als B Tiegen mag, auf melcher ein ſchwerer Atom 
im luftleexen Raume und ohne. fonftigen Widerfland, von A nach B in.der 
kürzeſten Zeit gelangt, fo findet man wieder die Eokloide. * Die 
Lolleide heißt dechan en die ie Drahafonrene | u 


| 


51V. Werſchiedene. ilebungt /Aufgaben. . :M00- 


Geſchwindigkeit (alfo ds) = 0,. während zugkih = —s! ſeyn 
muß. Man erhält daher, wenn dieſe lineaͤre Sleichung (3.) in 
tegrirt wird, und wenn man ber Kürze wegen 


a) we va-8) m; 
feet, Kae: 
— N SR FE 
und dies iſt die Gleichung, mai. w her Beit t von On des 
Pendels giebt. . ..17 
Sucht mas. hieraus Sie. Bei * m: weicher ber. Penda in 
E anfommt, wm = if... Huhet ſich ſolche wiederum nan 
..34 alſo von, der. Weite der, Schwingungen, ganz. unabhaͤngig, 
d. h. fie bleibt diefelbe, Die Weite „der Schwingungen mag ſeyn, 
welche ſie will; genau eben SA. wie wir, dies bei ben Schwinguns 


gen im Iuftleeren Raume gefunden, haben. Dagegen iſt dieſe Zeit 
Te allemal im luftleeren Raume eiwas kleiner ; als hier. 


V. Pendel⸗ Bewegung "in einer gegebenen giäge. 
Denten wir ung nun einen ſchideren Atom, r ber“ gepoungen 
iſt auf einer durch’ die Gleichung 


1) x +yi-’= = 0. 


| ‚gegebenen, Kugel: Släche, ſich u, Reiyegen. x), | Beil, daßgan hie 
Koſinus der Winkel e, er, eu, welche die Normale mit den, Aren 
macht, beüglich 7 BR T Bash uud fo Ri die Hold 
ungen ber Bervegung bet (1) — F uam. m 
Th ..,2 Val mitt Li Maifig α 


22) Dies Über: pn ment en ſchwerer kom an bem eiĩnen Ende 
eines unſchweren Fadens von. der Länge J befeſtigt iR, deſſen anderes Ende 
an einem feſten Punkt O hängt, und nun dieſem Atom, während er nicht 
gerade vertikal unter O hängt, eine Anfangs» Geſchwindigkeit v gegeben 
wird, deren Richtung ſich wi in der ‚dire " wab dar) -O selegien 
Bertilels Ebene befindet... .." .. SIT. 


ua BEE EEE Zu 


234 41 urn ‘3 Pe | 


U 
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Aus dieſen 4 Gleichungen muß alſo nun durch Integration, 
fowohl der Gegeudruck Q; welcher der. jedesmaligen Spannung 
des Fadens gleich iſt), als auch jeder der Koordinaten: Werthe 
u yo toner, gefuaben merden. 

Das integral (O) nämlich) 
ni KETTE oe OP FOR zuge 
—— mit ben Gleichimgen C) jugleich ſtatt. 
ei an Hau · ben zwei eften Gleichungen der @) den 


Gig ®, fo eo ak | 
hie BD ET y! I; Be u,‘ ER \ 
m’ Big oe ig, ge giebt. — “ u 


eyes x. dy— y- ‚ix = c. 
Die. rcchungen” ( 1. a unb- oO) fiub, nun, Siejenigen, ‚welche 
x y, zin t zu geben haben. Area „may bie .(1,)r (0 m 
man os überdied 
. x. —BA yo = 0, | 
nf ülle dlefe Steige Find’ a tuch son Ber ‚erfien Di. 
mtigi Nit: Mei na nn 8 
‚ne Suchen ir un aus dleſen 4 Blechungen Ay dꝛ und dy 
zu eliminiven. Dies glücke' auf folgenden Wege, ohne daß es 
noͤthig waͤre, zu Differenzlät. Gleichungen der weiten Ordnung 
feine Zuflucht zu nehmen. Man ſchafft in (4.) 2d2 auf bie 
„andere. Seite, quadrirt dann hie Gleichung, ..quabtirt. or die 
(3.), und afibirt. bie beiden: Refultate, und man erhält: 
* vn u ri yalör Eye) = u. w 24. 


22* 4 
Fuer | 


a dieler Glichung ſetzt man nun and (1.). und. hs 
und vꝰ 28(2 — ) — 82? ſtatt der beiden‘ Bettoren: ine, und 


man bat ſogleih - 
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5), A ZY)-Qge-rk-— dr) = Ch, 
wenn ber Kürze wo ” N. 
geiegt wird. Aug bier Bring Anber man nun 


2 — Vm— 2?) SG 
fo daß t durch efntegration fogleih in 2 — ſich ſieht, 
amd daher auch z in t ausgedruͤckt gefunden werben kann. 

Um nun noch x und y zu finden, führe man fatt biefer 
beiden Roerbinaten x = OP ‚ud y=PM, in der Horizontal⸗ 
Ebene XOY (Fig. 15.) zwei Polar⸗Koordinaten ein, naͤmlich 
den Radius⸗Vektor OM, r (welcher die Projektion des Fa⸗ 
bens OM —=1 auf XOY iſt) und den Winkel 6, ben ſolcher 
mit ber Are ber x macht; dann hat man 


8 x=T:080,, y=Lr-sind, 
alfo auch | / 
9) Aryoern, P= P—z? 
und 
10) . . x-öy—y-dx = r?.80. 
Die Gleichung (3.) geht dadurch über in 
1). ?—29):89 = C. 


Und weil: 80, = 80 .8t, iſt Analyſ. 8. 16. ) ſo folge aus 
( 1. und’ 7.) ' | 
12) 30. — A 
(? — 7°). -Y?— 22) (2gz-+-k)— C9.. 
fo daß auch 9 in z, alfo auch in t, durch direkte Integration 
. gefunden werben kann. Beide Integrale (7. und 12.) gehören 
jedoch im Allgemeinen zu denen, Bon ‚welchen (Analpf. $. 32. 
IN. D.) unter dem Namen der. eliptifchen Tranſcendenten Eini: 
ges gefagt worden iſt. 


Damit für 2 z, nicht bloß t = 0, fondern ah — 0 


werde, muß man ſich die Ebene XOZ durch den Punkt gelegt 
denfen, von welchem ber Pendel ausgeht. Dadurch beftimmen 
fich die, bei der Beflimmung ‚von 9 eingehenden Konflanten leich: 


ter. Die Konftante C in (11. oder 3.) findet ſich am leichtes 


\ 


⸗ 





AU Mehl v. Mt... Kay. V GBIIV. 


ſten aus dem Werche (1 —2). d0 für t==0, odet aus dem 


Werthe s-dy—y-dx für t=0; in fo ferne dann (wenn 1*0) 


s=H y—=Y, dx ⸗ v · cos a und Yard edus be 


kannt find *).1 


Integration der Steigungen (7. und 12.) für den 
Gall, daß der Pendel von der Bertifals@bene nur 
wenig. fich- entfernt. . . - ‚ 


At die Anfangs» Gefchwindbigkeit v fehr klein und ſenkrecht 


auf die Ebene XOZ- gerichtet (welche letztere durch bie Unfangd 


Stellung bed Atome gelegt iR), ſo Hat man oe 
— admin, b=0 und e=in; J 
alſo frt=0 | oo. 
da — Oo, dy — v und nn 
Wird ferner, wenn A den Anfangs-⸗Punkt (in der Ebene XOZ) 


vorſtellt und M den Punft, wo ber Atom zu Enbe ber Zeit t 


ſeyn wird, 

13) W. AOZ durch w 
19) ®. MOZ bud w | 
begeichnet, (0 daß w fonftant, w aber eine Funktion von iſt, 


im Bogen für den Kabins—1, | 


‚ die flatt z eingeführt werden fol; nimmt man enblih w unb 


v (alfo w) fo Eein, baß bie vierten Potenzen von w und y 
außer Acht gelafien werben konnen, ſo findet ſich, wenn noch 


uͤberdies 
15) 


*) Iſt. die Anfange⸗Geſchwindigkeit v —O, fo iſt für t= auch 
x == O, dy=0, ale C=0, folglich ans al) 89 — 0, demnach 0 = 
Lontante. Die Bewegung geſchieht daher in einer Vertikal⸗Ebene, welche 


man zur Ebene XOZ nehmen Tann, und die Bewegung des Pendels iſt 


nun die in (IL) ſchon betrachtete. — Daffelbe ift natürlich nad) (3. u. 11.) 
der Fall, fo oft für t= 0, x und dx zugleich O find, oder y und. dy aus 
gleich, alſo auch, wenn die Richtung der AnfangssGefchwindigkeit v in der, 
durch die Anfangs» Stellung des Pendels und durch O gelegten Vertikal⸗ 
Ebene liegt und diefe zur Koordinaten» Ebene XOZ genommen wird. Auch 
kommen in dieſem Falle die obigen Reſultate alle mit benen in (II.) ges 


. fundenen überein. 


5.51.V. Verſchirbene Nebungs⸗Aufgalicn. 

Zr rim, 
15) ni" a 
gefegt wird, fo daß m eitie fehr Heine Zahl Hi; 

16); =lAd—w, 117) ebd) 
18) k== —2gl-Hgl-(w?-Fm?); 19) C’= gl!w’:m?; 
und bie Gleichungen (7. u. 11.) werben nun, teil 

ya 
und aus (17.) 324, = —I-y if, und wenn man im Nenner 
alle fechften Dünenfienen - der ſehr kleinen ap, w und. m. qufer 
Acht läßt, 


A). I. = — ve, 
BY, s Vm— Kae) 


m = Berne NE 


Diefe Gleichungen, integritt;. geben w. und 8 in i, —8* 
während 9 ber Winkel iſt, den bie Vertikal⸗ Ebene MOZ. ‚mit 
der Ebene XOZ macht, und «u der Winfel MOZ in biefer Der 
tifals Ebene, fo daß 0 und y die Lage bed Atoms zu jebet Zeit 
t beſtimmtn. 

Dividirt man bie Gleichungen (A.) und (B.) durch Aeoan⸗ 
der; ſo erhält man 


(GO). - ... 86. = y’ 9 a 


co.) 





*) Da bie Gleichun * für Du einen: —*& ent u; 
würde, wenn w? — y? amd y?— m? verfchiebene (-1- oder —) Zeichen hät 
ten, fo muß „ allemal zwiſchen den Serthen vo und m liegen / und; lwenn 
m==w fenn follte,. fo muß y == m = w fonftant ſeyn. — Bei biefer 
Ynfangs > Befäminigtet; Belt .=w At, 2 je Yu: Oli, 
thung (CI . Tee BE a Et IR 

auyk, ober 2127 


Weil  Tonkant ik, fe ik. die Bqhn des Krems. ein Srei; und weil dam 


auch 86 konſtant if, fo iſt die Bewegung in dieſem Kreiſe gleichförmig oder 

Venſtaut. Sucht men ben: Werth 27 ven 45. für welheuo 2x; Wil. 

die Umdrehung in dieſem Kreife einmal vollenüt:ig fe: nhäkt man: in 
L [31 ] 


ER 


! 


a7u Mechanik d. Atons. Rap. V. . 5.68. V. 
Fuͤhrt man nun noch einen neuen Veraͤnderlichen u baburch 


ein, daß man . 
20) we (a) | 

ſetzt, ſo geht bie Gleichung (A. über in | 
De =, 


6 —— | . 
Diele giebt, integrirt, weil fur t=0 yo und u=1 wer 
den muß 
" (E)*°*, ö, Zn, ober ef), 
alſo 
(T).··· W= marker [a v8) . 
Diefe Ietstere Gleichung jeigt, daß dieſer Pendel in ber ſich Dres 
enden Ebene Moz gleichzeitige Schwingungen macht, von 
=w bis m bin, deren Dauer J gegeben iſt durch die 
Steig 
fr 21) | != — 
Subſtituirt man den Werth von. Y aus ( F.) in te Ste. 
chung (C.); fo erhält man noch 
(+ —B 


u 


mw —— 
wre —ERE — 
und da für t=0 auch 00 werden fol, fo erhält man 
bin) Auegratvn nach (9. 32 Mn) °; --: 


1007: era ae: ve)... 


0 ÜH8 dieſer ‚Gleichung folgt,, daß dieſer ya nen Ums 
ſchwung in 4 gleichen Biel: und ee wieder in gleichen 


Li r 


J J med ter Te *y DE 

‚alle ik Tiperebe groß, wie (Em Ar main Saar 

sungen - im wentitelen Kreiſe - 
ref j 





6.51. V. Verſchiedene Uebungs⸗Aufgaben. 475 


Zeiten, nämlich in ber oben in (21.) gefundenen Zeit W, zus 
ruͤcklegt *). 

Findet man endlich aus biefer Gleichung (FL), welche 140 
giebt, auch noch cosd* und sind”, und auch noch x und y in 
t andgebrückt, und eliminiert man zuletzt t felbft,' fo er pält man 
eine Gleichung zwiſchen x und J nämlich 


x? 
+, =P, l 


welches bie Gleichung einer Ellipſe fr Der Pendel befchreibt 
alfo eine Bahn, bie zwar doppelt gekrümmt, beren Projektion 
auf die HorigontalsEbene XOY jeboch eine Ellipfe if. | 


Schluß⸗Anmerkuns 
Alle dieſe bier betrachteten Aufgaben erleiden im TIE Theile dieſes 
Werkes dadurch noch einige Modiſikationen, daß in der Wirklichkeit nicht 
bioße Atome, fonderu ganze Maſſen fich bewegen. Im Wefentlichen aber 
ziehen fich die Unterſuchungen liber die Bewegungen ganzer Daffen allemal 
einfach und leicht auf die bier betrachteten Bewegungen eines Atoms zurück 


*) Es ſchwingt alſo biefer Pendei gleichzeitig mit deu. einfachen Pens 
del (IL) im vertikalen Kreiſe, deffen Länge I if. 


En. SE 


Gedruckt bei A. W. Schabe. / 
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6 3. 8 v. u. if für —X zz leſen 


Drudfehter 


Seite 10 Zeile 11 von unten ſtatt 271828128 leſe mar 2 ‚aSaB182. | 


14 3. 11 v. oben iſt für = zu fegen. [03 


18 3.9 v. unt. il für — zufegen J. , 
I-Higx eg: 





003.7 Deut fe en du fehen gie 


29 8.2 v. ob. iſt in der Gleichung 4) eir Fr au ſetzen dey 


49 Die Gleichung. V, vi muͤſſen mit reſp. * V begeichnet: werden. 


64 3. 11 v. o. I für Di, zu ſetzen DM 


542. 15 v. 0. if für 27 after Yard 


93. Aw ih fh. Du hehen Yan — 
62:3. B v. n. für dns I man Day 
1 


88.70 it für — fen + } 


83 3. 12 v. u, iſt Pin —— zu leſen 5 
128 3. 5 v. u if 
135 3. 10 v. u. iſt aa an * te ver Glitung (5)" zu. iclen ‚nam ber 
legten Gleichung.‘ 
160 3. 14 v. o. it für OX, O du lien OY, 02 
179 3. 18 v. o. ift für ds dreimal zu leſen d 
188 1 v. u. ift für (y’—b).dy’,* zu lefen W-1)Br. 
195 3 v. u. ift für 0Y u lefen OY'. 
2 & ou if für Gy. b) zu leſen (dy,—2b,). 
252 8. 13 v. o. iſt unter dem Durzeigeihen für dx, zu leſen Ox?,. 


305 3.9 v. u. für eh lefe man „d 

307 3. 1v. o. für „welche OX ie man „welche OX' “. 

340 3 14 v. o. für t=0 Iefe man t=0. 

344 3.15 v. u. für x=a—gt lefe man v=a—gt, 

382 3. 13 v. o. für dL,. 7 lefe man dL,-öy. 
404 333 o. für dx = de man man dx=X,d’y=Y. 
409 3.3 v. o. für —— — einer“ e man vi einem”. 

409 3. 10 v. o. für „Befcdneindigfeit „Be iv fe mon „AbehAminhigteit v". 
412 2.18 0.2. für & Ifeman & FE 

4178.40. 0. für „Rrafte” Iefe mon „Rraft. 

442 z 7». 0. für Ipꝰ leſe man (IP). 
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